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äSomott btö Ue6etfe|et6. 



^ai t>orItegenbe SBerl bilb^t eine Sortfe^ung )>on (^avLd)r)*i 
Sorlefungen über S)tffereniialred[)nung unb für ben SBertl^ unb 
@e|)a(t beffelben leiflet ber 9lame bed SJerfafferd l[)inretcbenbe S3ürg< 
fd()aft. 2(ber ungeachtet bed aUgemem anerkannten SBertbed ber 
6au(()9fcben matbematif4)m @d;riften l)at ftd) bocb tin ungenannt 
ter JRecfi. m ber 3enaf4)en Wteraturjeitung SRro. 187 — 180 für baS 
Sabr 1838 erfred^t, gegen bie. :2^iffereniialrecbnung Don (Saud^^p 
allerlei nichtige unb nur Unwtffenbeit beur{unben>e Su^fleQungen 
ju mai)tn^ S)a$ ju TCnfange biefer Steceniton über ba§ genannte 
9BerF au§gef)9roc^ene , febr gunjiige aUgemetne Urtbetl enthalt {war 
nicbtS anberö, afö wa§ in ber SJorrebe be6 UeberfefeerS gefagt 
tjt, unb was anerfannte fRatbematifer bei oerfc^iebenen ®e(es 
genl^eiten gefagt l^aben; allein bie im S$erlaufe ber fRtun^on ges 
mad^tm einzelnen 7(u6{!eIIungen notbigen mtcb vot^tn tbrer ®runb< 
lofigteit unb Unioal^rl^eit ju einer ^n>ieberung in folgenben ^au^ts 
fünften, 

S)ie ^uSfieaungen, tpe\d)e 97ecf, gegen Sauc^p'ö DarfieQung 
in ber Stnleitung macbt unb bte @rg an jungen unb fogar SBer^ 
befferungen (?)/ welche icb feiner SReinung nacb Wt^ bin^ufügen 
muffen/ {tnb in bet Sbat ()0(bji fonberbar unb geigen jur ©enuge, 
ba§ Stecf. nid^t »eiß; n>ad man unter Sleganj in ber TCnal^ftS 
mftebt. 34) würbe midb fcbamen^ wenn icb ju einem ^txh, xok 
ba^ 6aucb9f^e/ Bufa^e unb S3emerfungen be;r 7(rt madben foUtei 
xoit fie IRecf, anfübrt. 2Ba§ für tin Sab^rintb würbe aM mm 

folcben elegant gefd^riebenen SBerfe n>erben/ wenn man alle leicbten 

. , ♦ • 

Swifdbenrebuctionen unb Transformationen anfüb^en wollte ; bie iu 
bem Anfänger bei einiger 3(ufmertfamfett in bie Äugen fallen. jBiet 
mebr muß e6 als ein wefentlicber SSorjug beS 6aucbi)fdE)en.SBer!eS 
^tiit\tfim werben/ bof ber Sernenbe bei bem @tubiu*n befpelben 
felbf^tl^atig fein mu^. UebrigenS i{l t>o& 83ucb nid^t für 7(nfängfr/ 
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wie. {te 97 ecf. ffc^ benft , fonbern fitr @tubtrenbe auf ttnt\>erf[taten 
ober l^d^crn )7c(ptfc!)ntfc^en SeI)ranflaUen iunad()fl bejKmmt, unb an 
biefe fann man >untfob beut ju Söge fold&e gorberupgen mac^n, 
wie fte ßaud&t) macf^t. Äud) »eig ic^ ju gut auS ©rfa^^rung/ bag^ 
unnStl^tge SufaVr n)te bte t>om Stecf. angefii()rten, bei beutfcben 
Ueberfel^ungen nie t)on«itennetn gebiUtgt worben fmb. Stecf.^tte 
»0^)1 gar nodt) ben Swf^ife gemacl)t, baß +a mit — 6 -multipltctrt 
— a6 gibt, unb berglJ. 2fudS) ßauc^p'ö SSortrag ifl bem Sfecf. 
nid^t wortreich genug unb er fd^eint f4)n>üljligen SDarjteUung« ' 
fel()r gen)ogen ju fein. 'Ullein bie 3)arfleIIung in anbern !lafl!f($en 
matlS^ematifc^en Schriften, {.93. in ®aug disquisitiones arithme- 
tlcae, Segenbre'ö ©eometrie, Sagrange'ö mat]f)ematif4)jert SBer^ 
fen, ^oiffon'ö SRecfeanif, u. f. xo. beweijl, baß Äfirje unb 85cs 
jtimnrtl;cit beS ^uSbrucfeS, aber nic^t unnfi^er SBortfci()«)an bte »e* 
Tentli^ljjen erforberniffe beS gebiegenen matt)ematifdE)ert SJortrageJ 
ftnb. 2)er ©nwurf beS Sfecf., goniometrifd^e unb nic^t trigos 
nometrifc^e Functionen ju fagen, i)l nidt^tig; benn ber eine TfuSs 
brurf ijl fo gebraudE)üdS) atö ber anbere, aber Id'ct^erlidö i|l t^, xotrm 
Sfecf. ^)inter^er felbjl üon trigonometrifc^en Functionen fpric^jt. 

Sffia« Sfecf. über bie SRangel ber 3Cbleitung t>on -^^ faflt, 

jeigt, baß er t)on analptifdt)er (Slegans feine SSorfteHung l^cA. — 
TLhtt nic^t6 jeigt beutlid^er, mit weldt^er ©egierbe Sfecf. nai^ ®n- 
»fitfen l^afdf^t, unb wenn fte auc^ nur Seugniffe fetner eigenen Um 
»iffen^eit fein foUten, als bie SSel^auptung, baß in ber gormeC 

^ — '—^. - = mar^-iH \ « ' J^""^^ + -*> *>ä^ ®lieb 

»nar«-i ben gactor i l^aben muffe, waS offenbarer Unfinn \^, wie 
ieber Anfänger fiet)t, ber eben ben binomifdt)en ?el)rfa6 fennen ges 
lernt l^at; unb bodt) tjerlangt Sfecf., id& bdtte biefen geiler (?), fo 
wie t)iele anbere berfelben *2frt tjerbeffern unb bie unberjtdtnblfs 
4>en gntwidfelungen (?) in befonbern SRoten erganjen foHeir. 
Sfecf. bemerft namlic(), eS fei untlar, wie a\x^ y=f{x) fült 



t 



folge. 



SßaS foB man <m« einer fo(d&en Ätttff f*«efen? 9?«tötll* 
nt<$t8 anber«, «W baß «Recf. unfa"^tg ifl, bett SBert^ be6 ®erfc8 
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% 

)u bmtt^txUni benn alle feine ®nn>ärfe bewetfen nur feine ttnwif» 

S!Ba()r^(tft Iflc^erli* ifl ber Entwurf, baß -^ Jiicbt ©ifferem 

Ititfcoefftf tent, ieitbem SMfPer^ ffti^t, b^ bod^ be« 

fenatftib brr etat .^ttt^bml fi^ gthtSxLdfiii) ^, M bn cmbere'itilli 
fKb onf glei^lK SSetfe motimren laft. SB3at Slecf. f9r ein VnoMI 
if}/ gibt ev mteber -babutcf^ beutlid^ yi erfennen, ba| er ni^^t be^niH 
fm fonn^ baß für 



» ötfo^= 



»nb fSir 

— j^ Ay ^ ^''^^^^^ _ ^— 1 ^._ J jjt 

i^, wenn man -4^ = 1 + /, alfo, tnbem man bte gcgatitl^men in 
bem ©^fteme t)on bet JÖaft« A nimmt, i = £(l + /; fefet. 

©otcbe elegante ßntwitfeCungen ßauä^p'ö, woburcfe P(% fein 
ffierf befonber^ au§jeicbnet, ffnb nacb be§ Sfecf. ÜReinung febr ber 
ergdniung (?) unb ajerbeffcrung (?) beburföfi, weld^e er mit 
namentlich wieber jur ^flid^t madbt. — 2>aß 

sin (x + — sin .r =« 2 sin -^ sos T ^r + — } 



unb 



i / i \ 



ift^ ifl bereit« @eite 9t bemerft unb auferbem iebem Tlnfanger, ber 
oucb nur bie erften @runb(e]^ren ber SSrigonom^trie Fennt^ befattnt^ 
olfo bte(er bfbeutenbe äufa^ (?) be§ Stecf. bodbjl unnu^. 

ein »Hi^r^aft \p«tberIM^et ttnmtrf bed Siecf. ift e$, mnri es 
»erlangt, baß @audl^9 bie SHfferenstoIe aOei; nur benf baren $unca 
timten (vt^oen: foli. £iaß aber 9{ec^ ben €ia«^)^ nic^t «erfbins 
ben batffs^t bamud un^wetbeuttg ^ert)or/ memt et b^J^auptet^ nad(^ 
bem iMü Satt^p ttixer baS X^ifferen^iren ber S^cttAnen t>0n %wa^ 

tionen ÜJIitget^eilten lerne man nic^t gunctionen wie — -,cr"*,?c. 

dt 

bifearesitrea. a)ewi€aji!*9 jeigti b«ßtt)enn»5==/(ar)unb2f =F(y) 
ift/ man M* 
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^=r(y)oitx'dz = r(y)dy = r(y)df{x)=F(y)r(x)dx 

oUx^^'=y'r(y)=ri^)F'lf(x)], ^ 

wornad^ bte £)*iffereii)tatt6n loon a*^* etnleuct^tenb t{l. X>xt £)t{fe9 
* tttiiitunq btx ilbri^ei! Dom Sfecf. angefBl^rten gfmtctiomn ge ^Srt aber 
rfid^'* ^ler^er^ fonbern in bte 2tf fBarlefung, unb n^orndfecfL nacl^bem 
bafelbfl wn 6aud!>9 fDlitget^eitten nrcl^e etnftebt, tote bte fragti(()en 
Sfnmttotteti ju btf erenjfiren f^b, fo ifl er nnt^rltc^ ^u bebouent. SBenn 
{Recf. Don !0{ange(n unb SiidFen tn ber ^ttn üorlt^mg fptid^t, fo 
muß man btefeS ebenfalls feiner Unfimbe )uf(breiben; benn x>on ber 
SMffereniirting ber imaamdren Functionen wirb erjl in ber 12ten SSor* 
(efung umflanblid^er gebanbelt; unb ein ebenfo offenbarer S3en>eid 
feiner Unn>iffenl()eit tjl t^, wenn er fagt, baf eben foioiel f^it^tü^ 
beS ^ifferenjirend ber ^uiviionen mit mehrere Seranberlttben {u ers 
ganjen feij beiinSau^p b^nbelt in ber 2ten Sorlefung iDonberS3es 
ftimmung ber £if erenjiale ber ®vinimt, :&if erenj, be6 $robucte§ unb 
£Utotienten met^rer Functionen Don ein unb berfelben Skränberlts 
^n, aber nidbt, wie 9?ecf. fagt, t)on ber Differenjirung ber Functionen 
mit mel^rern IBeranberlic^en; t)on biefer ijl erjl in ber lOten SBors 
lefung bie S?ebe. @S ift in ber SEI^at emporcnb, wenn ein Sfecf., 
ber nict)t einmal ba§ ©^em be§ SSerfafferö fennt unb begreift; ouf 
eine unt>erfc^dmte unb freche SSSeife Einwurfe macbt, bie nur in 
feiner eigehen Unwiffenl^eit i^ren ®runb b<^ben. 

@6 ift eine DoUige ttnwiffenbeit ober Unwa^rbeit \>on @etten 
be§ 9{ecf./ wenn er beJ^au^^tet, an^ Gaucbp'^ £)arfleaung in ber 
8ten SBorlefung gebe nicbt bert)or, baff ba6 (n + l)te (ober »te) 
Differential ber urfprungticben Function ba§ Ifle Differenjiat be$ 
nUn (ober (w — l)ten) ©ifferenjialeS fei, unb baß nicbt gcjeigt 
werbe, wie bie bS()«^ 2>ifferenjtale t)cnjf = a:*,y=?a*,yt=toyx 
unb iDon ben trigonometrifcben Functionen gefitnben werben; benn 
ßaUcbiE) fagt ®ciU 80: »Jgniernftcb ifl y' ober /'(o?) bie a^elettete 
Function ber erflen Crbnung t)on ber gegebenen Functton 
y=f{x),y'' ober fix) bie abgeleitete Function ber. ^wetten 
iDrbnung toonyunb jugteicb bie abgeleitete Function ber er^enjDrb^ 
nung Dony',K. ©tblicb ifl jf<"Uber/^"> (j:) bte abgeleitete Function 
ber nten S^rbnung bonj^? unb )u gleicl^er Seit bie ber Ifien iDrbnung 

t)on y^""^S «/ worauf atSbann bie gegenfeitige 3(bl)dngigfeit 

ber fuccefftt>en Differenstale t>on einanber iinb loon ben entfprecbetts 
ben abgeleiteten Functionen febr Aar angegeben wirb, nnb fülr 
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iit migeffi^en Suncttonen^ fo roit für mel^rere trtgottometrifidl^e %mu 
tmm, werben bie fucce(ii\)en abQdeittttn Functionen unb ^ö^em 
©ifferenjlale aflerbing* eben fo itotdmä^xQ, aK Ü^tooVi angegeben. 

SBa§ Sfecf. gegen Söud!)9'6 »eweife ber gel&rfafee über bfe 
{Relationen i)votf4)en ben ur|y)rung(tcl()en reeQen Functionen unb i^ren • 
abgefiifteten Functionen (nicbt abgeleiteten Differeniialen, xok 
8?ecf.ft(b falifcb au§brflcft) in ber 4ten «ortefung fagt, ijl »ieber 
offenbarer Unfinn; benn er meint, Sau4>9 l^Ätte ndl^er jeigert 
foHen, baß eine ©röße C, mld)t in 2tbficbt auf ibren SBertl^ jwts 
^en iwet'®r6ßen ^ unb B liegt (wo A<B) größer fei, aW A 
unb Heiner, atö B, unb baß eine jn^ifcben )n>ei gteicben ®r5ßen. 
A=^A liegenbe ®r6'ße, biefen ®r6ßen felbft gleicb fei, ober wie ii4> 
SIecf. no^ unftnniger an^brucft, baß bie ®röße C nicf^t Meiner 
aU bie fleinfte ttnb nicbt größer, aU bte größte ber 
}«>if<i^en A unb B liegenben ®rößen fei (???). 

3Ba$ 97ecf. über ba$ 6nbe ber 4tfen unb über bie 8te S$or« 
lefung fagj, i{l eben fo ungegrunbet unb lact^erltc^, afö aQe feine 
bi§ber gemachten Sintoürte; benn er meint, baß ba§ SBi4)tig{le wn 
bem in ber 8ten JBorlefung über bie 6ont)ergenj ber JRei^en üRitgcs 
tbetlte am ®nbe • ber 4teh Sottefung. l)dtte gefagt »erben foUen. 
e§ ift in ber Steh SJorlefung t)on ber ßonöergens ber Sfeil&en aber 
feine JRebe, fonbern lebtglidf^ t)on ber @ntn)i(felung ber Functionen 
in JRei^en, unb überl()aupt jtebt ^a^ in ber 4ten SBorlefung ßrör* 
terte mit ber 6ont)ergenj ber SJeioen in gar feiner JBerWnbung; 
»obl aber pel^t ba« in ber 6ten unb lUn SBorlefung ÜRitgetl&eilte 
mit bem in ber 4ten SBorlefung Vorgetragenen in engem Bufams 
menl^ange unb bietet wid^tige Ttnwenbungen babon.bar. ^ierau* 
erbeHet, wie untjernfinftig unb ungegrunbet biefer ©inwurf binpc|>t* 
lieft beS t)on Saud^V gewallten ©pjteme« ijl, unb baß 8?ecf. bie 
«orjfljge bejfelben m'cftt einiufeften »ermag. SKIt ben Sufdfeen unb 
«er*effetungen, »et^e JRecf., toie er Tagt, in meiner ©tette bter 
beigefügt iKibeh würbe, l^o^t eö biefelbe SSewanbniß, wie mit ben be* 
reit6 frfiber erwähnten t)ermeintli*en aSerbefferungen- — ^inftcftt» 
It* ber »tenfSorlefung macfttJRecf. ebenfaUS bie ganj ungegrfinbete, 
leWglicb auf fetner Unf enntniß berubenbe »emerfung, baß auö ßau^' 
Av'^ SBürtrage nicbt erfteBe, ob eine unb biefelbe • Function mehrere 
SKorima ober SRinima, o^r beibe jugleicb böben fönne, unb mm 
entnehme barauö ntxl^t, wie bie SSertfte wn x gefunbe« werben, ^ 
für welche j. ». bie Functionen: 



y=jr4_8x»+22a:«-24a: + 12 ober y^-^^^±^— 

^axim ober Wmima werben. $t^ SRic^^ttgfett biefe^ (Siniourfed 
^fitbt {tddi au$ 6au(b9'$ eigenen SBorteU/ tnbem er ^ur fl3€jliiiu 
ntun0 bef ^Dianma unb 9}{intma folgenbe fRt^ü gibt: 

»66 f<si /W bie gegebene Sunctiom 5WaR fu(<>e ju^jl bte 
^erti^e p.on ar'^ für n)elcbe biefe Function aufbort/ ftettg iu fein, 
fp n)trb iebem btefer äBert^e, n)enn f^ fotcbe gibt, ein äBertb ber 
$uniction entfyireclien/ ä>e(cber im 3(Ugemeinen entn^eber tint un;^ 
- ^nblid^e ®rM-^/ ^^n SRapimum pber ein üRtntmum fett) 
tpirb. 

£)ann fucbe man bie SBurjeln ber ®(ei4iung: 

a) r(^)^o, 

nebft ben Sßertl^ toon x, n>elc^ bie Sfunction/' (ir) bidconttnutrlicl^ 
machen ; woju befonberS bie 5U rec^^n ffnb, xodä)t ^d{^ mid ber 
®tei(^ung : 

(2); /'(ar) = +«) ober .^^ = 

crj[eben. • 

^§ fei a?=aro einer biefipr Sßertbt/ fo t{i ber concfKonbireiibe 
SpSertb t>on f(x)f b. f). f(xo) ein 9Ra;rtmum, wenn bie abgeleis 
U;U Sumtion f'(x) in ber iRäbe ^on x=x^ )>ofittt» ifi ffir 
o; < Xu unb n e g a t i t) für o: > oTo« 3m ®egentbei( ifi f(xo) ein 
$(l{intm<im/ wenn bie abgeleitete Function /" (ar) für :r<;ro ne^ 
giitit) unb för ar>aro pofitit) ift. Jßenn enblic^^ bie abgeleitete 
Function f- (x) i|i ber 9läbe toon x=xo befianbig )>o{tth> ober hu 
fl^nbig negattD wäre, fo xoüxt>tf(xo) weber ein fDZorimum, no4^ ein 

SSinintum fein 4:, worauf Saud^p @eite 63 unb M baft 

UnteTf<(betbung§nifr{mal ber ^arima unb fSKinima naber erörtert 

S)ie Unwiffenb^it m\>. Sred^beit bed Stecf. fiberfcbreitel wirülidb 
ciRm glauben* (Ueber bie wefentltcb.en SSorjüge )Don 6 a u 4^ 9 ' i 
SDorftellung ber Sebre toon ben SJ^arimie unb SRinimiS oergt. mm 
wieiter unten © i r f f e n ' ö Urtbeil). • 

Ueber SSorlefung 8 macjbt Si^cf. mel^rere IQemerlungeiv weldilie 
wIeber ein fprec^enber JBeweiS für feine Unwif[enbeit unb Uiu 
tterfcbomtbett ftnb. Stecf« fqgt namlicb ^ l) ber h^ ber $ormel (2) 
entbaltene @a6 berulf^e auf ber ÜRaclaurinfcben unb Xaylotfcbett 
H^eide; aOiein bi^ @tacbe Hxmt ftd^ g^rabe umgele^rt; beim bie 
!9{aclaurinfc^e uub SEaplorfcbe Sieil^e berul^t auf biefem @a^e 
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>Sfe bfe Sutim^elung ber S^w^mm (1 +*)'* , / (l + j;) uitb ai|bem 
wmtft mm bic Xeiirt^tg ^ 1Raclaurinfd|Kn ^a^, «oetcben 
tcr Sei'^fiier erfl iti b^r mm Slt^rUfung m(tt(|ei(i.c Slecf. wtU biev 
wicbcr Gaucbv t\net änconfequm} bcfcbulbtgeti/ bifabrr eine ^(oge 
l}nn}if|r)ibMt t^ti femn @eUe ijl; beim bic wi bti( in bev 4ten SJor« 
bfung beiptefenen Sotmel: 

obgetnfett aUgemettte ^nttotcfelun^ 

f(*)=AO)+A»)x+/"'(«)-o+--- 

imb w^mi ft* »ifber bte enMdf elunflen t)an (1+xy, l(l+x)f 
.,• filfto/ it wn b€t 9(aclaurinf(ben Sietbe: 

A^)=/(o)+fr(o)+-^r(o)+.... 

»el^c allerbing§ er|l in ber Wen SSortcfiing üorfommt/ * »efentticb 
t>eif(bleben. 

& Ijl eine offenbare Unwabrbeit/ rotnn Stccf« f^^t, in ber 
9tm SSorlefung werbe ber Sßaclaurinfcbe Sebrfal^ auf bte 6ntn)u 
delung ber Functionen in Steiben angewanbt/ aber nicbt erörtert; 
benn (Saucbp fagt @. 80 auSbrücnicb/ bap in ber ©leicbung: 

ber 3Rac(aw-rinfebe Rebtfafe beftebe. @§ ijl ferner einegrunbs 
fdföi^t SSebauptung be$ 9fecf. , xotm er fagt, bie Steibe arc 

tangx^=ix — a'^t"^ ■^ + --* Wnne nicbt conwergtren, 

»enn i?or bem tjierteÄ ©liebe baS Seieben + ilott -— fttf)t , wie eS 
burd^ einen 3DrudE(ebIer gffcbeben ifl. ÜRan fiebt bierauö, baß'Sfecf. 
nicbt weiß , »a8 man unter cont)ergirenben Sffeiben tjerjiebt, unb bie 
@. M t>on ^audbp gegebene S)eftnition einer conioergtrenben ober 
bit^rgtrettben Sleibe nicbt i»er{lanben bat. S>enn bteSteibe mit bem 
2>nidfe(y(er cont)ergtrt ofenbar für biefelben Sßertbe Don or» al§ bie 
rtcbtige , nur tfl ibre ®ümme um ben boy^en SOBcrt^ bed 4teai 
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©ßebea grübet /aß bte btt U%ttm, mb eine Sfyiaiift ertofebetimg 
fflt in »tikbmi auf bfe 9}et^ (W). üd^ttlii) tfl »et Ctmotirf 
gegen bie @ä)ttxbart cosx + V — * ***^ fl^^ co«j?+«1pia:V^^, 
benn bte Sau c^pfc^e IBejetci^nung ifl offenbar vid^ti^t, M bte biS 
9{ecf. X)le ferneren JBemerfungen be9 SIecf aber 8Sorlef/0 |tnb Dov« 
eHig unb unnüfe , n>et( ^ater aOeS erforberltc^e jur @pta<|^ ge* 
bracht wirb, 

£)ie IBemerfungen bed 9{ecf. über bte lOte SSorlefUng ftnb eben« 
faKd äeugniffe fetner Unwiffen^jeit ; bann e$ tjl aOerbingd na4^ 
Sau^p'd £)eftnitiDn auf @ettelO^ a:r" ba9 allgemeine ®üeb ber 
geometrifc^cn 9?eil)c unO nidbt aa:""^, wie Sfecf. unricbtig bel^au|>f 
Ut, inbem Qanä)\), tote t>ie(e anbere SRof bematifer > ber ©^mmetrie 
toegen bad ©iieb^ ba§ Ote, baS ®lteb ax baä Ite u. f. f. nennt. 
25er Zabel ber Sejeic^nung (p + ? / ^)" = Pn .+ 9« V ^ ift 
ganj un{lattl>aft ; benn gerabe weif n auf ber einen @eite @]r)>onent 
urib auf ber anbern ^nber i|l/ tfl bfefe 93e)ei(l^ming ni(|it iM jutöf« 
pg, fonbern fogar fe^r äwerfmajig. e§'u>are )^ä(bfl- na^^Wj ge^ 
wefeu/ wenn wie 9?ecf. will/ ßauc^^ bie 9te unb Ute SSorlefung 
jufammengeworfen bdtte, wie aud) ber Uttwiffenbfte bei ber SBer^ 
fcbiebcn^eit ber in beiben 5ßov(efungen bcJ&anbeUcn ©egenjlanbe lei^it 
einftebt, Slid^t beSwegen ftnb imaginäre 2Cu§brßcfe wie jp^yy^—l 
nicbt obne alle reeUe SScbeutung; weit, wie Sfecf. fagt, fic^^ ein fol* 
ci^er 2fuSbru(f fßr ^ = auf bte reeüc ®roge p rebucirt; benn alh 
bann ifl er fein imaginärer 2fu6brucf mel;r, fonbern auS ganj am 
bern.®rönben/ wetcbe ®auß juerjl erörtert I^at, unb waS Ufy in 
einer Xnmerfung au6brucflid[) bemerft babe. 

£)ie unffnnigen Einwurfe unb läcberlic|;en SSemerfungen be§ 
Stecf. fommen immer beffir; benn jel^t fagt er gar: »25urc|> eine 
forgfdltigere SSerglcicbung ber ?!Raterien unb ii)vti -gegenfeitfgen 
S5egruribcn6 würben ficb freilidb oiele Angaben ^aben bebeutenb t)ers 
furjctt laffcn. @o würbe bie TCbleitung ber gormel (15S) fid) auS 
(67) einfad[) ergeben ^l)aben/ weit bort sinx unb cosx bejlimmt unb 

tangx=f^ ij}. Ucbrigen§ lagt pd[)^bie formet (153) mitteilt 

i^rer 9Rultiplication mit — -/"-^ gefälliger (?) barjteüen . . . •« 

S^at benn Sauc^p bit formet (lo3) ntdS^t auf biefe<äBei(e ab:; 
geleitet, unb auf weldfee anbere SSäeife foUte biefee benn i|berbau|)t 
möglich fein ? ©runbfalfd^ ift bie S5e(HiM»)öt«g be^ SJecf., bag ber 
für teß^ z erl^altene Äu^bruc! (15») bur^ !rö«ttij>ltcatton mt — V^l 
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^ttt)>(ualfOtt im S^^Uv unb9{enner siigUidl^ «»rgettommeit mrbm 
mug/ nxnti berJBevt^ be^ 7(iiMru(M nid^t seo'nbcrt ooerben foB; 
aber d^boitn wirb burcb bie ÜRuttiplicatiott mit *— V^ nicbtl^ 
weiter bewirft , Ai ba§. V"-^ aui ben Slenner toerfcbwinoet unb 
— -/^Zi iin sabto bftför an ble CteOe Uitt. SBorin. bejlebt benn 
aber mm bie fBerbetfenmg beS 9tecf« ? -~ Ueberbau)»t m£(bte ed bent 
Stecf. ungetiiein febie^ bthmmtn, toenn er einem Xnälpflen bei: 
erjien Orbnung, w\t 6aucb9/ anolpttfcbe J(un{}griffie betbringefi 
woKtt. ' Sie ber 2(uSbrtt(f f8r cotjr and betien für «uix ober co$z- 
t^tx iengx erboUen wirb/ b<3^t 6au4^9 aUerbing^r angegeben unb 
fogar attd|> für secx unti eosecxj wod nicbt eirnnai notbig gen>e^ 
wäre/ wei( ^rgfeicben Srandfermatianen aucb bem erfien '^(nfänger 
befonitt ftnb» S>ie ©^eibort sinx.dx ifi minbejletn^ üW^Xr 
afö bte t»om JRecf« oorgief^^agene dx.sihx^ weil ba$ 2>ifferen){al 
ber unabbangfgeti CeranberUdj^en betointlicl immer itUe^ gefegt 
wirb. 

S!Ba5 Siecr. über bie Ute SSorlefutig fagt, gibt wicber bie fpre* 
^enbflen Scweifc für feine Sgnoranij; benn ßaucbp möfte ein 
eben fo unwiffenber Tfnafpjt fein, wie Sfecfv wenn er jcbe atgebraifcbe 
Junction in reelle §actoren bcS » e r jl e n « unb abritten« ©ros 
be^ jerlegen wollte/ wie JJfecf. anful)rt, weil, wie jieber ^Cnfanger 
weig, bie imägindren SGBurjelrt immer paarweife in ben (Situ 
(jungen t)orfommen._ SQSenn aber Sfecf. behauptet/ ber gebrfai^l' 
Qdtt 154 fei mebr eine :^@rfldrung« fo gibt er baburcb beut« 
lieb jw erfenntn, ba^ er nicbt weiß, wa§ man unter einem ftebt« 
fafee t)erPebt. > . . . 

SXn Vh übrigen Einwürfe/ weld^e 9{ecf. fiber benfol^nben ^^eit 
beS iti Siebe #e|^enbenSBer!e$ mad^^t, eben fo ungegrunbet unbtbeitS 
iiefeUp^ :{tnb, wie bie bereits wiberlegten, fo wollen wir eS bin^ 
{t(bt(i^ ber fl^eciellen Slacbweifung ibrer ;Kbfurbit^t ber^urie wegen 
^abei bi^enben laffen. ttnbinur im TCUgemeinen bemerfen/ bap alle; 
nocb folgenben Sdbel beS 9tecf. entweber feiner Unwiflenbeit ober 
ttnwabi^b^'t iugefd^rieben werben muffen/ fo wie bie ganje SIecenfton 
ein Sbm^ü einer muoerieibltcben $recbbeit unb einer großen Unwif^; 
fenbeit ifi/ wpt>on bie erfie wabrfd|)einlicb ibten ®runb bar in \)at, 
baß 9& gtecf. ungeadjitet.ber lei^tern burcb ber fiBi{fenfd[)aft frembar» 
ttge . «^äi^mittel bennoiii^ gelungen ifi, ftd^ in feiner ®p\)än unter 
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« 

f^maAi^it fbübmi iU geben / unb |Hne Umgebung bucdS^ inbaM» 
tecreö ©etvaftb ii< töufd^n; binn mx boö 8)ai(bnnemcnt M Ste^t 
m<bt ndber )»rüft, )>rufien mQ obev ptSiftniwm, ber f^ßile glauben, 
bcr äSonn botte bei aUev feitter Unwiffenbiit 9{e<jbl«. , 

e^ f^tnt J^ptixotä M Kecf. geinefta |u {efoi namentlub 
ben Ueberjk^er in ein fcblecbted Siebt itt ft^Om, mÜ er fortiMbrenb 
niif wn SrntcBfeblefn, Organjungcn utib {Bc(befTer(uigen f)>n(bt. 
Die Yvefentli^^en ^Dtutffebl^r finb aber onflegebeu u^b bte tdcbt am 
gegebenen faQen aucb ^em ungeübte^n Unfäaen in bie ^iten, woiu 
namentticb bie t^pm 9iecf. angefiibvten geboren. fiBa6 abcc bie 9pm 
Kecf. envabnten ergän}ungen unb Serbeffentngen (?) anlangt f fc^ 
btebe idf f4M)n eben oudbrutflicb bemerft^ baf icb tnicb fcbämen 
)»üxU, vitm t(b bad Saucbpfcbe SSerlimit foi<b^n Siifl^eit or^« 
gemattet b^e. — . SBon ter @ t u r m ftben iBeflinKmung^metbo^ 
ber reellen SBur^eln b«r @Hietfbungenf I9el4>e t4», . mie icb gmü 
loeifi/ eber gefannt babe, n)te 9?ecf., b^be icb abft(btU(b ni<bt ntebrj 
a\i bad SQ^fentlicbfle/ ben ^auptiebrfa^ unb be{Ten S3en>ei$ binjuges 
f&gt, totil t^tiü bte babei erfprberltcben ipperationen mebr in bte ei^ 
gentltdtK Algebra geboren unb ti)ti% n)etl biefe fDletbobe ttt ber %u§; 
«bung fajl benfclben ©cbwiertgf^iten unterliegt, wie bie Sangrans 
gefcbe ttCuflofungSmetbobe ber @(etcbungen. SIecf. b^t alfb aucb 
bier »ieber ein fcbiefeS Urtbei( gefdUt. Sa, wenn c^ ft.<b ber 3Rul)e 
Ipbute unb bier ntd^t ju n>ett iüi)xtz, fo Ite^e ft^ leicbt ietgen, ba§ 
iebe SBemerfut^g be3 Stecf./ welcbe er au$ ftcb felbfl gefcbdpft, ent^ 
Weber uttftnnigeo, ober ntcbt^fagenbeg Statfonnement tfi. SQSer aber 
eine gebtegene unb gebaltt)oUe 9{ecenfton ))on ßaucbp'S £)iferenits 
(ilrec^nung fucbt, ber finbet fie in ben JBerliner 3abrbil(bern füx 
wiflenfcbaftttcbe Ärttif t)om Sabre 1B27 9lro. 15» — 158, unb um 
bie 92icbtigfeit bed Urtbeited unferd 9?ecf. fiber bad in Siebe ^ebenbe 
Sßer! unabbcfngtg t)on unferet Meinung barjutbun, n>oIlen toir nur 
einige JSorte au§ ber eben em>abnten Stecenfton eined ber aulge^ 
jeicbnetjten beutfcben 5CnfaIpfleh, beSJ^rrn- fJtofepr^ 2)trffen tn 
SB^rlin, berfefeen: »3>eif SStrfajfer fcbreitet nun jur @rmttte(ung ber 
JRcgetn für ba« ©ifferenjtren einer Function t)on einer per^nberticbeu 
©rdge; nicbt ermäbenb, fletS auf bie JBebingungen anfmerffiim ju 
tttacben, unter benen bie erbaltenen JRefultate nur ibre (Süttigfcit 
baben. Sflic|)t, wie foidbeS fo oft ju gefcbeben j>jlegt, unterwirft er 
bie imaginären StuKtionen berfetben fDpmitkn, fonbem Mt ^^^ 
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bcfonbem ^Defutiton. Unf btefe SBeife ftett mit bem Rarfien S3enm0ts 
fein unb ber größten ©ic^er^eit t)on9art& fc^reitenb; burfte ber SSer« 
fi^ffer ^iev ein ber 9Ia4)al^mung ntd^t unwertbed S3etfpie( gegeben 
^aben. Um bte Umftdi^ unb bte burdS^greifenbe fBeJ^anblungdtoetfe 
be§ S3erfdf{er§ naber )u bejelc^nen/ mag bier bte 97ege( fotgen, n)el(be 
in ber 6ten SBorlefung für bie IBejlimmurg ber 9)ta]rima unb SRinis 

ma gegeben wirb (ftebe oben)« ' 

^& nmf eingeräumt n)erben, ba§ be)r SSerfaffer ^6) burcbgam 
gig %oxmtn unb 7(uffaffung§n>eifen bebient/ bie ft(b# mmdge ber 
^t burcbbringenben IBefiimmtbeit; t>on bem gebanfentofen Seicbem 
fpiele unb ben mecl^anifiben IBerrid[^tungen/ xotld^t man n)ol^I bin unb 
Yoieber al8 $Ba{t6 ber tKnalpftd beseic^net ftnbet/ auf bad SSortl^eit 

baftefie unterfcbeiben. « »@in Ttnl^ang bitbet ben fi3ef(l^(u0 

biefed/ in ^initcbt be§ @treben$ na6^ TtQgemetn^eit eben fo fe^ir, 
M bed nacb @runbltcbfeit ou^gejeicbneten, fel^r gel^attreidl^en, bem 
gegentoärtigen äuftanbe ber matl^ematifc|^en Sßiffenfc^aften befonberS 
ongemeffenen Sßerfe^.« 
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HbUttanQ einiger Formeln' bec ana(i)ttf4)eit (Seometrie. 



^^e »fr bt^ geometrtfd^n ^ntvenbun^ett ber Snftmtefimalrecbnuns 
mortem ^ totrb e^ }toe(frnafitg fein, etnige t>Drlättftge iBegriffe utib 
Sormeln au^ufteUen. £itef(d fott bal^er ber ©egenfianb fettt/ womit 
m un$ }unä(^jl befc^'frigen tooUen. 

•SStr merben bie Sage eine^ fhinfted im fRaumt Qtto&f)nlxdf toer^ 
tmtteljt breier getabltniger Goorbinatenar^ y^ z in S3e)t>l(^un9 
auf bi( ktiTijxn ber or^ bery unb ber z, toetd^ burcbbenXnfang^? 
puntt ber ^oorbtnaten gelten unb bur4^ bie gegenftitigen S>wc^ 
fciimtte b^rbfei (Soorbinatenebenen ber yz^ ber zx unb ber 
xy oebilbet werben/ beflimmen. . 2)tefe Soerbinottn {uib r e d^ t^ 
loinfUg/ menn bie bret Ttren auf etnanber fenfreil^t ftnb. (Sine 
burc^ einen beliebigen ^unft bed fRaame^ ^egogene unb nocb beibett 
Seiten unbeftimmt t)er(ängerte gerabe £ime woUeti wir eine ^Cre 
nennen; unb fagen, baf eine fol^e 3(re in gwei, an ben betracbtetett 
9untt flo^enbe ^albaren, xo$^on jebe 4U nac^ einer Slicbtong 
unbejlimmt verlängert angefeben wirb , oetbeilt wirb« 3ebe biefer 
I'eiben J^otbaren w olfo immer tim beffimmte Kid^tung« SStttadf* 
ttt man g* SB» bie brei 3(ren ber x^ y nnb z, fb wirb iebe berftfi 
ben im Xnfan9^)>unfte in jtbei ^alba;een ^etbeilt/ xoo^m mtf ber 
einen bie )>ofttt9en unb auf ber anbetn bte negativen (Soorbinaten 
genommen werben* ^ 

^ternadt^ ifi einleud^tenb/ bafi jwei %x^n Dber jwei gerabe Si^ 
nieti; tojAöit fo ^e^ogen jtnb/ ba$ fie ft(b fcbneiben, immer jwei 
ffiinfel,, einen foifeen unb tinen ^umpftn, mit einanber bttben, wenn 
man nur äBinfel von bo^flend 180« in SStttoO^t ^iebt, wa'brenb 
itoei SRicbtungen ober pei ^Ibaren, welche m emen gegebenen 
fünft jrenjen, nur einen aBiufel mit einanber bilben, welker 
ba(b fpxii linb balb fhtmbf ifl. äßenn ix6ti Stid^tungen ober jwei 
^IhCLxtn von jwei verfqtebenen Ruften bed Kaumei ausgeben/ fo 
werben fte a(d benfelben äSinfel mit einanber bilbenb aitgefeben, wel:: 
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d^n )toet oon etnem unb bemfelben ^^(te ju t^nen )>arallel ge)Os 
jaene unb nad^ bemfelben @tnne verldnaerte ^aUmren mit etnanbcr 
mlben. S)er SBtnfel, n>etcl()en itpet Stuptungen xsAX etnanber bUben, 
ifl baber immer "0$%%% be^inimt imtf bafTllb^ gilt joon ben 9Btn!eln, 
loeld^e eine be{Kmmte 9^id^tung mi ben ^alhmn ber )>o{ttit>en So^ 
orbinaten bi(bet.- 

S)enfen n)ir und nun, bap burd|) einen n)iUfübtlid|) im ^a\xm 
ttnpmmenen $\mft (0) }YOei ^alhmtii)Ät 0£. gebogen feien 
unb baf ein \xm biefen ^unft (O) beweglidjer ^albmeffer »on 
einer unbeftimmten Sänge in ber Sbene biefer beiben ^atbajren eine 
brebenbe IBen)egung aximxtmt, ioermSge welcher er ben'SS$inFeI AOB 
befi^reibt, xotxm er üon ber 8age 0-4 ju ber Sage OB übergebt. 
gerner »ollen wir önnebmen, bag burcb ben ^unft (O) txnt britte, 
auperl()alb ber @bene AOR liegenbe S^oihoxt g^ipgen fe^ iSxa ^u 
obad&ter , beffen güße fo auf ber (Sbene jleben , ba^ er ficb gegen 
bie leiste ^atbare fluW/ ßebt ben be)pegU4)en {Rabiuä »ofl feiner 
JRedJ^ten gegen bie Einre, ober b'on' feiner' Äinfen gegen btc SJcdbte 
Doröbergeben , weld|)e§ wir boburdS) au§brudfen woUcn, baß wir fo^ 
gen: bte brebenbe SBewegung finbe t)on ber JRed()ten ges 

ten bie Sinfe ober toon ber &in!en gegen bie 9fedi^te 
att *) Sur im auf ber anbern @eite ber Sbene JOB Üe^nbe, 
burd^ bein 9>unft O gezogene £)alba)re würbe bie^lbe 9?0t^iotYlbewes 
gung of^estbar na4^ entgegengefe^em ®inne flattfinben. 

S3etrad&ten wir nun einen toeifeitigen för^>eriid(>ett ®infet/ bef 
^ ^nten bie brei an ben fhmrt (O) ji»f[enben ^^jß^vtn OA, 
QB^ QC ftttb/ unb benfen wo: unt, ba^ eittr bit#d(i ben ^unft. (O) 
gezogener bewegtidl^r ^Ibmeffer i»on einer Unbeftimmten 8ange ben 
ttoi^ng bed fon^ertid^n SBtn!el§. burdblaoft/ 'f^ bag er ^ecepe 
<ttif b«n brei iWdS)en yiO£, jBOC^ CO^ (t^gt; f) fjf feine «ota. 
ti)ott6bewegung auf ieber biefer ^Idc^n eine Kot^i<>n§kwegun^ t)on 
ber Siedeten gegen bie 8inf e / ober t^on ber fiinfen gegen bie äf ecbte 
um bie oußeirbalb biefeu %\wiit liegenbe ^nte. Serner jlebt man 
hvä^ m, bdf Wt.brei Bewegungen auf bett brei gldd^en to^n ei« 
uerfei %xt ftnb^ SBii: woüeit j. SS. annehmen, ba# ^6) bte brei irt 
^^ebe fie|ieoben^^«lba^en auf bee^l^baren ber ]pofitit>en 6Dorb!na$ 
ten rebttdrw yxrü mft ben Sfid^täwgen OX, OT, OZ jUfammenfat 
Umk fBenu biefe ^aUbaren bde Säge b^beU/ we(d{^. tarn gei^^nlt4|[ 
annimmt/ f$ finben .bte bcei^^atatil>n$&ewegtmgd^ um' l^iefe brei 
^bi^cen wa ber Steckten rgegen bie 8in!e ftatt, wenn bet beweg- 
(tdl^e ^bmefterv inbem er ben Umf4ng be§ f6'rf)e^4d^en SSinfeB 
burcblduft, fuccefftt)e üon ber Sage OX ju ber Eoge OT w^^ wn 
biefer m bei: &»ge OZ übergel^ Sßemt bie S^Äh<ktt ber i^offtiüen 
r auf per: aiibem ®t\Xt ber @bene ber äj^ läge, fo wörbe bie SJötÄ- 
üon^eweg«»g 1(011 btr Siedirtm gegen bte ^nfe ftolt finben , wenn 
ber beweglid^e Stoiwtd futceiffioe bie brei tagen t - 






geiv, HJeCÜge «ne, um einen gegebenen f)unft M bre^enbe (tom ^'^^^'' 
niiii fttnn, Wd^t^nterfl:!)«!^ fa^n;>Jt Xmp«rc'h^^ de 

llf^Qiwfei djoMiiiipe angODonbt >...•>;« ! 



y 



cm&^mtf um cübam btteet wn'iA ta^ OT ^t^ef 8ftge OX 

lim bte biiben 7Mm btt SSemaana genau untet^tben ^ 
formen/ toeld^e ein I>en)eg(tcl(^er ^albme^er anni^l^nten tarm, ber 
t^nxd) ben* Xitfana$))UnR gebt unb jbccefllt^e Die brei %lii^tw beS 
!6n>e«t(^^en SBinfe« OXV^ burcblöuft; wollett wtr^fagen, trff 
btefir %an>egltcbe ,|>albmeffer m )eber ber Sborbtndtenebenen eine bu 
rette (te^tlau fige) SfotctfiorfJbeweguttg b^be, twntt et fucceflitoe 
t)on ber ?age OX ju ber Äage OT unb t>on biefer ju ber t^ge OZ 
ubergel^t ©agegen »erben »ir im etttg^gengefefeten gisfUe figefi, 
bo^ bfefier ^Ibmeffer eine retrograbe (rtictläufige) f|3ew^gung 
i^abe. iBenn man alfo bie gen^b^t^e* ^age ber i^lbmn ttx^t^ 
ftttoen €oorbinat€n amimmt, fo ftnben bie bfreeten Stdt^fittottSben^ea 
gungen um biefe ^albaren »on ber .Sfecbten gegen bie ginfe uiÄ 
bie retrograben t>on betSinfen gegen'bte Sitzte 'ftatt. 

€t;uL^ jpon einem.atö fejl betiad^tetfn ^vmtU (A)^ xm6) einem 
aß Beweglich angenommenen fünfte (JS) gejogehe'gerabc ßinij AB 
n)trb im Mgememen mit bem 3lamtn 9?.abit(gt>ector betetdi^net. 
Slcnnen wir biefen 9fttbiuSDectih: Ä, * * 

bie Goorbtnoten beS DunfteS (A), 



* 1 



a, Dj e ^ 

bie Suiüetf . voeUb« bte Hidbtung AB. mit ben.J^^fffpifcn ber, p9^ 
Den ßoorbinaten oilbet; fo jinb 

bie SBSinfel, rodäft berfelbe Stabiu^üector mit ben ^olbajcen ber ne? 
g(rtit>en ßoorbinaten bilbet gerner ijl bie Ortl^oaonalprdieca 
tion beä.Äabiugöextor« ^uf bie %U b^ x na^ mem befanWett 
Äcbrfafee ber Trigonometrie bem ^robuxte <|uS bicfem 3Wt)iuJJ?ector 
unb bem gojinu^ beS ft)i|en 2BlrtfeB gleich; »el^^en »erfetbe mit 
ber, in einem geipiffen @mne verlängerten JCice ber x bilbet 3)iefe 
^riHiection Ypirb foI<g(icl[); u>enn ber SBtnfel a fpi^ ift; t^iirdS^ bcA 
t)robuct: | 

jR CO« a 

oudgcbrudi imb bur<^ b^i^ 9)r{)bMct: .. . 

ß CO* (ä — a) == — ß CÖ5 Qy * 

wenn feer -SBtnfel a fhimi)f ijl, b- l[>, V^ äobknwerti ^^ iil betbert 
goCeit *tm beS ^robucte« : 

jB eos a 

gteicl^. Ueberbte^ tji^emleu^lettb^ I) b«$» t»er )hseiatrte 97 dbiudmtor; 
tpenn man il&m bie ^rojection be§ ^unfteä, ^ ^um 2nfAngä)j.unfte 
«btV ita* *em ©irtni^ tet pofititi^ iyber ber nejotben öc -geKidfetet 
^ •» m^m ^06 ^ma a -f^ii«. »ber jhmn^f ifl; itfrb -8) ba|f >it^ 



) ,*>•» 



♦ / 



V. 



9robuct R cos a im erftenvffalli'^pflth^ unb im jweiten negott« 
i^« So(slic^.{fl!.ba$t9ri>&u(t l^jcosa htx mit btm Seifigen -f:. ober 
— genommenen ?)rojection beS JRabiuSioector^ JB auf bie^ %tt bet x 
glet^, iena^^bem bt^fe ^roiection nad^ bem @tnne ber )H>fttiDen 
ober ber ne^atiDen o: gerichtet tfl« 

Sben fo {ti|b bie ^rebucte R cos b; R cos c reft). ben S>u 
t^o^onal^roiectionen be^ SlabtuöiMctoY^ R auf bie ^Tjren bar y iinb z 
gletd^ / tnbem fie balb mit bem Setzen + unb ba(b' mit bem itu 
d)tn — genommen werben/ jenac^bem jebe biefer ^roiectionen nac^ 
bem @inne ber pofttiiDen ober nz^atmn Soorbtnaten gerii^tet i{l. 

^ie brei mtt bem eben angefäbrten ^eid^m genommenen £)ts 
tli^ogona())rojectionen be$ 9?abtu^t)ector$ wollen wir in 3u!unft feine 
algebraif<(>en ^rojectionen auf bie Tixm ber x, ber ^. unb 
ber z nfennen. @ie finb m^ beot SSorf^gel^enben ben bret 9)to? 
bucten \ 

R cos a^ R cos b, R cos c 

gtet^w ^mtt uberjeugt man fftij^ (eid^t, baf f[e ben. bret Siffe^ 
renjtnt 

oUid^ jinb, wenn bie (5oorb|natenaren tiuf einanber fenfreci()t jinb. 
Iwan l&at folglidS> aKbann: 

(1) X — XQ = Rcosay y — .yQ = Rcosbj z — Zq = Rcosc. 

©a mbli^ ber ^9fabiuSt)ectof unb feine brei 3DrtlS^p]joTtal}>.roiec5 

' tionen ref^. bie S)iagona(e unb bi^ Tanten eines rec^twtnfßgen fa^ 

. raflele»i)>ebumS bilben , (o ift baS Siuabrat beS StabiuStoectorS ber 

©uttrnie ber Äuobfeite feiner brei ?)roiecttojTen ^itii), unb man i)(^t 

folglid^ in ber gemad&ten SSorauSfeifeung : 

ober: ^-"' 
' ^u« ben,(5lei4(ungen, (1) folgt nun: 

f.. X Xq ■ ■ JT -~~ Xq 

COS Ot ■■ "i *"* '••• _ • Z^ZZ- ' . ■ ■ ■ - - I - 1 1 ■ ■ 1 1 . 



Ä • -[(x--xo)»+(»--yb)'»+(2--2o)*]'''' 
(♦) / co«6=lrJ!<>=__ V y^zMi ^ 

unb folglt4>: 
(5) . c9»«o-f-c<w»64-c<w'cÄl. 

i©if ©letc^ungen (4) piA. jiur «efliramung ber SBtnW o,6,c, 
w<l^, ber »Ott bem ^Junfte. (««, «o, *o) tt<M^ bem ?)imtte (ar, y, *) 



— « — 

Mjogcne 97attu$oector mit ^n .SboJbmn btt po^vm Goorbinoten 
biibet, ^\xiHiöftnt>. @ie föntkn Ivix^ btt (ine Sormel : 

cosa coso cose 

crfcfet »erben. 

2)ie f^orme( (5)' bt>tt(ft bce Delation iotd/ tocM^e immer ittftfdi^en 
ben bret äBtnfetti flattftnbet^ bie eine, nac^ einem beliebigen ^ixmt 
t)erlarwerte ®erabe mit ben ^alhm^i ber pojit{t)en Soorbinaten bilbet 

Sir »oUen nun (xam\)mtn , baf ber $unft (jto^ 2fo^ 2o) ^tr 
TCnfangSpunft ber ßoorbinaten fetbjl wirb. SBenn man ben bon bic: 
fem 7f nfangSpunfte nac^ bem ^\xx^\t (.r, w, 2) gezogenen SfabiuSwc» 
tor mit r unb bie SBinfel, »eldj^e berfelbe mit Den ^albaren bet 
pojitiioen goorbmaten bilbet, burdf) a^^^^y bej^id^net; fo erljjalt mm, 
fiir bie gormein (1), (2), (4) bie folgenben: 

(7) x^=^rco9a^ y = r€0«/J, 2 = rco^y, . ^ 

(8) . r = [ar^+y«+z«]Vs 

(9) co$a — ~, cos ß='ys cos y— jr^ 

unb ed ftnbet auä) jn^ifc^en ben S infein a> ß, y bie Stetatioit; 

(!•) cos^a + cos^ß + CQS^y=l 

ttott 

Kenn ber ?)un!t (A) in ber gbene ber xy liegt, fo t{l z=:=«, 
unb bie ®leidl)ungen (8) unb (9) \oem>anbeln jidj in : 

(11). r = [z« + jT^ 

(12) co5a= — , cos jj = -^, CO« 7 = 0. 

£a ffdSi ferner atöbann bie gormel (10) auf: 

(IS) . . co««a + cö**/* = l 

rebucirt , fo folgt barauS : 

(14), coÄi3= + V^(l — co**a) =; + «äi«f. .... 

SBir n>oaen un$ nun in berfelben SSoraudfe^ung einen beweglls 
(^en 9?ab(uöt)ector benfen, n>eld^er t>on ber 8age:0X> n>^ et mit 
ber ^alba)re ber pofltit^en x jufammenfäQt, ^^ um ben Tt^an^Spunft 
in ber @bene ber a:y mit einer birecten 9{otationSben>egung %xt\flXi unb 
naivem er hm biefen XnfangSpunft meistere Umbrel^üngen gemöd^ 
Ijfot/ in bte 8age O^Jommt. SGBenn man ben SBinW^ ibe&^^rt et 
be fd^iebett^ ^at /^ unb Weld^er grofer al6 »OO« jein-färm, p nenn», 
fo finb r unb 11 bie fögenannten ^blarcborbtnaten bM'f>unfM 
\ä). 9htn fte|)t man aber leidet ein, bafi allgemein: 

(15) x^=rcosp, y = rsinp$ 

unb folglid^: 



(16) , cosp = -p-f nnp = f- 

ifl. 

SSetgletd^t man btefe U^tcn ®Iei(^ungen mit ben ®Iet4>ungen 

(12), fo «0tbt ft(<> : 
(IT) C0»p=ttcota, gittp=seo$ß. 

'J^ierauS folgt x&äsii, bä^ bie SBmFe( a unb /3 notl^n)enbt^ bem 
SBinW p unb feinem Supplemente gleidf) finb ; benn bie S5Jtu!ct a 
unb /J muffen immer fteiner at§ 180^ bleiben, »dl^renb ber SBinfcl 
» über jebe ©ren^e l^inouS »dd^fen fanrt. SKan muß fogar bemer* 
reU/ baß einem emjigen fünfte {Ä) unenblidf) üiele SBcrt^c t)onp 
ientfpre^en, weld&e um JBielfac^^e ber 3aW 2ä = 360<> »on ' cinanber 
Derfi^icben jinb. (Snblidf) !artrt man oudf) anne]()men, bafi ber bewege 
lid^e 9{abiu§ioector ben SBinfel p mit einer retrogrät^en S3en>eaung 
bef^rieben l^abe, um t>on ber Soge OX gu ber Sage O^ aber jugä^Kn/ 
unb man fann folglid^ biefem SBtnfel einen neaatitoen 2Bertl() beile.- 
gen, tt)alS)renb bie SBinfel a ünb /3 nadf) ber Äina]()me notl^wenbig 
pofttit>e , jn>if(i(^en ben ©renjen o unb ä liegenbe ©roßen* finb. 

SBir wollen nun einige JCüfg^l^^n in ber J£une burd^gel[)cn, »et 
dj^e fid[) leidS)t t)ermitteljl beS SJor^ergel^enben aufiöfen lojfen. 

*5tufgabe 1. 2>ie ©teid^ungen ber geraben ßinie 
)U ftnben, tt)H^^ burd) ben^^unft (otoj. jTo^ ^o) ije^t 
unb, nad(> einem gen>iffen @tnne tjerlangert, mjt 
^en^atbaren ber pofittioen Soorbtnaten bte SBtm 
T e ( a, 6, c b i l b e t. 

TCuflöfung. ®ie gefud()ten ®Ieid)ungen pnb in einer gor^ 
mel entl()alten, weld^e fid(> au§ ben ©Ieicl[>ungen (1) ergibt, namlti^: 

(18) ' :• y.-^p^iL!;|i.:^L=io, 

^ ^ COÄO COÄO CÖÄC 

©iefe Sormel brücft auS, baß bie algebratfd^eri ^roftcs 
ttonen etne§ auf ber giefuilS^ten ©eraben genommenen 
8iabiu8t>ector§ refp. ben ßofinu^ berSBinfejt pi;opor5 
ttonal finb, xotXi^t btefer 9?abiuSt>ector mit ben ^alb:: 
ayen ber }>Dfitit)en ßborbtnaten ,btlb€t. @ie gibt bte-brei 
^leiiji^ungen: 

' ** • tmh "^ tos c^ cos c cösa ^ cosa cosb ^ 

«9.f(i^ iu ben ^roiectionen ber gefu^^ten ©eraben auf bie breiC^o)^ 
binotrnfbenqt oel^^en unb tt)ot>on bie legte eine Folgerung m^ tm 

JMiben 'fH^^ ^E' ®^ f^^^ ^^^ ^^^^^ Se^rfage ber %na\i^^M (f.a^ 
Mi«< »wl^f. 9tete U,«eW<J«14-) bte gormet: 






immer bte folgenbe: 
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-• f -- 

na4) ^x4) ißlft, fo ttpht ftd^ ou» bcr gernel (18) tdtb ber eikk 
(^uns (5): 

(^) ^-^9 — y- 90 — ^-^0 

cosa^ cosb cosc 

= ± [(ar, --'3:0)» + (» - yo)* + {z- ZoYV''^ 

3m gtoeiten ä;]^eite biefer legten (Sfeic^ung muß itiÄrt M 3etV 
d)en 4" nel^tneit, wenn, wie üotauSgefe^t »ttb, bet SRat)iu§X)c<tdt, 
melcfeer mit ben Xiren bic SJinfd a, h^ t bifbrf/ t)on bem ^urtfte' 
(^o>yo>z^ jegen ben ?)ünft {x^ y, 2) geridj^tet ijl; »dl olSbanit 



jeber ber 25md()e: 



x — x^ ^ — yo 2--Z0 
co*a * cosh ^ cosc 



eint '}jdffttt)e ®ro'f e tff. dagegen mü^ man baS ^i6)m — nel^^s 
men, Wert« bet SfabtuStrector 0IS t>on bem ^nfte (.r^ y, z) iwd^' 
bem ?)unfte (a:o,yo,zo) gel^enb angeben nrfrt. Sm eriten gdle, 
»0 man ba§ Seichen Hh nimmt ^ fällt ofenbar bte ^onnel (20) mit 
ber ©leidf^ung (6) jufammen. . 

Sufafe. SBenn ber $unft (xo^yö^zo) ber IChtfengSüunft ber 
Soorbinaten tfl^ fo rebuciren ffd^ bie ^rmeln (18) unb (10) <tttf: 



(21) 



a? _ y ^ g 



y — g" 2 



f — * 1:.« _ / 



^ 



co^/} . cosy cosy cosa cosa cosß 

SSeim mm ferner y = s-ebee eos f =sm> fe^tf ^ fb 1% bie 
gefu((^te ©erabe in ber Sbene ber xy unb bie JlgSeki^^rr (9B) gdbcsis 

(2S) z=^d\y^=- — —x = xtahgp±:i + xtanga. 

tKufgabe 2. £)en SBinfel ju finl^eif^: xütl^tn sn)€^i itii 
ber @bene ber xy t)om 2tnfan9[6|)unfte refp. nad^ ben 
?lunften (^o, yoJ, (^^ y) $eiojette Stabienioectorert wtit 
einanber bUbtnr fi)»ie bte g^ldid^e >tf ^»^fd^en b^i^et 
ben liegenben 2)reiecfe§. * . . 

«uflöfung. '@§ 1feier(^^ (B) bte beiben betrachteten- ^nfte 
unb (O) ber 2tnfang|i|)un!t ber (Sowbinaten. Xufierbem feien p^, 
To bie ^olarcoorbin<s6n be* fWnfteS (-^^ urtb^p, r bie be^ ^nf- 
te^ (B). 35urd^ «^ iinb a wollen wir bie SSSirtfel bejeic^nenv Wet 
d^e bie 9Iabienöectoreti-€fci^ ÖiB ««t ber ^«Ibtore ber iofitiüen x 
bilben unb burd^ ßo'^ ß ^'^^ SSSinfef; we(d()e fie mit ber ^albare ber 
y(rftJt>m y Mibem Q^bSM^' walten ift^r be». t>mi' ben beibenStcA^i 
üectoren gebilbeten SBinf el AOB = d' fefeen- ©n beweglidM 8te' 



^. 9 -. 

btu8t>ector/ n)elcl|)er btefen SStnfel^ ber nol^wenbig Hettier tfl^^ oIS 
180^, bcfc^reibt, inbcm er t)on bcr göge O:^ ju ber gage OB öber^ 
it1)t, 1)at notl)xombi^ in bet ebene ber xy eine bejltmmte birecte 
ober retrogrobe fRotütton&bttotgans^ S)enFen wir un§ mnt/ baß ber 
bewe9lid)e JRabiuSüector, elj)e er in bie gage O^ f ommt, inbertt'er t>ott 
ber Sage OXau§gel^t/ t)erm5ge einer birecten 9?otation$ben)egung einen 
beliebigen 3Bin!e( befc^rieben l^abe, tozid)tt größer fein tann^ M bie 
©umme t)on i^ier redeten SKinfeln ; fo ijl biefer SBinfel einer t)on 
ben 9Bertl()en/ mld^e man ber ^^olarcoorbinate p^ beilegen fonn. 
Serner/ jn>ennL ber. 9?abiu§ioector / inbem er t>on ber iagt OA )tt ber 
Sa^e OB ubitxati)t , feine ^Bewegung In bemfeiben @inne fortfe^ ; 
fo ijl ber 2Binm Po + *^ xotX^tn er befdS)rieben \oX, wenn er itt 
bie Sage OB ^efommen i{l/ einer wn ben SSertben/ weld^ man. 
ber ^olarcoorbmate p beilegen !ann. üßan \ioX al{b in btefer SBotjif 
ou^fefeung: 

(24) P=Po + «. 

^zxca bagegen. ber 97abiu§))ector tvat retrograbe ^tcot^% am 
nel^men muß , um t>on ber Sage OA in bie Sage OJB )u rommenr 
fo ijl einer ber SBert^ie t)on jp offenbar: 

(25) ^=^0-*, 
unb man fann fblglidSf fegen: 

(M) l^~Po = ±*5 ' ' 

wo ba§ 3eid)en + ober — jjenommen werben muß , iinadjubem bie 
9?otation§bewegung be§ 9{abut§t)ector6 , inbem er t>on ber Sage OA 
Au ber Sage OB übergebt, unb ben SBinfel OAB befdS)reibt, eine 
Birecte ober retrograbe ift. :9htn folgt aber au$ ber Formel (26): 

(27) cos S = cos (p —po) = cos po cosp + ^n p^ sinp, 

(28) + sin d^=sin(p —po) = cospo sin p — cosp sinpo^ 

unb ba öberbteS toermoge.ber gormein (17) . 

rw\ J^^* P =^cos a^ sin p =cosß, 

}cospQ^=:cosao, sinpo = cosßo 

ift, fo erl^dlt man enbltd^ : 

(30) cosd^^cosaQCOSa-^-cosßoCOsß, 

(tl) +sinS=cosaocosß — coscicasßo* 

aSenn man für bie Sormeln (29) bie folgenben: 

11* w 

co«p = --, «mp = ^, 
r r 

ca«Po=--^, ««Po — i^ 

fubftituirte, fo ^erwanbefteh ^ bie ©leic^gett (S<0 unb (ßl) 
reft). irr: .* . .•*:>> 
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3ur SBcifHmmung beS SBtnKB *, \»eld&cr immer al9 j^offtit^ 
unb Keiner ali tc anaefel()en wirb, braucht man {tc^ olfo hmr- ber 
gormel (80) ober (88) ju bebienen. SBa« bie ^la^e be8 ' jtpifc^en 
ben beiben STabtenbectoren Tq, r Itegeriben J^reierfeS betrifft , fo iff 
ffe nac^ einem befannten 8el)rfa^e ber' Sgrigonometrie ber ^dlfle be* 
f>robucfe8:. 

(35) rorrf»*= + (aroy — arjfp) i 

0leidS^. 68 tfl tool()l )U bemerfen, ba$ bte Eiferen} Xof^kif^ 
m {wetten 3;i^eile ber ®lei((^una (35) baffelbe Seichen l^oDen muß/ 
a(§ ber SStnfel d *tD|i )Wtiten' Xpette btr ©(eid^una (Sir). ' Solalidb 
brucft: 

(86) ^ . . ' 'ij(a:pjf — arjfa) ! 

bte Slad^e be& 2)reie(f e8 ^OB, ober biefetbe ^6)i, mit entge^enge^ 
festem ^id^^en genommen / auS , \tmi(otm bie StotationSbewegmig 
etne8 beweglichen/ t>on ber Sage O^ ju beif ^age OB äbei:gel()enben 
9{abtu§t>ector8 eine b^ecte ober retrograbe tfl. 

3ufa^ 1. SSenn bie 'Stabtem^ectoren OAj OB Steile berfet 
ben ©eraben ftnb, fo f)<A man: 

($?) '' ' d=o ober d^^x unb w*n J=o. 

3rßbamt folgt aitS ben ©teic^ungen (28) , (31) unb (8i) : 

(88) \ tqngpz=tangp(^^ 

Die b0)n»elten Setc^m in ben %mnüa (30) unb (40) muffen 
jf(^ auf ba8 Skidj^en + rebuciren, xotm bie »abienöettfren :r^ , r 
nad!^ bemfelben ©inne geridf^tet pnb/ unb auf bad 3ei4>en — , xoma 
biefe Stabiemoectoren nac^ entgegehgefefetem Sinne gerichtet jinb. 

Sufafe 2. SBenn.bie Stabientjectoren OA, OB auf 'etflanb^ 
fettfrec^t jtnb^ fo IJKtt man: , 

(tt) Ä=-3-unbco*d=o. 

^bonn folgt aus ben %&tmün (2t), (30) unb (38) : 
(42) ^ l4-«öiis^p;^faii8rpi, = a, ) 

(48) ,cosa)^W$W*^wsßQCOS.ß^o, ' 

(44j? f arkJP+jfoJfaso. ' ! ^ 
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£)tefe brei legten 9Uiäßn%m Kmm ltid)t in einonbcr umge? 
»anbelt werben. 

TCufgabe 3. £)en Stn!el )n)tfcl{)en )n)et^ loon bem 
TCnfangdpunfte nad^ ben int SRaume Ueaenben fünften 
(^0^ Vo^ ^o) w«t^ (^5 yvj«) gejogenen Scabienioectoren/ 
\ow'u bieSlo-d^t be$ in)tf(d|^en biefen ItegenbcnSirettcfeS 
ju'fittben. 

..-'3Cüfl5fung. @S feien (A) imb (fi^ wtebet bie beiben bctrodl^! 
ijiten t^nfte, roj r bie ^abienioectoren OA, OB unb d ber SStnfel^ 
midien {u mit einonbet bttben. Setnet feien a^^ ß^, y« unb % ^ 
y bie SBmfei/ weld^e btefe 97abtent)eaoten mit ben, naq bem @tnne 
bet po^mn Sootbinaten t>etlängetten ^olbaren bet x, bet y unb ber 
z bilben/ unb enblic^ woQen wit bie Sntfethmfg AB=R fe^en; 
fO: ip nadf beteitö abgeleiteten ^otmeln: 

* ■ ' ■ y ' '' t ■ ' 

(45) / ^ ^ ^ ^ 'i 

co«ao=— -, cM/Jo^f-» cosyo = —-} 

Tq Vq Tq 

m I "-' =^' +»' +- 

(47) /I2_(^_.';^,)a^(y^y,)»+(3j_2:j» 

= r'^ + ^o^ — 2(a:oar-|-yo» + 2o2i) 

+ co5y0C(wy). 

getnet ijl nad) einem befannten 8el()tfafee bet SEtigonpmetrit in 
bem ©teiecf e OAB, beffen ^ittn r, ^o urtb Ä ffeb : 

= CO« ao cd«^flr+eoy^o Po« ß + co^yo co« y» 

* « ■ 

©iefe le^te gotmet ijl jut äBelKmmung bc* jwifBf^en ben ®rcm 
o unb ^ lieoenb^n SSisMi 8 ^inreic^enb. ^u9-. b^fi»(bett'V8ibt 
feiert. ber ffiett^^ ttoit ./. ^j:.-. i 

tfub^iRdn finbet: , . : 

.^. . . J(3:o^4i^of4^o^)(^^+»^+»^>-(y(>W^<»^h^t^^ 

__[(yoz— ygo)^+(zo^— gJtro^g4-(jroy~arffo)g]'^ 

+(co«ao««/>-r.cf'«.P^*/'o)* / ^*> 




— 11 — 

man mn bdt 9i*etact ber8i(aibtein»ec(9ren rpimbr 
hmd) ben '&vxai ^et SStnfetft S^ f» erholt man: 

(60) rorrfaa;=[(3fo« — »«•)*-Kzoaf — x*o)« 

+(xo3f — arjfo)*]''», 
»oüon bte ^alfie, nimltd^: 

(51) ir.r^Ä« . 

itnau bie S(äcl()e be$ Siuitdt^ OAB ouSbrncft. 

3ufa| 1. äSenn bte 9{abient>^(<Wfen O^ OB S^e berfeb 
ben grroben Stnie ^b/ fo M man: : 

(57) Ä=o ober Ä=Ä imb ^*nÄ = o. 
Äßbann folgt auj ber gormel (49) j 

(54) yo2:— y2:o=0, 2oar— saro=0, OToy— xiyo=*j 

(58) co«/3o cosy — cosß cosyo =0, 

CO« yo CO« a -^ cos Y cos «o = 0» 
CO« ao CO« /5 — cos a cos /So = 



unb fblgUcI^: 



a: yj^« ,r 



(54) j:^=-i. = _ = +-L., 

»0 yo 2o "* ro 

.-g. co«a co«/J CO«)/ , - 

^ ^ costto cosßo cosyo ^ 

%&c baS ioppÜU Bei^Kn m ben Formeln (54) unb (55) inu$ 
baS 3(tc^ + genommen Serben, wenn bie 8Jabfent)ectoren ro, r 
nadS^ bonfelben @tnne Mti(i)Ut ftnbi tinb ba$ 3et(^eti — ^ wemt {«e 
nac^ entaegengefe^em ®inne deri(l(^tet fißb. 

3ufa^ 2. fSkm bie SXabieni^ctoren 0^» Of auf iimn^ 
fenlre^t fntb / fp l^at-man: 

(41) Ä=;-|-unb co«Ä=0 

unb au$ be? (Sleidj^ung (48) folgt: 

(66) Xoar+y6y + 2;o«=^^, 

ober wA baffeüie ifl: / 
(57) co«aoco«a + co«j}oco«/j+co«y9co«y=ft., 

ttn^efeliti ,mnn bif j^ebin^ung (5?) erfSUt tobb/ fo tfi beii 
Sßtn!el ef etniife^^ei^imb bjf^^t^^n^ectpren/ro^r jtnb auf ekisnbef 
fenfee^t. 

3ufaft S. 2)te ^ofec^fonen be«' ©reiedfeS OAB auf bie Soors 
binateMbenen finb refp. titxi ^Umt^n ber ®ti^tn : 



— II 



(58) 



2 ' " 






gletc^ (ftelS^e Aufgabe %) J^ctmd^. folgt nbtt attS bct 9otme((dl) 
offenbar^ baf bie ebet\e..Sl<icbe O^fi ber Cuabrattour^el 
au6 ber @umme ber£luabrate tbrer^rcLiecItoneti aleic^ 
fft , unb ba btefer Sebrfa^ für ben %läi)tnin^ait etne6 £)rere(fe^ be; 
totefen tfi / fo (aßt er ftc^ tetc|^t auf ben einer beltebigen ebenen %tid)t 
ouftbebnen. 

,3uf<i| 4. Siittct^Un t9ir nun ixoti ^albaren,. xoAd^t niä^t 
mt1)x t>on Dem 2Cnfang3punfte ber ^ Soorbinaten , fonbern pon (toei 
loerf^tebenen fünften bei Staumed au^gel^en unb mit ben, mii 
bem @inne ber (»ofttitoen 6i$orbtnaten i^ertängerten Zxm ber x^ y 
unb z toieber 9Btn!el bilben, xotUft burd^^ bitiovs6)ftaUnao, ßo^yo» 
«9 ^9 y bejeicbnet u)erben. Siefe beiben ^olboren bitben timn Siim 
te{ mit einanber/' xotlä)tx bem gletc|^ tjl/ welchen jwei, t)om 7(n: 
fang^punfte ber Soorbinaten auS nadl^ ' bemfelben @lnm p i^nen 
i)aranel ae^ogene ^atbaren mit einanber bilben. SSenn man olfo 
ben SBinrei ber beiben betrad^teten J^albaren mit d bejeic^net, (o 
Ijiat man wieber: 

(48) cos d = cos Äo cos a + cös ßo cos ß -|- cos yo cos y, unb 

(49) sinS^^KcosßoCOsy — cosßcosyo)^ 

+ (cos yo C05 a — co« a co« y©)* 
+ (cöÄ^.^o CO« ß — cosa cos /Jo)*]''* 

aSSenn fid^ ber SBinfet * auf 0« ober 180« rebucirt , fo werben 
bte beiben ^dbaxen ju einanber j^araUel unb man \^aii 



(45) 



cosa 

COSQio 



cofpo c05yo "" 



»ö ba^ 3^idS>cn 4- ober — gendmmen »erben tttuß , jenad^bem Me 
beiben .^albaren nac^ betitfelben ober nad) entgegengefel^tem ©inne 
•erläutert ftnb. ^m ber SßtnfH d ein redj^er wirb/ fo fann man 
bmd) eine ber ^albajren eine^ auf ber anbern fenfred^e (Sbene legen 
unb man finbet: 



(57) 



cos tto cos a + cos ßo cos ß + cos yo cos y = 0. 



3ufa^ 5. (Stufet man fic^ auf tte gormel (48), fo fann 
man bie re^twinfligen jSporbinqten ftH^ z ltid)t in anbere ^yc^t? 
winHigV Soorbinaten |, i?, t tjcriiodftbeln', weldf^e auf, ben, »icbcr 
burc^ ben 9)unft (O) gebenben 7t)cen gejabtt, unb naid^ bem @ififÄe ber 

i)ofitioen ßijorbinat^ij tjeylängert finb tinbyinit i?e^».'&Al6i^)ce^n b^ pos 
itioen a:^ yi z refp. oi'e SBmfet «o/^©^ yo; «^ Pi, n; «4^ /^j» 
y^ bJlbett. ®ettn eS jei' r wiieber Xitt t^rti «rtp*n^§^nfte iw^ bem 
fhihfte (% 3(, z) gejdjjehe »Äbiuöoectot, fo Tlifat tniii: ' 



r; 



m 



•j 



/ 1 



I. 



\' 






■» 



,^. 
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3>a ien((r>bt> jUfim^ .. ift^ S^inM > i9|Mi^ tum ^^fitt biefer 
9iabiuj^ector uitb otibeter (SettS^.bte SQoibatt ber ypjti^t^eii *| mit ben 
^albojren ber poptoen a*, y,,z hilUt, rcfp. burd?: * 

*.. dL — • 

r ' t ^ r ^ 

♦ • 

co^ao, cosßo, cosyg . : 

auSgebrurft werben; fo brfidt bte Summe ber 9>robucte^ meiere 
man tx\^tf xotnn raan biefe Soßnud ))aarYoeifc mit emanbcr tmtitt» 
pWoxti namlic^:' 



(60) 



X cos «0 + y cos 00+2 cos Vo 



?^ 



t)ermoge ber Sormel (4^) beti Gofinuä ^ be5 ® mfelä au^ , wichen 

bie^lbare ber i>o{ttbett | unb ber9{abtu§&ector r'mtt einanber biU 

t" ■ 

ben. S>a btefer (e^te doftnud md) imä) bai SSer^dltntfl -^ mi^is 
brucft merben lonn^ fo f)at man .notl()n)enbt9 : 

, — *• S^ ■. M i^,.^>, g,., . r ..i|.i S m ,» V •*« 

unb fbtgfic^: .. • : .. : , . , . .o 

IS = o: CO* nf« + ycosyßo -h? coä^oj »nb eben fo ftnbet man : 
17= ar cos «1»-}" y.Cö* /3i*+ z cos*^^ , 
g == X cöi ffj^ ^- y CO* ^2 ^'f jßoi'yj. 

Die ®Ieicl()un9en (61) finb jur äBeflimmung ber SBinfel J, «, f, 
ald Functionen r>m,x, VyXf unb lungefebrt/ binreicf^eitb. 3ftan rann 
barin bte Soorbinaten f, i;, £ mit ben Soorbinaten x, y, z t)ertaus 
fc^eu/ wenn man jugleicb a,. mit ßo, «a mit yo unb ^2 Wt y^ 

toertaufdf^t. 2fuf bteje aBeife' finbet man : 

. . . ' "i . ' ' • ' ' 

IOr = f COÄ «0 + 1| CO* «1 r{r 5 CO* Äj, 
y=ic6sßo'^ricösßi-\'tcos%, 
z = I CO* yo 4* ^ CO* yj + S co* yj. 

^ ■ , ■ ■ ■ 

Da enbltd() bte neuen Soorbtnatenaren auf etnanber fenfred^^t 

jmb/ fo (etilen bie Softnud ber SSintet, xotli^i {te mft ben 3[^n ber 

X, y^ z btlben./ nid^t bto^ ben S3ebingungen : ' 

• • • 

^cos^ao-^-cos^ ßo-^-cds^Yo^^h 
(6S) ( cos^ «i 4*.co** /J^ + CO** yj = 1, ' 

(cp** «2 -f-' CO*^ /J2 M" C®*^ 72 = ^J 

fonbem md) ben folgenben: v 



— i4 — 

Icosa^ co^a^-^-cosßi co« /3<| *fr cm }^| co« ^2 = ^» 
cos a^ cos «0 + cos /Jj cos ßo + cos y^ tos yo = 0, 
cos ao cos Ui + CO* ßo cos ß^ + cos yo co« yi = 

©enüge. 2)iefelben S3ebtnstmadglet(l()ungen wärbe man erl^alten^ 
toenn man bie burc|^ bte Sormeln (61) gegebenen SSert^e t>on |, i}, 
S in bte ©teic^ung: 

fubfKtutrte unb in beiben Xl^^eUen ber ®Uxi)mQ bte Soefftdenten ber 
auabrate o:*, y^, z* unb ber boppelten ^Jrobu^e 2yr, 2z a:, 2arjf 
etnanber glet^ fe^te. Tiuä) xooUm n)tr bemerken / ba^ man mtt 
Aülfe ber äBebtngungSgteid)un«n (68) unb (6*) leidj^t bie.f^ormeln 
(VI) au6 ben Formeln (62) ableiten fann. 

7(ufgabe 4. 2)ie ©Uidbungen einer Sbene )it ftm 
ben, rotli)t burd^ ben 9)unft (jto, yoj zo) gebt unb auf 
ber ®eraben fenfre^^t ifl, totfld^t mit ben ^atbajren b^r 
ybfttiioen (Soorbinaten bte S3in!el X, fi, v btlbet. 

Xuflofung. & feien x, y, z bie Soorbinaten eine^ beüebu 
gen $unfte$ ber gefucl()ten @bene unb R ber von bem fünfte (xq; 
0, zo) naäf bem fünfte (or, y, z) gezogene Slabtuövector , fo fnb 
ie (Sojtnu^ ber äBinfel, tpeld^e biefer 9{abiudt>ector mit ben ^olk 
oren ber po^mn (Soorbinaten bilbet, tt^p.: 

x^x^ jf — yo « — Zo 



8 



Ä ' Ä ' Ä 



unb ber SoftnuS be$ 9Bin!efö, xotl^n biefer 9iabiu§t>e€tf»r mit ber 
* gegebenen ®eraben bifeet , ip »ermSge ber gormel (^) : 

/gjx (x — Xq) cos 1-^(1^ — yo) cos iu+(z — zo)cosy 
• %■ R 

T>a ferner' bet 9?abtu§t)ector R in ber' gefutlS^ten igbene Kegt, f» 
fann er afö mit jeber auf biefer ebene fenfre^ten ©etaben einen 
redS^ten SBinfel bilbenb angefeben werben, golglicb ijl ber burdS> bie 
gormel (65) auSgebrucfte 6oftnu8 ShOl/ unb moxi txf)ält oli bie ge» 
fudS^te ®leici(>ung folgenbe: 

■ ■ ■ . 

(66) (x — Xo) cos i -f (y — yo) cos fi + (z — zo) co« v = o. 

. 3ufa6 1. Sßir wollen b^ t>on bem Tütfangßpunfte ber Q^ 
orbtnaten auf bie betradt^tete &tnt gefdUte 9er|>enbifel burd^ k b» 
«id^nen unb annehmen , baß k, ^i, v bie SBinfel beieiAnen, wel^e 
biefe« ^erpenbifel mit ben Äalbaren ber po\iti\>tn Soorbmopd bilbet 
enbtidf) wollen wir burd^ r ben t>om ÄnfongJpunfte nadj^ bem Ranfte 
(x, y, z) gezogenen Stabtuötjector bejetdj^nen, fo ijl ber ßofmu« be» 
fpifeen aSSinfeia jwifc^eh biefeni 9rÄbtu»t)ector unb bem ^erpenbifel 
k offenbar: 



— w — 

'^cos A J— icoi»+— cos V i ' » '• 

'» «CO* A4- y CO* tt 44s CM V 

• . f ; • r . 

2)a berfelbc ßojtnu« 'du(l(> burc^^ — aaiatbtüdt werben faim, 

fo \)ot man folglid^ : * 

unb ^terau6 folgt: ^ . • . rj»; 

S>ttfe9 tfl bie ^oxm, unter n>eCd^er bic Sletdf^tma ber dbene 
crfdfreiirt/ »ew 9«» ber Ö^^rbiBaten o?©, yo^ z« We ScnflonteJlr itr 
bicfelbe emgefubtt wirb. Um übriaenö looifber ®Iet4>ww (0>) ju 
ber @iei4iun9 (W) mriitfiußd^en, braud^ man nwr ben «regen ar, 
V, z bi^ befbjtbertt 98'ert^ ,^0^, yo^ z» betiiäegen unb ^«nn W &tn? 
jtonte k jwift^en; be? jjo* erWte^ien ®UiifmQ, nmÜ^T, . , .m 

(08) aoCosk-^ytco^P^ueosifTrzJc^ / ^ 

' • * »1 , ' ■ . ■ f 

unb ber €i(<M^un9 («J) iu eUminjren^ < n.» 

MAX : ^O^^ — ^ <y^.y — P ^^V r» 



< » « ^^, 



fo ergibt. .f[(§ ^ wenn bie ßpnjlante k immer »optrt) gefegt wirb : 
(70) r- ■ ... i;«r .^-^^^^M , , ••• . \ 

c 



co»vi= 




I I ■ ^ 






«nb bte^ gormel («) p?r»anbelt pcft in: ^ 

(72) J!t + By + Cz = l. 

Siefe le^t @tet(l()un9 ift foIaltdS^ bie «inerSbene, weldj^cmif 
emer (i> ^^i^genett <^^a;:e fenFve^iit i}!/ bap btefe.mt b/mM^IbWen 
ber pofittt>en 6oörbmaten bie burd^ bie f^ormetn (71) bejlimmten 
Sin!eC i, ft, v bilbrt/ unb weCfäfee biefe Äalb(^x in einer gntfernung 
i: \>om 2Cnfang§pttnfte fc^Rtibet/ wo ber Wnt^ t)on k bm6^ bie Sor^ 
mel (10) gegeben wirb. 

3;tifÄfr 8- SJentt man' 






'^%% \^ erl^teUe man für bie gormein (70) unb (71) bie ^fotgenbem 



■v;: r 







^osv=.± ^^_^^_^^ . 



in xott^m man bai ^ti^n 4- otet — ntf)mm tm^, ienaö^itm 
bie , ®röße D poptb ober negatiü ijl, gerner wäre bte auf bie gorm 

(W) ^+By+ft=D 

jurüclgefulf^rte ©letc^ung (67) bie ®Iei(|)una ber bürc^ ben (gnbpunft 
pe» 9{abmSt>ectard k , weld^er mit ben ^albaren ber )$o{ttiöen. Soors 
binaten: bie SSinfel i, fi^ v biibtt, auf liefen Kabitt^ioector jentrec^t 
gelegten Sbtne. 

Ttufgabe 6. SBenn bie ißinftl' ag, ßo, Yo tinb «, 
/l, f, »el*e jwei toom 3tnfang^)Janf te naof ben |)ttnftetr 
(-4) unb (B) jejogtne Stabienbectoteit 0'-/<', OJBmlt ben 
^albaren ber |)ofitioen Goorbinaten bilben, gegeben 
fmb, bie SSSinfel X, ^, v ju beftimmen, xoüi^t iak^i^ ^^ 
jfang^punfte auf ber efrehe it^ SJreiecf'ea !^015 erri<(|s 
itU |>erpenbiferOPmtt beitfelben 4>atba)rtrt bildet. 

Ttuflöfung. Da bie ®er<<be ÖP auf ^jeb^r ber ^albaren(X4, 
OJB fenfeec^t fein htufl, fo^ bat man oeirmöge ber görmel (57): 

. .^v ' j CO« «0 cos X + co«/}o cos fi + CO« yo co« v = 0^ ' 

1 cos a COSX -f:€0«/S C0#f*-4"C0«y CO«VÄ=0. . 

Seniet tfüffen bie SSmlel A, ft, v bet Sebtnguns^dUi^uns : 

©pfige leijlen. 35ie gormeln (77). unb (78) finb jur Sejümmung 
ter äBertbe ber ®fo^r^ oqs A, ct^s ii, cos v, obne fRüäfid^t auf 
tbre ^tiöftn , ^inrei^enb. . SBenn man .^iKpifc^en ben ©leic^ungen 
(77]) fuccefffee biefe brei ®rößeri eliminirt/ fo erbalt rem fblgenbe 
®lei4>ungen : :.',.•.. 

cos ßo COS y — cos ß cos y© "^ cos yo cos a — cos y cos «o 

r - ■ COSV 

•' üsr ■ « ■ ■ .1 ' , 

cos an COS ß"^ COS a COS ßg 

6$ feien nun xo , 2(0 , zo bie Soorbinaten be$ $unfted {A)i 
x^ y» 2 bie beS fünftes (B), tq, r bie [tfabientjectoren OJ, OB 
unb d ber Sinfel, 'xotlö;)tn pe mit einanber bitten; fo ergibt jtcb 
au8 ber gormel (79) mit &erudE{tdt)tiguhg ber ®{ei4^ungen (49) 
Wib<78>: 



m 



'•'.:• . . • • :^\. 
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^ ' cosßoCQSY — cosßcosyo cosyocosa — cosycosao 

€08 V 

cosaocosß — cosacosßo' 

■" / (cosßocosyr—cQsßcosyo)') "^ sind^ 
V" J +(cos yo cos a — cos y cos «o)' 
\'\^cos uq C0& ß — cosacosßoY 

/Q<\ ^^^^ CÖffÄ* cosv , 



2)a§ boppelte Seid^en im Ui^ttn a;i)eUe ber ©lei^^ungen (80) 
unb (81) brücft au§ , bag cS jwci ©i>jlcmc loon SBert^cn ber SBim 
!el ^5 f*, 1/ gibt, tt>eld)e bcn bciben JRtc^tungen entf^recbeit/ in »efc 
c^cn man bie ©erabc OJR oom ?)unfte (O) au§ t)erla'ngern !ann. SBenii 
biefc ®crabc na^ einer bejiimmten JRi^tung gejogen ijl, fo muf 
ba§ bopjpclte 3eicl()en auf baS Seidj^en + rebucirt werben, unb au§ 
ben ©leic^ungen (80) unb (81) folgt al^bann . ' 

^^» 3 — co^ßo cos y—co&ß cos yo ^ yo g — y to 

COo A — • 5 '.. B, ^ 

Ätno rofÄttd 

(82) < coäu= '- :— s — ^^ = r-^9 

^ ^ \ ^ sind rorsind 

COS «0 cos ß — cos a cos ßo Xoif-^ xjfo 

cosv = ' =^-T ^ = ' > i • 

sinö ror»m& 

I 

SBenn bie ©erabe OP in entgegenaefefetem ©intte öeridngert 
wirb, fo »eranbern bie 6ofinu§ ber SKinrel A, ^, v baö 3etd^en unb 
eä tieten für fie il^re Supplemente an bie ©teile. ®8. bleibt Wd9 
no(^ bie JRi4^tung ju bepimmen, ncxl^ welcher bie ©erabeOP g^i 
iogen »erben muf, bamit bie ©leid^ungen (82) erfüllt »erben, cbe^ 
wa6 nod^ einfacher ijl, bamit jeber ber breiJBrud^e: 

/qäv COSX cos IL cosv^ 
Ic»! ■ ■ ■ , • ^ « 

\ yoz — yzo zqX—zxq aroy — arjfo 

unb fblgli^^ ber le^te berfelben einen pofftiüen SBertIf) befommt. 9hin 
fonn xacm fidS? ober leidet öberjeugen, baf btefe ©ebinjung erfuHt 
wirb, wenn baS ^etpenbüel ÖP iiaä) einem foldjen ©mne Verlans 
gert i^, ba$ ein beweglicher SfabiuStjector, weldj^er ftdj? um ben 
fünft (O) breben unb bie brei gladj^en be^ fotperlicben SBinfelS 
OABP nacb einanber mit einer birecten JJfotationSbewegung burdf^ 
laufen hntß, genötbigt ift, r>on ber Äage OA ju ber 8age OB' über? 
jugeben / vem ben SÖinfet AOB ju befcbreiben. X)tnn wir xof>Üm 
biefe fßprMt^fe^ng annel()men, fo l^at ber beweglicl()e 9?abiudt)ettor, 

2 ^ 
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toeim et üon bir Sage OA {u bet Sage OB fiberge^t, m4it bbt 
um bte ^(6<i]re OP. fonbem oudd um bie |)albare ber ))pfitit)en z 
offenbar eme btrecte 9fotatton$ben>equn0/ wenn btefe betben Mbaren 
auf berfelben @ette ber 6bene AOB hegen , b. b- n>enn fte eineit 
fpiiitn fBinUl mit emanber btiben, ober xoa^ bajTelbe tfl, toenn bet 
ßojtnuö biefe^ SBtnfcl6, nämlicb cos v, ^)ojitio ifl. SBSenn bagegen 
cos V itegotio ober ber JBinfel v fhimpf ijl, fo ift bte SSewegungl 
be$ betoegttcben StabiuS um bte ^alh^xt ber pofttioen z eine tetroM 

Srabe , weil bie beiben ^albarcn nicbt mebr auf berfelben Seite ber I 
ebene OAB liegen. 6S feten ferner OA, OB bie |)roicctionen 
ber Äabienoectoren OA, OB auf bie ebene ber xy ober bk in bie: 
fer ebene oon bem 'Anfangapunfte ber Goorbinaten nad^ ben $unt« 
ten {xoj jio) unb (x, y) gezogenen Stabienoectoren. SBd'brcnb ber 
ben)eg(i4^e 9Iabiu$ in ber @bene OAB oon ber Sage OA {u ber 
Sage OB übergebt, gebt feine ?)roiection in ber Sbene ber xy t)on 
ber Sage OA' ju ber Sage OB' über, unb bie ^Bewegung tiefet 1 
^ojectton um bie Hxt ber z ifi offenbar oon berfelben art, al§ bie 1 
be* betoegttd^en JRabiu^, b. \). eine birecte, ober retrograbe, ienad): 
bem bie ®ro^e cos v einen pojitioen ober negativen SSäcrtb l)at. 
Äenter folgt a\x^ ben obigen JBemerhmgen (f. Äufg. 2), bafi bie 
ablfferenj : 

^ Xoy — xyo 

im erjten galle pofitio unb jweiten negatio ift. Solglidj) ffnb tiefe 
^ifferenj unb ßofinuö v in ber gemadSjten • SorouSfe^ung ®r6f en 
oon bemfelben Seichen, ober mit anbern 993orten, ber IBrud^: 






cos V 



tjl pojitm, »aS bewfefen »erben fbUte, 

Tt^fgabe 8- SBenn bie SBinfel «o, /Jo, yo; «i, /S^yi; 
«25 /'2J Y2 gegeben finb, welche brei oom 'Änfangöpunfte 
fcfp. nad^ ben ?).unften (aro, yo, 2:0) /(^i, »i, ^i)/ (^25 »2^25?) 
gejogene Stabtenoectoren mit ben ^^albaren ber pofitt^ 
oenSoorbinaten bilben, bcnffiinfel ju bepimmen, xttU 
df.tn ieber Stabiu^oector mit ber ebene ber beiben an^ 
bem bilbet^ fo wie ba^SSotumen ber jwifc^en btefenÄa« 
bienoectoren Uegenben breifeitigen ^^ramibe. 

, 3tuflöfung. e§ feien (A),{B),(C) bie brei betrad|)teten 
fünfte, unb wir wollen bie JRabienoectoren OA, OB, OC v/iit ro? 
r^, Tg bejeicbne«. • Xu^erbem feien do, d^, S^ bie SBitt!el, wel^e 
left). bk Sfabienoectoren r^ unb r*^ r, unb roj ro unb r, mit ein? 
anber bilben. enblid^ wollen wir burcb co, «i^fi« bie Sßirfcl be« 
ieidj^nen, weld)e ieber ber 9?abienoectoren vo, ri, r^^ mit bet ebene 
ber beiben anbern bilbet unb annebmen, baß ein bewegli(b<t Sto^ 
biüS, weU^t fid^ nm ben ^nft (O) brebt, unb bie brei gldd^en 
be^ {5rperlic()en SBinfelS OABC mit einer birecten Stiytationtbewe? 
guttg bwttbtauft, nad^ ber ?)rbnutt^, welcbe bie SnbiceS. 0,1,2 asi:: 
ä^Jf^i wenn ffe bie brei erfien ©lieber einer fteigenibeti aritbmeti« 
\4m^ iMireflton bilben^ mit ben fRahkvm^Hn ro» ^i^r«^ V^fom 



» m = 

eine auf ber &mt bt& t>mt4^i 40B fenmctit^ ^koH^t (M^.bte 
auf berfelben ^dte bteffr Sbene liegt als ber SfabtuöioecIlDr r,, mit 
ben ^albaren ber ps^'^vx Qöorbinaten bilbet , tnit X, (i, v; fo ftiu 
bet tacai (f tor^erg. Äufg.) : 

■ 4 * 

'^g X — cos ßo cos Yi —^(^9ßt ^g yp _ jfo'fei -^yigp ' 

sin d^ roTj^sinS^ ^ 

cos «0 cQg ßi — COS a^ cosßo ^o^i — ^lyö 

*^''- 7ta¥^ - ror.sind^' 

S)a ferner ber 5Bin!el COP jwifdi^en bem Sfabtuäüector r ^ unb 
ber ^olbare OP ein f})ii^er ijl, fo tjl fein Sofinu§ pojttit) unb folg^ 
lid!^ bem ©inuS be§ fpilfeen ober flumpfen 28in!eis £2 jwifdj^cn benu 
feften SfabiuSioector unb ber auf ber Aalbajce OP fenfredi^tärii &ms 
OAB iUid). man \)cd folglich : 

»Äl Sa =00« (COP) :;= 

<M»ja, coaX -{- coiß^ cosp, r\-cotYt caiv,- 

unb toeftn man für bte @rofen cos A, cos\k^ cos v tl^re w^ ben 
(^i^geti (81) gijDgenen SS^ert^e fubftituirt; fo ftnbet mw: 

(85) .51» fg = 

cos ao C09 ^^ ciK^ y^ — ^^^ ^p ^^^ ßü ^^ Vi 
-|- CO* «1 cos ßq cos 'yo — cos a^ cosßo cos y^ 

-f- cos ttg cos ßo cos yx ^ cos a^ cos ß^ cos y» ; 

smd2 f ' 

U19 .«¥8 bjßt wyrlSKrgel^enben gotmd ben SBBertl^ wti #Är «a ««*• 
^^i^Hileiten/ briWMl^t mannurfßr bie®roge**i*2|Ä^«fpt)e«Äi% 
Mnb «^^i ju fubjKtuiren. ^ierburc^ erl^alt nmtt mä titm^ @teu. 
(junges, xoti^t mb^ ber @leid^iing (85) in ber ©leid^ng f '< 

(88) süt8oMneo'=süt8iStn£i=:^sitid2sdn^€2^^ ■' 

* 

cay CC0 cös ß^ cos 2^2 — cos «o co« ^2 ^^^ ^jl! . , vt 
+€ö««i OOÄ/82 CO« y() —CO* «1 CO» /Sööo^yaf? ' *'^ 
+ CO« «2 CO« ßo cos y^ — CO« a^ cos ß^ cosyo < - •; / 

obu WM ^ bafiette ^6iau»(au{tr itr ber ft»(se)tiei!r : 



rr w ^ ^ 

^1 »a «• "" ^1 yo *2 + ^2 y<> *i "^^a ^i *«• 
entl^oltett {tnb. 

SBa« ba« SBoltimcn bet breifeitiaen ^pramibe OJBC anlangt, 
fo tfl ed bem 9)robucte auS bem Sfld^enin^e bed 2)teiedreS O^, 
b-^ . . / 

utlb bem britten a:i)eitc be8 »om \)unfte C auf bte ebene tefe§ 
I)i5eiecle* gefäUtcn ^erpenbtfetö gleid^. 2)a nun biefeö ^erpenblfel 
offenbar burdj^ ba« |)robuct: ■ 

r2 cos (COP) =5= r2 sin b^ 

auSoebrucft wirb/ fo folgt, ba^ bag gefud^te SSotumen bur4^ bte 
®rope: 

(88) b ^0 ^1 ^2 «W *2^«« «2 5 

oofSr man 

** l^j »0 22 + ^2^0 Zi—arjyiZo 
fe^en fann, au$gebru<{t wirb. Um bie in bie^m Iti^itxi 7(u§bru(fe 
iwifdS^en ben klammern jlel^enben ©lieber mit il)ren 3eid)en ju er^ 
galten/ brau(l(^t man nur bie brei ^^ctoren £^ y, z m\i einqnber ju 
multipliciren , inbem man fie in ber natilrltd()en Orbnung fd^reibt, 
toeld^e bie birecte StotationSbewegung be§ bie brei f^läc^en be6 9on 
ben Äatbaren ber pofltiüen ßoorbinaten gebilbeten forperlic^^en SBin^ 
letö n^cefftoe burd^^laufenben ben>egltcl()en 9fabiu$ angilk unb bann 
unten an biefe gactoren bie 3nbtceS 0, 1, 2 in einer beliebigen Drbs 
nung jufe^en. S3ilbet man alle moglicl()en Kombinationen/ j|o erl^dlt 
man fec^g oerfd{)iebene ^obucte, wooon iebeömit bem 3eid{)en + 
ober — jaenommen werben muß, \tmi}t>tm bie ^(ufeinanberfolge ber 
• brei 3nbice6 0, 1, 2 eine birecte ober retrograbe SSeweoung eineä 
fttcci!P>ebie brei %{cii^tn be§ {otperlid^en SBinfeld. OABC bur^^lau^ 
fenben beweglici^en 9{abiuS anjer^t. 2)iefelbe 9?egel ifi aud^ auf bie 
®ejlimmung ber äeicben ber (Slteber im jweitcn %\}txk ber.^leis 
d|^g (86) amtoenbbar/ wenn man ffir bte ^actoren x^ y^ i bie 
SACtoren cos a, co$ ß, cos y fubftituirt* £tefe dfeget, )u weither 
vitt gelangt ftnb, inbem wir annal^men, ba$ ein bew^glid^enr 9{abtu$, 
welker bte brei gldc^en t)e§ Krperlidben Sßinfel« OABC mit einer 
btrecten ^Rotationsbewegung burd^lduft, mit ben Stabienoectoren ro» 
T], r, in ber bmä) bie Kombination 0, 1, 2 angegebenen Crbnuhg/ 
fucceffioe gufammenfdUt / würbe ebenfalls aud^ Jbei.ber ettt^gengefel» 
Uli )Boratt6fe^ung {lattfinben. £)enn ba alSbann bie äSertbe oon 
cos k, cos (ly cos V ba§ S^ic^en oerdnbern (f. t)orberg« ^ufg.)/ i^ 
würben ber Äuöbrudf (80) unb bie jweiten Zl^tik ber ^eid&ungen , 
(86), (87) aucb baS Seichen oerdnbern, fo baf bie ©lieber, welche 
üor^er baS ^üä)tn + j^atten,. )• $• ba^ .©lieb.^o y^ f^^ ^^ ^ 



^ % - 

3cid^en — bcfommen. TCbet aBbann ijt cinfeucbtenb/ baß bie Öorm 
binotioit.fpy ^, ^..^ftt einer btrec^n SlHaüonttwtmnf^ t>dHuot$i^ 
lieben 9f abm» auf ben glaciKn be» focperlicben Bmleld OJBC xm 
tftrpgrobe .9totatton$ben)egung beftelben anbeuten würbe. .;. - ^ 
3ufa^ 1. £)a^ ^araUeleptpebum/ tooi^on bret Tanten mh.bes 
9{abient>ectoren ro, r,i r, iufammenf^Ueft ^ b^t ^in' fecbd mal orös 
fered »olum(»t; al$ ba$ ber ^^tamibe OJIBC, untt ^(gUd^ ift eft 
bem S^blcnTpertbe beö ^i^omei : 

(90) I ^^yi^i'^^oya^i+ariyjZo 

3ufa| 2. S)te ^omel (86) gibt ba$ ÜRittel an bie ^b, 
bie recbtwtnffigen ßoorbtnaten x, y, z etneS beliebigen $unfte8 beft 
fRaamH in gerablinige, auf ben pofttiven J^a(baren OA^ OB, OC 
b. b« <ntf ben 9{abient>ectoren ro» r^, r^ gejäblte ßobrbutiten {, ify 
{; )u benüanbe(n. £)enn eS fei r ber t>Dm *|[nfana§))vnfte nad) bem 
$un(te (x, y, z) gezogene 9tabiu$t>ectDr^ unb n>it wollen annehmen/ 
bafi bie 9{abient>ectoren ro , r^ r, in einer folcben JDrbmtna ^f^ 
einanber folgen/ bamit bie Formel (86) {lattftnbet. SSenn oßbami 
bie Wobienöectoren r©, r auf berfelben ©eite bcar Cbene OjBC Ite» 
gen/ fo bräcft ber 7(u6bruff/ toelcben man tx^SU, xotnn man beti 
{Weiten Zf^tÜ ber ©leicbung (86) burcb.nn äo biioibirt linb in bie« 

\m jweiten jlf)txlt — für co* «o » -^ för cos ßo unb — fSr cos 

yo fubflituirl/ nomlid^: 

IX (cos /Jj cos yj — cos ß^ cos y^) 
+ y^icos y^ cos «^ — cos y^ ^^^ «i) 
+ 2(co*a, cosß^ — cosa^ cosß^) 

r sin do t ^ 

ben @{nu8 beö SBinfelS au*/ welcbeh ber 9f abiuSt>ector ^ mit ber 
6bene BOC bilbet/ unb bag ^robuct auS btefem ^KuSbruffe unb r, 
nämliö) : 

i' X (cos ßi cos y^ — cos ß^ cos y^ 
+ y (cos y, cos «2 — cos y^ cos a^) 
-\- z (cos cci cos ß2 — cos «2 cos /?t) 

sin do 

btfirft ba§ t)om ^hiiffte (XyV, z) auf bie in 9?^be ftebenbe @bene 
gefattte"' Derpenbifel auS. ®ie TCuSbrfitfe (91) unb (92) wörben 
benfelben ©inuS unb baffelbe ^erpenbifel'/ mit bem 3eicben — ge- 
nommen/ auSbrädeU/ xotnn ber 97abtu^t)ector r nicbt mebr auf bers 
ftlben ©eite ber Öbenc BOC als ber JRabiuöwctor ro tage* ' gers 
ner Uxm mm ffd^ leicht fiberjeugen/ baf baS ^obuct: 



:=- ^ - 

«0 toi im erftai 9<tIIe mk bem Seic^ + imb tni t^cff^ ^^ 
um ieiif^n -- genommene ftoglt^ ^erj^enbCfel auöbrfiat. ®e^ 
man nun bt» ««6bnirf (M) bem frobucte (98) gleid^/ f* crl^K 
man: 

X (cos (i^ cos Y2 ~ co$ /Jj, co^ yi )/ 

^ ^ ^ sin 60 sin e^ 

Iwt man auf biefe SBeife ben SBert^ t>on | beredginet^ fr bife 
bet man ,ebenfo bic SBertbe ber. ßoprbinaten ay , g, JB^ri;tfpd>tiflt 
mijn alSbann bie gormel 1(06) unb fei^t bcr Äurje wegen : 

ico« «0 ^^ßi cosi y^ --.cos ao cos /Sj cos f^ 
+ cos a^ c&s ß2 tos yo — cos a^ cos ßo cos y^ ], 
-^aotSd^ cosßo cos y, — 00« «2 c^* ßx ^^^ Y^ 

jb ertätt man, bte ©leicl^ungen : 

X (cos /?! COS y 2 — CO* jJ, cos y j ) 

4" s (^^* yi ^^* *"^2 ■" ^^* y» ^^^ ^1) 

+ 2; (C05 «j COÄ jSg — CO« «2 CO« ßj ) ' 






(96) 



.l_ -^, _ ^ 

f • 

a: (cOÄ /J2 C05 yo — cö« ßo cos yj) 
+ a (cos y^^^QS €^ — CQS yo cos äj) 

4-2(c0^a2 cos ßa. — COSOi^COS So) 

JJ 

X (cos ßo COS y j — COS ß^ cos yo) 

-\' y (cos yo^ cos a^ — cos y^ cos «p) 

( '\-z{cosaQ cos ßi — cos a^ cosßj) 



n 



8»=^ 



D ^"^ 



»eld(^e f, ij, S atS Sfunctionen t?on ar, y^ z unb umaefel^it geben. 
SBei ber SSorauJfe^ung, weld&e wir jur Ableitung bt?fei( ©leid^iingen 
gemadj^t l^aben,. tptrb bte Statur be« bttecte» JRotationöbewegungen 
beS beweglt^en 9tabiu§ auf ben glad^en beä üon ben ^albayen ber 
|)oftttt>en Soorbinaten gebfCbeten förperlid^n SÖtnfeK mijt ged'nbert, 
xotan man fßr ba§ (Spjlem ber redf^twtnHtgen ßoorbinaten x, y, z 
ba$ ^9Jlem ber f^J^teftpinKtgen (Soprbtnaten ^^ it^ i fub^ttut^/ mk 
bie birecte SlotatiouSbetofgung In Jeber göorbinatenebene um t^ auf 
bi^fer ebene fenfredS)te, ^alho^t erfolöt für beibe ©»fleme gleiciaeitijj 
bon ^er Siedeten' gegen bte Stnfe 00er von b^r Sinftn g^g«^» bu. 
tUt^tt. 3n ber en^geg.engefei^ten ä}or4u^fe^ng mmti^t. b<r 
jwette srijieit ber, ©(ew^jöjijg (86). ftin:3^(^enj bp aN- bjerr.i^^ter, 



M JBni<M m swettm Sl^itf Nr 9kliS^ü (Wft) ebenfal» fein 
Beteten t>eränbem xoüxht, fo xoüxU man immer auö ter SScrbiittriing 
biefer Jetben Sormeln bic crfle bcr (Slcldbungcn (96) »icber erhalten. 
£)te S<n:me{n (96), wottn bit griffe I> butc^ bte (Sleic^uns (95) 
beflimmt wirb, finbcn alfo immer ftatt, in welcher Drbnu^g bie 
S^alhaxtn ber pofftit)en ßDorbinaten tn jebem ber beiben Sootbiftatens 
fpjlitne au4) auf etnanber folgen mögen« . 

lfm bie ®ropen y unb z au§ tren (^letd^ungen (96) ju eltmis 
ntren, brottcbt man btefe ©(eidi^ttngen mir; nac^bem man^ fte refp. 
mit cosaoj cosa., cosa2 multi))ltctrt f^at, ju abbiren. S^butman 
biefeS mib berücff[a)tigt bie Sormel (95) , fo ftnbet man : 

2 = J CO* yo + 1? COÄ y^ +-g COÄ ^jj. 

^tefe leiten Formeln tonnten leidl^t burcb bie eii^adt^e ^ztta^ 
tung'bie^ fucceffit)e auf bie brci Ären ber x^ y, 2 . ^^rojicirten JKabhiä» 
t)ector§ r erbalten n)erben. @ie finb t^on ben SormWn"(*8) rti^ 
t>erfc^ieben/ welche aiif biefe SBeife alfo auc^ auf ben %aU erjhre^ 
^, toenn man für ein ^flem recbtioinKiger goorbinaten eiin @99 

f<^iefn>inE(iger fubfiituiren will. 

äMfafe '3, . 2>ie gormel (86) finbet offenbar ^att, t^oti wefc 
öftm ^iunftt bie brei 9{abientE>ectoren r^y 7\, r, aucb audgeben mh 
ttn, alfo anö) in bem SaUe, wo biefer ^nCt n^t mit bem %nt 
fang^punfte ber ßoorbinaten jufammenfällt. . : 

3ufa| 4, SG8enn bie S?abient)ectoren vo, ^, , r^r ftatt t>on 
bemfelben ^nfte, t)on brei t)erfd()iebencri ?)unften beS 9faume6 auSs 
gUMeB,. fo wäxbt iebe ber brei, burd^ bie gfotmel (66) bt^bMKiUn 

©rojgen: ' ... '^'^ 

sin So, sinsi, sin 62 

ben ©trtttS be« SÖtnfefö atiöbrötfcn, rüdd)tn einet biefer Sta^em^ecs 
toren mit einer, ju ben beiben anbereh parallelen ©bene bilbet. 

3 u f a 6 5. SBenn bie Sfabientrectoren* r^, ^i» ^a ' ^*>f - «iwanb^ 
fenlred^t finb, fo t>erificiren bie ®r6ßen «oj.c»!, a^^ jJo^**- bie 
®lci4>ungen (63) unb (64). 3u gleicher 3eit tebiicirt pcb ieber ber 

90> Äjj Äj^ «Oj ^15 «2 ', 

taf einen rl^d^ten, itnb wenn man annimmt, baf bie Sfabienoectoren 
^oj ^1% ^2 ^^ ^^^ f^tn Orbttung. auf einanber folgen/ twft bie 
©leic^ung (86) jlattfinbet 5 fö ergibt ficb auö berfetben : - 

( cos «0 coÄ /3j cos y^ — co* «o cos ß^, cosy^ 

(98) i= \ -^cosa^co^ß-^cosfe — e^a^e^s-ßi^cosy^ 

\ -}- CO« Äj Co^j^o CO* y'i — cos 0^2 Co*/ij ca*yb 

aScm m<Bi bie intgegengefe^te ^orau^eg^ng m<i(|^/ f^ \nu 
änberte ber {weite Si^U ben ^(eicbun^ (86) ba& äeMj^n utA «b» 
fottbe: 



— tt -" 

— €0$ er j cp^ ß^ ßos yo 4" ^^^ a^ co5 jS© co« y^ ' . 

— cos a^ COM ßo cos yi ^cos m^ cos ß^ cosf^ ] 

J)ie go'rmcin (98) unb (99) finb beibe m beir ^folgcnbgn : 

Icos ao cos /Jj cos y^ — cros ä© cos ß^ cosy^ ^ * 
+ CO« «1 co#/32 cosyo — cos a^ cos ßo om^j 
+ cos «2 CO* /Jo cos y^ — cd* a^ cos ß^ öosyo 

ent](ialten/ n^elc^ye man birect erhalten tann, we^n mon^ bte ®Ietcl|)un3 
gen (68) unb (61) mit emanbcr tjcrbinbct. 

tJCufgabc 7. J5ie lürjeftc Sntfernung jwifd^enbet 
burdS) bcn ^unft (xop yt^, zo) gejDgcnen ©crabcn, xotlift 
mit ben J^albairen ber ))oftttt)en (Soorbinaten bte Sßtm 
fei «0^ ßo, vo bilbet unb ber burd() ben ^unft oti, jf^^ z^ 
oe^oaenen ©eraben, weldf^e mit benfelben ^albaice'n bte 
ffitnrel «., ßj, y^ bilbet, ju bejltmmem 

TCuflofung. @§ fei r ber t>om ^^unfte (aro, yo^ 2:0) tt«tl^ 
bem ^nfte {x^^ y^ Zj) gejoaene 9fab{ü§t)ector ; ferner fe! d ber 
SBBinfel iwifdj^en ben gegebenen ®eraben, inbem jebe naä) bem, bcn 
aßertl^en ber JHSinfel «05 ßo, 70 ober^Äj^, /J^, y^ entfl)re(l^enbcn 
@tnne loerldngert, iji unb e fei ber t>on bem 9tabiu6t)ector r mit et^ 
itet }tt ben beiben @eraben paxaUtUn (Sbene gebilbete Sßinfet; fb 
ift bod 9>robuct : 

sin 8* sin Bf 

bis auf baS Seicben, ber ®r5§e gleicb, xotid)t man täfSiX, xotm mm, 
m iYoeiten Sbeile ber ©leid^yung (86): 

^^"^^^ furco*«a, ^^"^^' fgr co*/?2, ^i-=^ för co* y, 

fi|t (f. bie Dorberg. TCufg. u. 3uf. 3. berf.). 
SBott erbÄt olfo : 

I(x^ — j:o)(co« /So cos y^ — co* /Jj cos^y^) 
+ (yi — yoXcos yd CO* «1 — CO* yi co* «o) 
(IUI) jtit r— -t- "^ ^^^ "^ go)(co* «0 CO* ßi — CO* «f CO* ßp )) 

< * 

SBSenn man ferner ju ben betben gegebenen ©eraben eine parat 
We &tnt jiel^t unb man projicirt ben 9{abiu6t>ector r auf tim, auf 
biefer ebene fenfrecbte Xre, fo ift bie burcb ba8 ^robuct r sin e 
auögebrudfte ?)rojection ber £ange nacb offenbar ber förjejlen &iU 
femunö jwifcben ben beiben gegebenen ©eraben glei^. ©iefe fur^ 
jefte entfernung wirb folglid(> bur<ij> bie gormel: ' 



— M — 

« 

<1W) rsins=+ [ +(yi — yo)(co«yoco«aj — co«y, cosao) 

+ (zj — Zo)(co« «0 cosß^— cos «1 CO«/Jo)l 

Um ju Yotfrett/ ob ber le^te Xf)t\l btefer ©(eidt^ung baS 3et4^m 
+ ober — ^aben mug, braucht man nur burc^y ben 9^nlt (aro, yo> 
zo) gwei £>a(ba]ren ju »'el^en/ n^eld^e mit benen bir !po{tttt>en Soor» 
binaren refp. bie23tn^u«o,/J(ri jo i}nb |f,, Äiir>i bitben, unb ju 
unterfucben, ob ein bevoegCidper D7abiü§t)ector, n^elq^er ben t>on btefen 
beiben &a(f>a]ren aebilbeten SBtnfel befdbreibt/ tnbem^er.,t>0|t.,ber.fik 
flen jür Jjweiten übergebt, nm ben StabtuSoector r rfftk titrtttober 
retrwffÄe 8jÄtation6b^»5gunjr b«t.. . ■■') .i;^.^:h ' 

3 u f a ^. aSSenn bie betben gegebenen @eraben etnanber fcbneu 
ben, fo t)erfcbn)tnbet tbre für^efle Entfernung unb man bot folglicbt 

(Xi — Xo)(cosßo cosyi — cosß^ c^^Vo)\, 

(lOS) = { + (y i — yo)(co* yp co* «i — co* y ^ coifCo) r . : ^ : ; . 

+ (zi — 2o)(co«aoco«/Ji't^ciwaj oo^/Ie)) ' * - -'-^ 
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>ift'^ i(6ehc3}: ^^^ einem gegebciieh ^mlU. }^ 
®(et4^angen ber Tangente unb S^ormafi an »tefte GiMMi - 

*,,'i, 1'. ,/-^ •*•••- .-1». 

■/ . j;<l.. i ■ ' - - » ^ . 

fifttraä^ten ' tbir eine ebene (Surt>e^ n>elcl^e butd^^etne^likbung 
xwifd^Ä jtüd tect^tWinfligert ßDorbWott» or^^ aiÄgebrüA' 'Vftfrb. 
x>\xxöi) (Aar^ : Ay moUen . tEi^fe bie gktd^ietttgen ^»cremente bejeid^ 
ncn, welq^e bteSoorbmaten x unb y bei bem Üebevganae wn einem 
IhJnfte ju einem anbeten bef ommen. Sinxd) ben ^unft (ar^ y) wofc 
kn wir eine ju ber Ttre ber o: paraEele unb nad) bem @mne ber 
»ofttit>en X geridj^tete ^albare jicben. enblid^ woUen wir unö t)ot$ 
flellen, bafi fidj^ ein, juerjl auf bicfer ^albajce Itegenber beweglic^Kt i 
8{abiuSt)ector mit einer blrecfen ober retrograben 9f otationSbetoegung 
um ben ^unft (x, y) brel^t unb baß bcrfelbe, nadS)bem er eine ober 
mehrere Umbrebungen gemadS)t ^oX, mit ber t)Dm fünfte (z, y) nacj 
bem fünfte (.r + A^? y + Ay) gcjogencn ©ebne iufammenfdUt 
aSBenn man ben SBBinfel, welcben ber 9fabiu§t)ector befdbrieben ^ 
mit w bejeicbnet, wo biefer SBinfel mit bem äeicben + ober mit 
bem 3eicben — genommen wirb, jenad^bem bie Stotation^bewegung 
eine birecte ober retrograbe war ; fo ift eS jur SSejHmmung toon 
lang <w binreic^enb, in ber jwciten ber Formeln (23) (Seite 7) 
A^ föt or, A2( fär y unb ftl für p ju fe^en. ^an ^at folglich : 

(1) tangSi = -^^. 

SBejeicbnet man ferner bie t)erdnberlidf)en Soorbinaten ber t>om 
fünfte (x, y) nacb bem fünfte (ar + Aar, y + Ay) ßejogenen 
©ebne ober ©ecante mit l^i^^ f''^ ^^^ ^^ ^^^* 

unb folglich): 

^on fonnte übrigens biefe le^te ©(eicbung birect auffieUen, 
wenn man bie beiben Sangen jwifd^en bem ^nntU (x, y) mib bem 



dlöbtum pc^t nuw («4* MÄ/ ^ 1) i<^ btf »lO^fr: 

flbgefebpt »oro Etitftm,, tew ißet^tniiTe «Diftfem ben ^roicctionen 
bei imtn^Smtn «uf »«feite Tfet ikid) t|t, uno folqlid) ^cn^ aigt^ 
^ättnififbei: «dnaen fribfl, unb !^ Iraü bitfe beibcn Sradje ©regen 
»on emrttfi SeiAen finb/ nöwHil) »ofitioe ©rößen, ircnn bi« 5)tmlt* 
(g, ij) unb (i+Ai* y-tAs) '" JBeiwtjutig «uf ben $unft 
(x, y) auf betfelben isette Regen, imb newtbe ®r5gen im en(ge= 
gengefe^ten Solle. Die auf biefe SIBcife «bgelfitcte gcrmd (4) gilt 
offenbar ouc^ für ben %iiU, vn x, y fd;iencinHige (^oorbiniiten be: 
gelegnen. 

Unter ben pofitivtn ober negattoen SBert^en, tDetd^t ntan'fSt 
w ne^imea laitn, ifit be? eine, o^ne SRMfidrt auf ba& äaiftien, bem 
fipi|en SBinlel gleidj/ welchen bie butrf) bie ?tunfte (x, y), (r + ;^ x. 
St <^s) ßifjenbe 6ecante mit ber 3tre ber x bilbet unb biefer SSin» 
lel «idrb bU Steigung bei^ ^tconte in aSejIe^g utf ^( %xt gc* 
nonnt ,: 

jDoireB »tr ui}^ nun/ *a& pt^i b«,g)iifift (*+AfP.s+Aj) 
btnt ^ut^ (7^.9) iisenbJit^ t)db9t, fo {hebt bje, bteft beibCq $vnni 
«cxbiin^e S^ntt/ twm*« m«*« unb me^r mit; einer geiwfo«.' ^ 
tobt»; wfommtW'fälUifu we(4»e^ mn etn^. ^«n^entt an iKr pgi, 
Be'iien&irve nennte unb meiere biefe Öurue im fünfte (x, y) tKn^brt. 
Hur flEhtjMtnmung ber Kic&täng biefHr Xait^mte iiav^t m«n -nfft 
bie Stenge ju fu^en, geaenjroeUije btr SButlet tÜ coitj^iil,. tpöjlii 
nnb bie Sntremente ober »iffcrenjen Ax, As "unenblii^ Itein «eri 
ben. Sejelctinet man b^fe &vmit Kit i> mi nimmt x fttr hü »n* 
ab^än9taF.j)}«änberEHe, fo fblst^ati& ber 6letd)ung <l)::. 

(5) tan? * = -^ = S" Tf. ©iffereniiotr. ®. 16.) 

Unter ben pofittfieit ober negativen SBert^en von i>, iveldie bic 
IH>r^erget)enbe Sormel uerifitiien, gibt bet fleinfte, abgefe^en «Ms 
Stillen, ben fyifeen aSinfel jmtfdjen ber Sangente unb ber T^ff. ber 
X. IJiefer SBitnfel wirb btt Keiaung ber Sangente ober'bie 
Meigung ber Suroe im fünfte (x, y) ^egen bie "Äw ber 
* genannt. Sä fei t ber in iRebe jle^enbe SBinEel, fo wirb bie. Sor= 
ma(S) verificirt, nenn man 

* = ±^ 
fe(it, too bod 3eidb(n rh genomtwm tperbei» mufi, net« bü.iOfbb 
nate y mit ber Slbfciffe x jugleic^ wä^p unb ia& 3ei<*ai — im 
tntStficna^c^tcn %aUt. 9Raa ^ a(fo im etilen gaOe Uaifft=^, 
tot iUNHtcn SüQl («v»=K=— i^» wt» man futbtt aaginKtni 



ferner »oGcn hiic unS vor|leIIen, bag tnan in ben @j^i(I)utigen 
ffl), (S), unb (4) ble Iiiffetenjen A* unt» ^y b'S*" *'•* ®nn*f 
%iU conoergirfn lägt, fo finbet mön, inbm man gl ben ®tenjen 
flbergtljt, unt |, ij ni(§t meljt b« vetänbertictKn ^ODtbmaten b<r 
ijecante, foiiC'ern bie btt Äangente twjei^men: 

(7) ^^ = £0)19*, 

,(8) 1111 = 42- = « 

25ie gormeln (8) unb (9) trftxtitn ft(^ offenb« «u^i mif hn 
9an, n>o ar unb y [(^tefnitnlltge Sootbinaten btjctctjnen. 

Sßemi man butcJj bm ^nft (i, y) btt aegebmm Gtinje (in 
^ptt^tnUUl (tuf bie Sflnoenfe jit^rt/ fo roitb baltetee bie Sletmolt 
btt Qwnt in biefem ?)unfte genannt. Um We ©leit^g-Weftr Ston 
male au3 bet Si>tntc( (7) abjuleiten, Iroti^ mon officnbar mu 
ifr + Y ffic <) ju fe^en. 3Ran f)at olfo/ wenn bie (SMcbinotcn bn 
giotmate buri% |, ij bejeic^net TOetben: ' . 

• (1.) |^=^(* + 5.) = _c,* = ^ja:^; 



imbforjli*: 








m 


1-y 


-^ — 


1 

?' 


obn: 








(IS) 


(|-i)<ix+(,-j)iS 


=». 


. & fti'm 


mm 






'a») 


/■& 


»)=• ,: 





bil ©leidjung ber gegebenen Suroe unb q>.ix, y),x i^> ») t*" twf' 
tieQen abgeleiteten Functionen »on /" (3:, tf) in ^e}iet}ung auf bie 
(Beranbttliti^ a: unb y. 3(uS ber ®[ei(^ung (1*) folgt;.'''- 

\^Cl*)V tp(.x,,y)dx-^y^{x,y)dy = ^\ ... 'i..,. 

uiib wemtmanbiefe l«|t* -'Weisung mtt-benvfÄrit^ngen'^Ö)'^«* 
(12) »ttbinbet, fo finbet man ^ bie ©leic^ung bet Songcntc: 



ttnb'fttt bfe ©((iMwng berSBonhUe:' 

ober; v 



Uip.alfi) ,bic^^^IeidS)irn8 bct, Sangente .^u et^^alten, 
^rattAt, man fn b|n' ©fifferenual.glctc^^ung b CSfirtje 
itur bu*eribnclj^^n'S)tffe>enjen*^— X, ij— y für bte ©if« 
ferenjtale c/.r, (/^ ju fe^en*. Vim bagegen bte ^lei^ung ber 
JloriTnale ju erfeaft^n,, muß.ijtan ir-x für dy unb — (q-rr-f) für 
rfxfeeert. . ' ''i, : "• /' " . . 

getnei', fönn man. ftemerfen , baß bie ©letdj^ungen (14), /(IS), 
(16) iinb (17) riid^t ged'nbert Worten,,, wenn bie gegebene ßurb^ 
x(\i}t\>\xt^:m ©lei^urtg (13), fonbern i\xxi) folgenbe;; ' , ,. 

(M) . . 'fix.yy-c. ' ' . ^ . ' ' •'. ; 

?;e9eben »are, SBBenn man enbttdf) m ben (Sleid^uftgert (IST unb 
17) bie ßoorbtnaten ^,i? olS contbnt unb bie (Soorbinaten xl'y^Ü^ 
9eränb|Hrl(i^ .bf^ti^-ft, fo erf^ält man .nt<bt^m€i^r bie; (S^Iej^^BW 
ber Tangente unb SRormale.an bcr 6uröe.{lß),pbfr.(l^/ fonbeuji 
bie ®lei^ungen jwei neuer 6urt)en/ njelc^e bie geometrif4)en Derter 
ber ^vxilit jinb, wo bie (Surioe (18)'unb!bie barouS abgel^tel^n, 
inbem man bie ßonftante c't)ariiren Idft, bom ben' anormalen ober 
Soimcnten gef4^mtten n>erben, weldbe xn.i^^xa ^VLxäit |, «, |»fanu 
menlaufen. 

SBemt . bte ^nctton f{xj y) eine gat^e ^nctton t>om ©robb st 
tft, (p, {inb bte jol^ Jiunittimen ber SSerdnberlicl^ert^x, y betrad^teten 
erjien S^ette ber (Sieidfjungcn (15) unb (17) trn OTg^nieinen W)?^ 
bemfelben ®rabe m. XlSbann finb. bie burd^ bte ®letq>ungen (18), 
(18), (15) unb (17) aufgebrühten Surt)en iSiir't>?n t>om (srabem. 
Sdenif'man ovlerbem aqmt^int, bof bte ^ction /"(or^jf)- feine com 
llanten ©lieber entbdlt unb man bejeic^net bte ©umme ber .©lieber 
t)om ©rabe m mit u, bie ber ©lieber t)om ©robe m — 1 mit i?, bte 
ber ©lieber t)om ©rabe w — 2 mit it? , k. ; fo' t)ern)anbeln jtc^) bie 
@leid()ungen (18) unb (15) in: - 

(19) M + ü4-*f(? + ... =€5 

SSenn uberbiea^ tie, r^ tc?,... bo»togene t^uhdonen fmb/ bie erfk 
t)om ©rabe iw, bie jweite üom ©robe m — l, bie britte^omrÖriÄe 
« — 2,,.., fo bot man na^ bem gel^rfafee übet bie bö»wgötcii 
8unctii>pen (f. 2)tfferenjialr. ©. 207): . . -ij'^ 



Vttt tiefen legten %mntln folgt in fiSerbtnbimg mit ten iSUu 
4wn0en (10) unb (9D) : 

sc Hl c -^ t? — i4P — etc. 

^ Oleidt^ung (22) btüdFt, wenn mmt bie Soorbtnottn I3 1; ^ 
(ein M «)eranber(t^ betrachtet, bie burd^ ben 9)untt (4:, y) an bte 
WV9t (10) geioaene Sanaente cai^, unb eine 6uvt)e t>om ®rabe 
m — 1 / wel(j>e bie fl5erß§rung6punfte bet 6urt>e (10) mit ben im 
Vunfte (i^ri) {ufammenlaufenben Xanjgenten entl^dlt xomn mcax bie 
Qoorbinaten or, y aMn afö Dera'nberbdS) betrachtet. Sßenn fU^ bie 
ÖUictumg (18) auf: 

tebucirt; wo le eine l^omogene f^ttnctkm bei €^abet m k^eicl^net^ 
|b i^ertoanbett ^ bie dlei^ung (22) int 

K)e(f|pie( 1. Sßir wollen ben t>vixä) bie enblid(^e &ttifS)mi: 

(») a:«+ya=Ä« \ 

ftutgebrficften Sxtxi betrachten , fo ifl bie ^f()treniiaIgIe{dSirttns b^:: 
ff (ben t 

(2B) a:c{«4-y^y=^A- 

Aierau» ergilt |[(^ fßr bie Oki^ms bet JEmtgcitle im fhirtfte 
(s V ) t 

(») x(i-x) + y(n-y)-% 

»bet : 

(«) ««+»i?=Ä», 

ttttb für b(c ®Itt(^und ber 9lorma(e: 

y(|-«)-«(^-y)t=6, 
(20) l=i, 

flBenn man in btr ©leicbuno (p) bte Qoorbinaten x, y aUtin 
•n i»trinbitCi(b bttrad^ttt^ fb brätft fie eimn $»eiten Jttetd au§/ 
«Nl^r i»Mi brm ^Ibimffn be« erfitn nnabbansis tl^f in^ bie 
•«tf^nMtt mifc^n b<m XnfiBiiM«|Hmfte mib bc» fiimtte 1, n jum 
a>ttrii^lictVt Um bie *)(ufi|we: buttib ben 9^nU (&«) tint 



— « - 

bNiiu$t man bebrntttilt^ mtv ktefen neuen Jtret§ ^ con^ruiren. wem 
rri)telte eine anbete ^ufUfung berfelben Tinf^abz , xottm man bie hird!^ 
bie ©letd^un^ (28) avAoffoxüitt ®etabe conftrutrte/ tnbem man af unb 
y THnrtiren la^t Um aber btefii ®erabe }u jte^en ; braucht man nuv 
)tt brmerfen / 1) "bap fte auf bem ; jmtfc^en bem %ifangd))unlte unb 
bem fHintte (l^ij) (i#genb^ {Rabtu§t>ectot fenfred^ t{l> unb 8) baf^ bte 
&«tfecmtng be$ 7(nfangd^unfte6 wn bem fünfte , in Y»el(^m- fte 
bt^n 9^(d)tuSole€tlMt fb^netbet, eine britte ^e^ottio^e ju bem bcSi^ 
»effer beS gegebet^ Jtretfe§ unb ju bem 9tab{u^t>e€tot felbfl % ' 

SBa$ bte ®(et^ng (29) anlangt^ fo gibt fte immer bieftrlbt 
Sink/ man mag bie (Soorbtnaten be$ $unfte§ ($5 17) ober (x, yl 
att iDerdnberltd^^ betrad^ten unb fte brfiA in jlebem S^Ik/ mie mt^ 
p enmorten nntr/ eine burd^ ben 2(nfang§)»unft ge^nbe ®erabe Qix%. 

Seif^iel 2. fBitradl^ten Xfixx bte bur^ bie enblid(^e ^eir 
^tmg: 

(80) ' ^ar«4-2Bxy+(?y«=Jif 

au^ebrütfte @IIlp{e ober «|)9))erbel^ fo iß bie Stf^reniialglteidi^ung 
biefer 6urt)e: 

(Sl) (^ar + By)dar + (Bj: + Cy)dy = 0, 

ü)!an erl^alt alfo für bte ©leid^ung ber Sangente im ^unft^ 

(32) (^ar+ßy)(|-a:) + (Ä^ + Oy)(ii~ff)=0, 

•bwtt^ 

(SS) ^j:| + B(y|+ari,) + Cyii = Jir; ) 

unb für bie @(ei(^ung ber 9lotmale: 
(34) (^a: + J5y)(i7-y) = (ßa: + Cy)(|-:r). 

•SBemt man in ben ©leid^ngen (S2) unb (33) bie (Soorbinaten 
x^ y aUetn atö t>eranberltc^ betraq^et/ fo bruA bie erfte eine c^ 
lid^e 6urt)e/ n)te bte gegebene/ an^, n)0))on ein £)ur(^meffer mit bem 
t)om XnfangSpunfte nadp bctn?)uR!te (S,iy) gejogenen- 9fabiu$t)ector 
jufsmmenfaat unb . bie iK>ette btudft eine gerabe Stnie Vtu^ , wtld)z 
man nur ^ conjbuiren braucht/ menn man buxti^ ben ^hmZt (I9I}) 
eine Tangente an. bie ge^bene 6Ui})fe ober Sgfi^/pixbd jtd()en n^tlb . 

SBenn bie ©Uipfe ober Apperbel auf il^re Xjcen unb i()ren SRifci 
telpmA belogen n>trb/ fo ^t iJS^re ®leid^ung bte Sorm: 

(») -^il-ii,, • 

wo « unb ^ Ne Sänoen ber iMäitoren ktet^jinen. 3(tilbann «eu 
wonbett fM^ bte ®ltm»& i^ im 

ttm bte buiüd^ biefe le^te ®letd()ung auSgebrucfte ©erabe, n>enn 
bie (faarbinateti x^ y aOein alf «eränbertic^ betrachtet tvetben/ %u 
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cw^trcn, braui^t miut mir^bie :f^unflr )h ^4ftH, tot St birIQMt 
»nftßct. 9tun latftn {üft «bec bK^ ^Juntte lcKf»t fluten, »tflM 
AAf^jTz unb £3r&iitate ietxS berfflbfti , b« fie (a&gtfefien Dorn 3ti> 
4[{^) eine btittt '^xiV'^'^imält ju einer ber jQoibatm unb ber ^ 
feige Dbei £)tbinntc M ^unlteS (|, i]) ijt, vom Bett^en obfha^tr^ 
hcnr^Iben SSertI) be!;ält, n>mn man fiit ble gQipfe ober ^nl)eib(( 
cmen ^reiä fegt, ivelE^tc eine ber %nn ia,%b jum 3)ui(^mef|er 
^. . Slit^mt man j. iSB. an, büß bte @uct>e eine (SQtvfe i^ stib 
man befc^trcibt biei Greife, ipobon ber S)iirc()mef|er beS erfhn bec 
T(rt.-2n, ber be§ pciten ber tjx »i unh bet be« brttten bem wm 
- ^tnfa^igSjJuntte nacb bem Spuntte(|,i;) gejojenen StöbisBwttor gleii^ 
10 ; fp btaud)t mo», um bur^t biefen $un(t an bic SUtpfe, tine 
Xiuigente ju jie^en unb bie JBerü^rurtgS^unftt )u befhmmen, nur 
^n^unft, ne bie, bie £)ur<4fd)nittgt)un!te be( erfltn unb brttten 
j^ieifeS »etbinbenbe ©efjpe bie 3(re ber ar trifp, mit bem ^nftt, 
tDo bie bte Suriifcijntttgpunfte beS jiveiten unb britten ^retfeft ttfU 
btnbenbe @eE}ne bte %te ber y fcf^neibet, jju tjerbinben, unb al$bann 
fc^neibet biefe @erabe bie SUipfe in btn »erlangten fünften. 

'JBtifptel 3. SSetrai^ten wir nun bie burc^ bte enblit^t 
®[eii*unfl : 

(87) y' = 2p;r 

«U^gtttüAe Parabel, fo ift bie S^ifferenjidtgreidiung biefer Surve: 

(38) .. ydy = pdx. 

aRon.ftnbet olfo für bie @leid)ung ber Sansente im ^itRi 
(x,y)'. 

(30) »(1-S)=P(|-^), 

ober: 

(40) yi?— pl^/ia:, 
unb'^ bie ®tei4>ung bec 9IormäIe: 

(41) y(|_^)_]_p(q_y)=:0. 

SÜenn man in ber (SEeid^ung (30) bie Soorbinaten x, y allein 
«l« tteronberlic^ betrachtet, fo bräcR fie eine Parabel Don berfeCbflt 
%oxm aU bie gegebene m^, unb beren, ju ber Hft ber z poraOtie 

2():e mit ber ®eraben i(=-^iUfanimeHf(iUt. Unter berfelben «e))i» 

flUrtfl brÜtft bte'@[ei4)un9 (40) bie ©erabe üu§, roorin bie ©eriif)' 
rungSpunfte ber buri^ ben f)unft (|, t}} an bie geaebene $ärabt[ 
, fleiogenen beiben SJongenten liegen. Um aber biefe ©erabe ju co» 
puicen, braucht man nur ju bemerfen, bog fie bie 'S.tt ber Jr'fK 
bem gjunfte fc^neibct, beffen 3tbfciffe = — »j ifl, unb bie Ztt WP^*' 
in einer boppttt fo großen Entfernung Bom infangSjsunfte al8 b« 
Sänge beS oom JBrenn)}untte auf ben vom '2[nfangä))unftt nacff'^nt 
fünfte (|, Tj) gejogenen JRabiuäsector gefällten ^erpenbifetö. 

ißcif))te( 4. a3etrad)ten n)ir ie|t bie @iir»e,> velc^e bie (os 
garitf)mtf(^e Su^ve genannt wirb, unb beren iDtbinote bcwSt^ 



I 

garttl^mttd ber }uael^ortgen X^cMe deicb ifl« Skm bte SoMvcN^« 
men in bem @9(teme t>on ber JBaftd wd( genommen unb burcp ba^ 
3eicl[^en £ angebeutet xotxbm, fo ftnbet man^ n)enn man ber ^urje 
toegen 

fe^t/ für bte enbltcl()e ®(etcl[)ung ber (ogantl^^mtfc^en 6urt>e: 

(42) y = L(;r)i=:a/(j:), 
unb für bte jDifereniialgletc^ung biefer Qmu: 

dx 

(43) dy=^a ober ardjf =adx* 

X \ 

£)ie ®(etcl(^ungen ber Xangente unb ber 92ormaIe toerben alfo: 

(44) ar(iy — y) = a(| — a:), 

ober: ^(^2 + 0— - J() = o|? 

unb : 

(45) ar(|-a:) + a(ij-jf) = 0. 

SBenn man bte Soorbmaten |^ ij al§ conflant unb bte Goorbk 
naten ar , y al^ t)erdnberlic^ betrachtet / fo brucft bie ®let(|)ung (44) 
eine gteld^feitige ^pperbel au§ , beren Xfpmptoten bte 2[)ce ber y unb 
bic (§erabe y = a + ij finb, unb bie ®(eid)ung (45). eine |>arabel> 
beren %%t \\x ber 2(re ber y paraQel ift. Sbiefe |)9perbel unb Parabel 
[d)neiben bte logaritl^mifd^e ßurtoe in ben |)unften ,^ wo fie burd^ bie 
tn bem fünfte (t, y) jufammenlaufenben gerablinigen S^angenten 
unb Slormalen gefc^nitten wirb* 

SSeifpiel 5, JBetradjjten wir ferner bte Suroe, beren ®lels 
c^ung iwtfd^en red^^twtnKtgen Soorbtnaten folgenbe ijl: 



(4«) ^ = tan, L[.^Ü^l±^l 



obert 
(47) aVQ ««%((--)) = l yTi^^ + »') - ^ (ß) 

9Kan überzeugt ftd^ leidet/ bof btefe 6urt>e ju ber ®attung ber 
fogenannten ©piralen geJ^ört, baß fie um ben Änfang^punft eine 
unenblid^e Xn^al^l t>on Sßtnbungen ma(i)t, unb baß'fte enblic^ um 
ben 2Cnfang6punft gcbrel^t unb oerrucft wirb, ol^ne if)vt gorm ju 
oeranbern, wenn bie ßonßante B il^ren äSert^ anbert. ^itjt 6urt>e, 
mld)t bie logaritlE)mifc^e Qpxxalt genannt wirb/ ^at folgenbe 
£)tfferenjtalgletc^ung : 

3 



N 
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m 

(48) xdy — ydx= a(xdx-^ydy). 

Unb folglidS) tpirb bit ®lciclS)ung bcr Tangente xinb SRormole refp. 

(49) Xfi —y^ = a[xQ — x)-{'y(7j^y)], 

unb: 

(50) xi^-x)+y(ri-^y)+aixri-y^)=±0. 

SSBenn man in biefcn legten dornte W x, y allem aU t>txänUxi 
tid) btttaä)M, fo crt)d'lt man bte ©Icid^ungen jweier Greife, wtUi}t 
ben t)em 2fnfang§punfte nac^ bem ^ntlHe (| , i?) pei^ogenen JRabiu^ 
t>ector jur gemcmfc^afttid&cn ©el^ne l)dbtn, bercn i©urd^mcjTcr man 
crl^d'lt, wenn man biefcn JRabiu^Dector fucceffiüe bntd) bie >eiben 

Xu6brucfe V^HM — ö-\ V^(1 + ö^) multiplicirt, unb xotld)tman 

conjiruiren fann, wenn man über ber gemcinfdfjaftlid&en @ef)neÄrei§5 
abfd^nitte befd^veibt, weld)e jwei 2Bin!et faffen, beren trigonometrifd^e 
SSangente unb (Sotan^ente refp. ber ©rö^e a glei^ ftnb, 2)a bic in, 
JRebe jie{)enben Greife bie logaritl^mifdje ©ptrale in allen ^unfterc 
fc^neiben, wo fie r>on aUtn im fünfte (|, i?) jufammentaufenbeirt 
S£angenten ober 9lormaten getroffen wirb, fo geben fie ein leidjjtc:^ 
5Kittel an bie ^anb, biefe ©eraben ju conjiruiren. 

3um ©cbluffe biefer SJorlefung wollen wir nod) bemerfen^ ba^, 
wenn bie ^atbaren ber pofititjen o: unb y, ftatt auf einanber fenfred^t 
ju fein, ben SSinfel 8 mit einanber bilbeten, man für bie ®lti(i)Virts 
(1) folgenbe: 

. . siuw _ Ax 

^^^^ siniö'-w) ~ /\x ^ 

fubjlituiren mufite, wclcbe man erhielte, wenn man baS ©reiedf betrad^- 
UU, woüon jwei Seiten burd) bie ä^^btenwertbe t)on /^x^ ^y auSgc- 
brfidft werben, unb biefe Seiten mit ben ©inuS ber gegenüberliege rt^ 
ben SBinfel t)erglid()e. *ÄlSbann mügte man für bic ©Icid^ungcn (&)/ 
(7) unb (10) bie fotgcnbcn fubjlituiren: 

.p,^x sin ^ , tangrif 

^ «m(d — ^)""^ sind — cos d.tang^' 



(53) 



(54) 



Tj — y sintl^ 

sin (ip + -3- ) - 



; 9lun wirb aber bie trigonometrifd^e SEangente ber SReigung t b^^ 
gegebenen ßurt^e gegen bie Äjrc ber x t>ermoge bet gormcl (6(9? 
burdf^: * 
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(55) *«»^*=l+7^ = ±tangt 

befKmmt. 

SSerbinbet man ferner bie gormeln (52) unb (58) mit cinanbcr, 
fo erhalt man, wie au erwarten war, bie ©leid^ung (8) wieber, 
weld^e immH bie ber äangente ber 6urt>e ifl. @(tminirt man enblid^ 
tan^ ^ {Wtfcben ben f$orme(n (54) unb (55), fo tcf)ält man für bie 
®(etcl^ung ber 9lorma(e: 



(56) 



fl — y 1 + y cos & 

I — X y' + cos d 



Zweite ä^orlefung. 

Son bcn Sdngen, welche Subtangentcti/ ®ubnon»a(en / Sam 
gcnten unb 9lormaIen ber ebenen 6un)en genannt werben. 



SBenn man in ben ©leid^ungcn (8) unb (11) ber t>orbetgebeiu 
ben Sßorlcfung | unb iy allein als t>erdnberlid^ betracl[>tet, fo brucfcn 
pe, wie gejeiat »orben, bie burdj) ben^unft (^»y) gejogenen Sam 
genten unb STormalen einer ebenen 6urt>e au^. SSenn man in biefen 
©leidj^ungen ij = fefet, fo ergibt \id). an^ ber erften: 

(1) ^^^ = f-' 

■ _ 

unb aud ber jy^eiten: 

(2) i-x^ytf. 

Jg>ieraud folgt , ba0 bie Sablenwertbe ber 2Cu§brit(f e : 

• ' y j 

bie auf ber %xt ber x jwifc^en bem gugpunfte ber Drbinate y unb 
ben ^rnilttn, »o btefe Jtre t)on ber SEangcnte unb 9lormale ber 
6urt)e gefc^nitten wirb , * liegenben ©ntfernungen au§brucf en. 3>iefe 
Entfernungen »erben bie ©ubtangente unb ©ubnormale ber 
Surt)c für ben ^unft (.r, y) genannt. SSenn man alfo bie ©ubnor^ 
male mit U unb bie ©ubtangente mit V bejeicbnet, fo \^<ki man: 

<S) U=±y^, (4) 'V=^±^, 

wo bie Seicl^en fo gewählt werben muffen, baß bie SBerüS^e oon U 
ViXii V pofttit) finb. 

@§ ift ju bemerfen, baß bie Srbinate y, "odn ibrem äeicben 
abjlrabirt, ber mittleren geometrifcben ^proportionale jwifc^en \>zxi 
beiben Sängen t/unb V gleicb ijl, weil biefe, mit einanber multiplt: 
cirt, y^ jum ^robucte geben. 

2)ie auf ben 9{icbtungen ber S^an^ente unb 9lormaTe jwifd^en ber 
Q\xvot unb ber Ttre ber x liegenben gangen werben bie 8dnge ber 
S^angente unb hxt Sdnge ber.9lormale ober blöd W Xan-^ 



— 37 — 

Sente unb 9{orma(e ber 6un)e genannt ®te bt(bcn bie ^^ote^ 
nufen jn>et re^^hotnf (tger :3>retedFe/ beren itaf^eten ber abfohtte SSertfi 
bet £)rbtnate y unb bie @ubtangente ober @ubnormaIe ftnb. 

SBenn man alfo bie ä^ongente bmä) T mb bie 9lorma(e burdb 
N bejetc^net/ fo t)at man : 

unb fi>(g(tdt^ : 

(5) N = ±yyril-W). 

(6) T=±y\/(l + ^y 

wo fcaS Srfc^^n ;|- ober — genommen »erben mn^, ienadj^bem bie 
jDrbi»: tte y pojtti\) ober negati\) ijl. 

2)ie ®Iei4)ungen (3) , (4) , (5) unb (6) f onnen oucb Uiä)t an^ 
ben gocmeln (JS) ber oorl&erge^enben SSorlefung, worin r bie Sleis 
oung ber gegebenen Suri^e tm fünfte (x,y), b. b* ben omt ber 
3^angente unb ber ICre ber .r gebi(beten fpi^n SßinFel bejetdE^net/ 
abgeleitet werben. i)enn in ben recbtwmfligen ©reiecfen, beren 
^p)>otenufen bie Sangente unb 9lormaIe bilben, bilbet bie gemeins' 
fq^afttid^e ®titt , t. b- bie auf ibren 3ab(enwertb rebucirte Örbinate 

y offenbar mit ber ZanQtrttt einen ®infel = -5 — t unb mit ber 

9iorniale einen SBinfel = r. ßonjhuirt man nun einen ÄreiS, beffen 
SRittetpunft in ber ©üifee ber Srbinate liegt unb beflen ^al6me|fer 
btefe Drbinate felbfl i\t, fo ^\)t man leidet ein, bap bie SBerbaltmffe 
ber ©ubnormale, ber ©ubtangente, ber Slormale unb ber Stangente 
jum ^albmejfer be§ ÄreifeS refp. burcb: 

taJigzy cotty sectj cosect^ 

auSgebrudft werben. Solglicb werben bie ©ubnormale^ bie ©ubtons 
gente, bie 92ormale unb bie S£angente refp. burdb bie äablenwertiS^ 
ber ^robucte: 

(7) y lang z^ y cotang t , y sec t unb y cosec v 

ouSgebrücft, ober wenn man bie gormcln (6) ber t)orberaebenben 
SJorlefung berucf (tcbtigt , bürdf^ bie 3ablenwertbe ber Äuöbrurfe: 



(8) 



yy", |r, yyTa + y''), ys/i^ + J^} 



SStifpitl 1. SBenn bie gegebene Quvot ber burcb bie ®lets 

cbung: - . ' 

(9) .a:2 + y2 = ß2 

ouSgebriidfte Äreiö ijl, fo werben bie SBertbe t)on t7, V, ZV, T refp. 
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ao) v=±x,r=±(^-x), 

iV= B, 5™= + A(B« _ ar«)'(.. 

©tc ©ubnomtate 'rebucirt fic^ alfo auf ben ^affmxotttl) ber Tibi 
fctffe unb bie 9lorma(e auf ben ^albmeffet / xoa^ leicht )9erl()er)ufe^en 
war. 

S3etf))tel 2. 3Benn bte gegebene 6urt>e eine imä) bte'®le& 
d()ung: 

ouögebrßcfte eUipfe ober ^9i)erbel ijl , fo finbet man : 

^u§ ben t)orl^ergel()enben ©(etd^ungen folgt: 1) bafi in ber @(s 
lipfe unb ^ppcrbef baS SSerbd'ltnip ber ©ubnormale jur 2tbfciffe eine 
conjlante ®ro|e x\\, unb 2) bag bie ©ubtangente t>on ber mit b be^ 
Xeicl(>neten ^albare unabhängig ijl. 2)ie ©ubtangente \)at^al\o in 
ber euipfe, beren ®leicl[)ung 

ijl, unb in bem um ben 2Cnfang§^)unrt mit bem ^albmeffer a bes 
fd^riebenen Greife benfelben 2Bert^. 2)iefe S5emer!ungen geben ein 
lei(^teS ÜRittel an bie^^anb, bie ©ubnormalen unb ©ubtangcnten 
ber burdf) bie ®leicl^ungen (11) unb (13) au§gebrucften . Surfen ju 
conjtruiren. 2BiU man j. S5. ben25urclj)f4)nitt^punEt ber 'Are ber o: mit 
ber bem fünfte t>on ber Tfbfciffe x entf^jred^enben Slormate l^aben, 
fo braucht man nur ^ auf ber *Äre 26 t>on einem il^rer ©nb^unfte 

aus eine Sdnge = —5- b ju nefjmen unb bann burdf) ben enbpunft 

biefer 8dnge eine parallele -ju ber ©eraben, weld^e ben ßnbpunft 
ber %xt unb ben gug^Junft ber £)rbinate y üerbinbet, ju jiel&en, 
weld^e alSbann bie llxt ber x in bem verlangten fünfte fc^neibet. 

SSeifpiel 8. SBenn bie gegebene Gunoe bie burdj^ bte ©lei^ 
tl^ung : 

(14) y'^=:2px 

duSgebritcfte $arabet tft/ fo finbet man: 
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(15) U=p\ V=ix, IV^=/(p+2^)*^r==*t*(.r+|.)*. 

Sn bcr Parabel ijl alfo bie ©ubnormalc conftant unb Vxt ®ubs 
tangcnte ba6 2)oppelte ber ^bfcifTe. 2Mcfe SSemerfungen oebcn bie 
befannten Siegeln jur Gonjhuction ber $Rormale unb ber äangente 
ber Parabel an bie Aanb. 

JBeifpiel 4. 2Bir wollen in ber ©leidj^ung (42) ber t)orl()ers 
gel^enben SSorlefung bie beiben Goorbinaten x, y mit einanber t)ers 
taufd^en unb wieber L(e) = a fefeen, fo brßdft bie ©lei^ung, 
weld^e man erhält , nd'mlic^: 

(16) x=^L{y) ober or = a l(y) 

bie logaritbmif^e Gurce in einer mntn gage au8. 9hm folgt aber 
au§ ber ©leic^ung (16) : 

X 

(17) y = e" , 

1 - 

(18) 17=— e"«", F=a, N=|-e" -/"(a' + e"^), 

Sn ber burc^ bie @(eic^ung (16) auSgebrucften (ogaritl()mifd^ett 
6un>e ift alfo bie @ubtangente con^ant unb bie @ubnormate bem 
jtluabrate ber Drbinate proportional. 

S3eifpiel 5. SBir wollen annit)mtn, ba^ Dom TCnfongSpunfte 
ber Goorbinaten auS auf ber «^albare ber po{ttit)en y eineSdnge =A 

Benommen fei/ baß man ferner au§ bem obern' ^nbpunfte biefer 
dnge mit bem ^albmeffeti R einen ^reiS befd^^rieben f)abt, welchen 
man alSbann auf ber iixt ber x fortrollen läßt. Sn biefer iSewes 
gung befc^reibt ber im erjlen Tfugenbticfe mit bem 2£nfang§punfte^ 
ber Soorbinaten jufammenfaUenbe ^unft be§ Äreifeä eine frumme 
Unit, weld^e man (Spcloibe nennt, beren ©lei^^ung kid)t auf 
folgende SHJeife erbalten werben fann. 

SDBd'brenb ber ^reif auf ber Xre ber x fortrollt/ bewegt fiä) 
fein WitUipnntt parallel ju biefer 2C]ce , . unb ber ^albmeffer / weis 
dber im erjlen Xugenblicfe nad^ bem ÄnfangSpunfte ber ßoorbinaten 
incj, brcbt ficb um ben SKittelpunft beS ÄreifeS/ inbem er einen 
efldnbig junebmenben äBinfel befc^reibt. £>urd^ co wollen wir biefen 
SBinfel, burd^ |, r^ bie Socrbinaten beo ^reiSmittelpun!te§ unb burdi> 
x,y bie Goorbinaten beS @nbpun?te§ be§ beweglidf^en ^albmcjferS, 
weldS)e jugteid^ bie ber Gpcloibe {tnb/ hmid)ntn. £)er S3ogen be^ 
ÄreifeS ^wifcben bem erwäbnten ßnbpunfte unb bem fünfte/ wo 
ber Ärei§ bie 2Cre ber x berührt/ f)at offenbar ba$ ^robuct B^ 
jum ^aa^t, unb ba bie Derfc^iebenen Zt^tilt bufed 93ogen8 nadf etm 
anber auf ben gleid^en Xi)tiltn ber Tlxt ber x jwifd^en bem 2Cnfang$s 
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ttimfte imb beut IBitütftm^fi^ntU gek^ett ^htn { fo 1)at bit aetabe 
SJerbutbungdtinte btefet beibett ttiitm Dunftt; ober n>aS baffelbe v(l, bie 
VbfcifTe ba Sni^ittüipunfta ebenfaOd eine Sänge = A co. Sltmmt 
man nun ber SBequemltcbtett b^Iber an, baß ftcb ber ^retS nacb ber 
9{td^tuns bef ))o{ttt\)en x fortbewegt ^abt, fo finbet man, 

Setner tfl ftar/ bag bie a(gebratfclt)en ^rojectbnen be§ betoe^Ii^ 
(^en wabiuSoectorft auf bie Xren ber o: unb y fowobi bur^: 

cii burdl^: 

— ÄÄWic», — Rcoscn 
auSgebrficft werben (Snnen. 9Ran ^aX alfo: 

(19) a:— 7S = — Äriiiia, y — ij = — Äco«©,, 

unb fo(g(t(b: 

ar = | — Rsinm, y=:ri — Rcosca. 

Steraud fotgt/ wenn man für { unb 17 ibre obigen SSertl^e 
fefet: 

(5J0) x = R((o — sinc}\ y = ß(l— co*ci). 

5roan braucht bie beibcn t>orber3et)enben gormeln nur auf bcn 
8aD )tt erfhrecfen; wo cd ne^atio wirb, um bie ßoorbinaten ar, 1^ 
ber auf ber Seite ber negatwen x liegenbcn ?)unfte ber ßpcloibe, 
b.-b. ber fünfte, mit welchen ber ßnbpunft beö beweglichen S^tbs 
' mejjer« fucceffwe jufammenfaKt , wenn ficb ber Ärei§ na^ biefer 
©ette beweot, ju erbalten. 3icbt man nun au^ ber jweiten ber ©leis 
d^ungen (20; ben SBertl() t)on o unb fubflituirt il^n in bie erjle, fo finbct 
man 1) för SSBertl^e be6 SBinfeK o jwifc^en ben ©renjen o unb x: 

(21) ar±=Äarcco5-^^^— V^(2By-y2); 

unb t), wenn n eine ganjc ^x\)l bejcicbnet, unb ber SGBinfel o jwt- 
fc^en ben ©renjen + nz, ± UTC-^st angenommen wirb: 

(22) x = R[arc cos (^"^y^co^^^ _ ^^^^^ ^^^ Jly-y^). 
gilr bie gormein (21) unb (22) fann man folgenbe fe^en: 

(28) x = R arc cos ((.^^)) ± V^(2 ß y - y^% 

worin bie SSurjelgr^ße mit bem äeic^e^t + ober r- genommen wer« 
ben muß , lenadE^bem ftcb bad SSer^ditnifl : 
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areea$({-^y)-arec0*(±^-^) 



% 



auf tme ^<i^ ober an^etabe "^cS^X rebuctrt. j&ie fSMAfm^ 
(23) brtiift bie game S^clotbe au$/ tDd'brenb bu ®(et4iungen (21) 
unb (22) n«r SCbetle btefer (Sur^e au^brutfeit/ n)e(c^ ii^ifct^ett gcs 
notffen ©itnjen Itegenben äBertl^en t>on <S enttoredj^etu » 

SMe S3<ifU ber Spdoibe tft bte getobe Sntie/ noorouf man bot 
erjengenben JCtetö fortrollen läft, unb «oelcbe n>tr jur ](it beror ge* 
nommen ^aben. 

SBiH man bie ©^enfdi^afiten ber Gpcloibe unterfuhren/ fo fann 
xa<xn entn>eber bte ®let(^ung (23) ober ba§ @p{lem ber ©letcbungen 
(20) ann)enben. 2tu6 biejen ©letc^ungen ergibt ficb letd[rt/ bafi bte 
ß^ctotbe oud unenbltc^ t)ielen/ etnanber gtetcben 3n>etgen bejle^t, 
beren auf ber %xt ber x Itegettbe Snbpunfte ben 2(bfctffen : 

entfpred^en unb tooioon ieber burd^ eine/ einer ber 3(bfci{fen: 

entfprec^enbe £)rbinate in jwei fi)mmetrifcbe Wc^vXt getbeitt wirb, 
ferner tx\^SSX man, wenn man bie ©leicbungen (20) bifferenjirt/ 
mbem man x a(§ unabl()ängige SSerdnberlicbe betrachtet: 

. (24) da? = il(l — co5ö)do = i^rfa), dy^=Rsinmdo, 
(25) V— ^y = Jt^tVto _^ %/^(2fly — y^) 

^m ^ot fotgltdl): 

&\Uid) folgt au3 ber Formel (25) in SBerbinbung mit ber er« 
ften ber gormein (19) : 

(27) I — a: = B «w o = y y', 

»0 J bte 2tbfciffe beS 2Rittel})unfte§ be§ erjeugenben Äreife^ ober 
bie Xbfctffe beö ffierü^rung^^junfteö biefeS Äreifeä mit ber Hxt ber 
X ijl. 25a nun biefe 'Äbfciffi; üon ber nic^t Derfc^ieben ifl , welche 
bie ©leicbung (2) gibt, fo fallt ber erwolfrnte a5eru^rung§i)unft 
not(^enbig mit bem ^punFte iufammen, wo bie %re bfr x t)on ber 
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9torma(e ber '(Spttoibe ^^efd(^nttten tmib. S^ftwa ergibt ^6) leidet; 
baß/ Yoenn man in bem ^rjeHaung^freife tber S^cletbe einen, ^u ber 
TLxt bet jf }>araUelen :3>urd^meffer jte^t, bte 9{ic^tungen ber Slormate 
unb Tangente an biefer 6urt>e but4^ bte @eraben angegeben mxi 
bett/ xotl^t Don bem auf ber Qnvot genommenen fünfte (x^y) nad^ 
bett betben (Snbpunften be$ £)urdS)meJTer$ gebogen ftnb« Serner tooU 
(en mx btmerten, baß bte Sänge ber 9lormale (jeYiau ber @e^ne 
gletdl^ iflv YoeUl^e in bem Srjeugung^hetfe bem 3Btn!el C9 entf))ric^t 
unb ba^i man, um bte @ubnorma(e ber ß^doibe ju txf)aittn, nur 
ben öom fünfte (|, rj) nadf bem ?)unfte (a:, y) gejogenen bewegfe 
d)tn ^albmeffer auf bte %xt ber x ju projictren brau^^t 
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«Dritte ^orUfung» 
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SRUtelpunhe^ I)ur(i^nieffer ; Hxen unb 3fft)m}>toten fcer fbenen 

6urt)en* 



Unter btm !D!tttelpun!te einer thtmn 6urt)e Derfte^t man 
einen ^unft öon fold(?er ffiefc^affenl&eit, baß bie üon biefem ^nfte 
nadS^ ber Qm\>t gejogenen 9{abtent>ectoren ^aam>etfe einanber ^Uid) 
unb nad^ entge^engefegtem @tnne ^txiö^tet ftnb. 9Benn mt ebene 
Suroe einen ^tttelpunft f)at unb man loerlegt ben ^nfang§))unft bet 
^oorbinaten in benfelben, fo n>trb bie ®(eidj^ung ber 6un)e nicbt gt^ 
anbert, wenn man barin —x für x unb — y für y fefet. SBerni 
ber SRittelj)unft ber 6urt)e mit bem fünfte jufammenfäUt, beffen 
ßoorbtnaten a unb 6 jinb unb man fefet atöbann jf — 6 = t (a: — a) 
ober: 

y = b + t(x--a), 

fo ergeben fid) an^ ber ©leicbung ber Qnrot für jeben SBertb t)Dn 
t mehrere 2Bertbe für x — a, woDon einige fid) auf 9luU rebucirett 
tonnen, wd'brenb bie übrigen paarweife einanber gleidi^ finb unb en^ 
gegengefe^te 3«id^en böbem 

Seifpiele. I)ie Surfen: , 

Ax'^ -j- 2Bxy -|- Cy'^ = Kf y = a:*, y« =a:^,.., 

baben ben gemeinfcbaftli^en ?Cnfang§pun!t ber Goorbinaten jum 
SRittelpunfte , »d'brenb bie 6urt>en: 

(o: - a)^ + (y - 6)^=l^^ y - 6 = (a:--a)3, 
(y — 6)» == (.r — a)*, u. f. ». 

ben ?)unft (a, b) jum gemeinfcbaftltcben 9Rittelpunfte b^ben. 

eine Guroe fann nmnbüd) t>iele SRittetpuntte \)abm. @o f}at 
j. SB. bie burcb bie ©leicbung : 

(1) y =^ sin X 

au§gebrucße 6urt)e, welche an^ unenblicb t>ielen, einanber al^Iicbett 
unb abwecbfelnb über unb unter ber Tixt ber x liegenben JBoges bes 
jlebt, ni(^t WoS ben Xnfang^punft ber Goorbinaten jum SKitteU 
punfte, fonbem auc^ jeben ber fünfte, xoo fte bie %xt ber x ^ö^Vp 
bet. £)enn bie ®(eicbung biefer Gur\)e t)erdnbert ibre Sorm hiebt/ 
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wenn man ben Xnfangdpunft in einen btefer 9>ttnfte ryttltfit, b. f). 
xotnn man x um eine ®röpe = nx, xoo n eine beßebtge ganje 
3abl bejeic^net/ wacbfen ober abnehmen tä^t 

Sebe burcb ben Wittüpnnlt emer ebenen (Surt>e gejogene ©e^ 
rabe ifi ein ^ur^^meffer btefer 6un>e. 

Unter Xre einer 6urt>.e Derflebt man eine ©erabe^ n>el(be biefe 
<Sttn>e in jwei fymmetrifd^e S.\)ült tbeilt. SSenn eine jfolcbe ®erabe 
AU bet Xre ber 2(bf€tffen oberJDrbinaten ^tnommtn xoixb, fo tnU 
fptedftn lebem SSertbe t>on o: ober t)on 1/ )n^ei g(eiclt)e SBertbe t)on 
y ober Don x mit entgegengefel^tem Seicpen. 

fi3eif)()ie(e. :Die $arabe(: 

Ifat nur eine Vre ^ n>elc|^e mit ber Tin ber x {ufammenfoUt. 
2)ie CBi})fe ober ^r)ptthü: 

x^ «^ 

^2 3: J2 — Z A 

Ifot mtt Tlvtn, xoü^t mit ben Goorbinatenairen jufammenfaOen. 
jbte ourcl^ bie ©(eicbung (1) au6gebrucfte 6urt>e bot unenbtitb t^iele, 
jtt ber Zxt ber y parallele 2Cren, xodd)t 2(bfci{fen t»on ber Sorm: 

entf^redf^en, »0 n eine beliebige ganje 3abl be^eidf^net. @o oft fid^ 
mti Tix^n einer (Sunoe unter einem rechten SBtnfel \ci)mibtn, i{l il^r 
fcurcbfcbnittöpunft ein SKittelpunft ber 6urt>e. 35enn nimmt man 
fie ju btnUxtn ber x unb ber y^ fo fann man 1) — y für ^ unb 
2) — <2rJ5r x fc^en, obne baß bie ©Icid^ung ber (Junoe t>eranbert 
wirb. 3Ran fann alfo bie Seichen ber beiben Goprbinaten x^ y ju 
gleicber Seit öerdnbern, xoüd)t^ binreicbcnb ift, um barjutJE^un, ba§ 
ein !Kittel|>unft mit bem 3(nfang§}junfte jufammenfdllt. 

Unter Äfpmtotote einer ebenen 6urt>e öerflebtman tixu (Serabe, 
welcher pcb biefe (lurt>e unbeflimmt ndbcrt, obne fie jematö treffen ju 
fJnnen. & ijl nid^t fcbwer , bie Äfpmptoten einer, burd^ eine ©lei^ 
4iung jwifcben 2n)ei red^tminfligen Goorbinaten x, y auSgebrucften 
6un)e*iu ftnben. S>tm\ betrad[)ten roix iüüorberjl bie nicpt ju ber 
Hxt ber y i)aralleten t^'gmptotm, unb e§ fei : 

(2) y = kx+l 

bie ©leid^ung einer bcrfelben. 2)ie ber 2Cbfciffe x entfpredbenbe Sr- 
iimtt ber gegebenen 6uri)e muß ftdf) für febr ^roße 3alS)lenn)ert^e 
t^on X fajl auf bie Srbinate ber Äf^mptote rebuciren unb unter ber 
jorm : 

(«) y = kx-\'l±B 

frfdi^einen, wo + e ein ®lieb bejjetdl^net, »eld&eS mit — toerfd^wim 

X 



t 
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bet Safit mm nun ^ gegen b!e (Srenje 9htU cont)ergtren , fo ers 
gibt ficl^ fuccefpi^e ouS ter ®tei4^g (*): 

(4) ,ifo|X=|te(jfc+iil) = lr, 

(5) /iiii(y-ix) = te«(l±€) = l. 

Um alfp bte Sonfiante l )u I^tmmen, krmtd(^t man in ter 

&lti4jmg. bit QuxH nur -^ = « ober : 

X 

(«) y = sx 

in fe^en unb bann bte ©tenje ober ©renjen m fadftn, gegen xoMtt 
bte IBerdnberltd[)e « cont>ergtrt/ n>a^reilb ber Bal^lenwertlS^ \>on x uns 
befitmmt loäd^fi. 9{ad^bem man bte ßonftante k gejfunben %^f er« 
I)ält man ferner bte Sonflante 2, wenn man in ber ©leidt^ung bct 
6un)e y — Ä;ar=t ober: 

(X) ^ » = ia: + e 

fefet, unb bie ©renje fud^t, weldj^er ftd(> i o^ne ©nbe für befianbig 
wad^fenbe ®ertl)e ber SJeranberlic^^en .r nd^ert. Sebem ©^peme 
enb(tcl()er 3Bertl()e ber ®ro^en k unb f entf][)rtc^t atöbann eine *2(f9m)h 
tote ber gegebenen 6un)e. 

@cl{)ließt man auf btefelbe SBeife / tnbem moxi aber bie Serfim 
beriid^n x unb y mit einanber oertoufcbt, fo finbet xsi<m, offenbar 
bte }u ber %rt ber x nicbt })arane(en 3tft)mptoten, 

S5 e i f j) i e l e. »etracfyten wir bie logaritbmtfc|^e "8inie : 

(8) , = ^% 

fo \i^txi wir xxi biefer SBorau^fefeung : 






^' 



X X 



unb wenn wir atSbann x gegen bie ©renje — ^ od cowoergiren lafs 
fen, fo ergibt jtcb: 

k = Km = 0. 

X 

Ttan fmbet alfo : • 

S)ie gegebene 6un)i b^t olfo bie 2Cre ber .r, beten ffe jW^.auf 
ber ©eite ber negattütn a: obne @ttbe ndbcrt ^ jwr Xfpijtptote. 
ebenfo ergibt ficb, bag bte (ogaritbmifcbe Sinie 

(») ' x = A^ 

bte Tfre ber y jur ^(fpmptote b<tt. 

S95ir wollen nun annebmen / ba^ bie ©lehbung b<r gegebenen 
6ur\)e unter ber gorm: 
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erfdf^eme, fo i|t bie SBeltimmung ber ^Cfpmptoten fcffv Uiä)t, wenn 
man f{x, y) tn mel()rcre Slbetle jcricgcn fann, »o\)on jeber eine l^os 
mogene Function ber SSerdnberli^en x^ y ifl. £)enn bejetd^^nen wir 
bie ®rabe ber bmd) • bte Berlegung ber gegebenen Function erbalte^ 
nen homogenen Functionen refp- mit m, n,.... fo baß folgltd; : 



^« • • 



(U) f(x, »)=x'»F(-f-) + x-f(|.) + etc. 

tft / wo bie ^affltn tn, n, . • . fo georbnet fnib / baß {le eine abne^ 
menbt SReil&e bilben ; fo wirb ber SEBertl^ t>on ^ = -^ bur(l(> bie ®liU 

4Hmg: 

a:*F(«)+a:*f(*) + etc.... =c, 

a«) F(*)+-jl^f(*) + etc = ^ . 

beftimmt/ Yoorou^ folgt/ Yoenn man —=^o unb « = Ä: fe|t: 

(18) F (Jfc) = 0. 

gerner/ »enn man ber ®roge k einen ber SBertlj^e beilegt/ »eis 
d)t ber ®(eicl()ung (13) genügen Knntn, fo toirb ber correfi)onbi^ 
renbe SBertb »on t = y — kx burc^, bie formet : 

(14) a:~F(A:+|) + ^-f(* + f) + etc.-.=c 

gegeben/ unb ba man t)ermö'ge ber ®lei<i^ung (18) 

.. K*+l) = F^(*+4)' 

^ot; wo eine Heinere ^aljl als 1 bejetc^net; fo ftnbet man auc^: 



ober: 



«—1 « F (i + ö■|^ + «" f (jt +i-) + etc. . . . = c, 



(15) «F(i+«|)=^^f(i+i-) + etc..= -^. 

®entt F' (ft) unb f (k) enbßc^e t)on SluU t)erfc^{ebene SBert^e 
t)aben/ fo ergibt ^6) ani ber t)orl()ergell^nben ®(etc^ung/ toenn man 

i=o ttnb et=lYeifet: 
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1) f& «(<«» — 1 . » . . . 1=0, 

(16) ( 2) för n = m— 1 ..'.../=— *^*^ 



F(it) ' 
S)f5rn>iii = l l=± cß. 

©em ijingcnommcnen SBcrtl^c t)on i cntfrric^t alfo in bcr crjhit 
SSorau^fe^ung eine burd) ben 2lnfans$|)untt geli^eBbe 2(f9m))tote ^ber 
bereu ©leic^ung bie gorm: 

(11) y = \ix 

%oXf unb in ber jweiten lüorauSfefeung mt %\xfcx^X\iit , beren ©leis 
djiung t>on ber gorm: 

f(ft) 



(18) y = Ä:a:~ 



F (jfc) 



ift. Sn ber britten SSorauSfelung entfernt p^ bie Xfpmptote unenb* 
X\i) weit üom ^CnfangSpunrte unb e§ finbet alfo feine jlatt. 

2>ie Elimination ber ßonflante k in)ifcl()en ben ®(eid^ungeh (13) 
unb (17) gibt bie ©leidj^ung: 



Ki-)='>. 



n>elc|^e in ber erflen SSorau^fe^ung alle ju ber 2tre ber y rMs^i foo« 
raOele ^(fpmptoten gibt/ unb wofür man bie ©leid^ung: 



(19) a:"'FC^^=0 



fubjlituiren Fann. 3u biefer ©(eid^ung würbe man in ber erflen 
SSorau^fel^ung aucb gelangen, wenn man bie ju ber %xt ber x xCv&fii 
parallelen Xfpmptoten fuqyte. ^tnxi fid^ alfo ber erjle SEI^eil ber . 
®leid)ung (10) in mel()rere bomogene Functionen jerlegen lagt unb 
ber ®rab m einer berfelben übertrifft ben ®rab jeber ber übrigen 
um mebr alS eine ©inbeit, fo gelf)en bie üerfd^iebenen Äfpmptoten 
tiic^t bloS burcb ben Xnfang^punft , fonbcm fte werben aucb aUe 
burd^ bie ®leidj)ung auSgebrücft weld()e man erbalt ^ wenn man bie. 
I^omogene Function be§ ©rabeS m= SWuH fel^t. 
Iöeif})iele 2)ie ^^perbei: 



I)at bie burd() bie ®leid()ung: 

.2 j^2 

ober burdj) biebeiben ®leid()ungen : 



(21) 4_._J_ = o, 



W 



<«' ■ f~l=»'f+i=« 
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auSgebrticften beiden ®crabe» alft Kf^itH^otem 

2>e^alrt(^cn / xotnn man B^ — AC > o fe^t ^ fb ergibt ftc^, 
tafi bie ^etbel: 

(«) ^4;* + 2Bary + C3r«=Ä 

bie beibeti butdS» bie ®Ui^\xnd : 
(84) ^af^ + 2Bxy + Cy«3=0 

<m&gebrfi(ften ®eraben oIS %f9m))toten b<^t 
%ttntrifat bie 6un>e: 

(26) ar« + y«+«in-J-=0 

bie ©etabe: 
(28) af + y = 0, 

beren jDrbtnate bet einjtge reelle SBSertb t)on y ift^ »el^er ber ®lei» 

(27) a:»+y» = 

©enöje letftct , jur- ^tfpmptote. 

SnbemSalle wo n=wi— 1 gefegt wirb, brörft btegormel (19) 
öDe burcb ben ÄnfangSpunft ju ben Xfpmptotcn ber gegebenen (5urt)e 
pofaUtl gezogenen ©erabett au§. ®o M j. IB. bie burdj^ bie ©lei^ 
d()ung : 

(28) ar8 + j^^=»aary 

audgebrücfte 6urt)e/ n>e(cbe baS S)edcarte6fc^e f^olium genannt 
toirb / eine ^ ben ©eraben or -f- y — (^üraUeU ^f^mpt^te , beren 
£)]^tnttte ^6f wieber ouS ber %ovmA ; 

^' + y® = 

ergibt. 

SBenn bie ®rofen T^(k\f(k) gZuH ober mtnUid) totxbtti, 
fo (ann bie ®r&fe f anbere äSertbe betommen, ol^ bie, welcl^e wir 
tbir oben beigelegt b^ben (f. bie Formeln (16)); um fie aber ju be^ 
flimmen, braucht man wieber nur bie ©renje ober ©renjen ju fus 

4)en, gegen welche bie SBerdnberltc^ I com>ergfrt, wdbrenb — fid^ 

ber 5rtuU nabert. Suweilen finbet man burcb blefeS SJerfabren für 
einen SBert^ Don k mebrere SSJertbe öon /. 35iefeS finbet j. S5. 
jlatt, wenn man bie burib bie ©leicbung: 



(29) j^2 = cos(|-) 



aufgebrühte 6urt)e betrachtet. ^Ctöbann l)at man & = o> unb ba bie 
©let^ung mit t 



ta = e<«(|) 
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wirb/ f» folgt boroui/ weim man — =0 fe|t: 

S>te gegebene ^6un>e f^t atfo iwei ju ter Kire ber ir parallele 
Tlf^mpUttn, nämüd)i 

» = 1, » = -!• 

Uebrigen« fann tk gefU(^fbini baf em fEler^ t)on t, welcbcr 
ber ®(et(bung: 

(M) P (*)*=• 

®cnige leifbt/ nt eine tXf9ni))ta(e gibt ®o b^ i.8w bie bimb 
bie ®Iet(bttng: 

(»2) ' Sf^a;« + ,«) = B* 

ouSgebrilAe 6tme nur eine einjige TLfi^mptott, xoüd^t mit ber Ztt 
ber :r ^ufammenfoiltt/ obgIet(l(^ ^ biefe Surtoe ber SBkrtb &=?• ber 
(Sleid^ung (Sl) ®enuge leifiet 

9{ac9 Ampere' 6 S3enierfung (onnte man oud^ bie Xf9m)>to(eii 
einer ebenen Sunoe ftnben/ n>enn man bte Sogen beflimmte^ n>e(di^e 
bie Tangente annimmt/ wenn ft(b ber IBerubrung^punft unentmcb 
n>eit wm Ttnfangdpunfte ber doorbiniiten fntfemt. Um bi« ^(b 
9r^e |u ^iren ^ n>aUen loir bie ^pperbel : 

betrauten/ f» iff bie ®Ici^ng ber Sangente m btefer Cmm: 

ober/ »enn m<m für ^ feinen SBertb ± ^y/ (* "" ^) IWJIfe 
tuirt unb bann burd^^ ^ multiplicirt : 

S>amtt il(b nun ber fBerfi^nmgSpunft tmenblidl^ «peit 90m %ry' 
fong^punfte entfernt , hxcua^i man nur or ;= + « (u fefeen.^ W^ 
bann i»enoanbe(t f[(b bie t>orbergebenbe S^)rmer in : 

imb entbot bie ®teid(^ungen ber beiben Vfvmptoten ber gegebenet| 
^perbd. 



t m »■'^— -^f" 
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Vierte iBorlefung. 

M I 

8Serf(t)iet)ene 6igenfd>aften bir ebenen Suroeit; n>el4)e:|k{) 
atii' tm CHdc^nngen bjerfelben ergcbfo. .Okiguidire (p^on^ 

Ux& tticrfwürbige) ^Junfte. 



" C« fd eine ®leid)unj pffd^en jwei redjKwinfftgen ©oorbihateri' 
^jj gegeben, fo gibt biefe (Sleicbung, wenn ^t fit y aitfgetffl wirb, 
eftte ober mehrere anbirrfe t^on bcr gwm: 

(1) »=A^), 

ttftb' iebe berfelben btfitft efne ?tme ober einen SEbefl ber ginie caxij 
beren ©genfd^aften öon ber Sflatixt ber Function ^(a:) ah^ängii ftnb« 
©0 laßt ft<$ j. 85. bie ©leicbung : 

(2) a:'^+y2=Ä^ .. . 

YoeUbe riwm JErei» mSbradft^ befpm ÜSittef^^unft'mit bem Tlnfm^ 
punftt ber ßoorbinaten {ufammenfällt , in bte beiben folgenben: 

(S) y = V^(B*-^2); (4) 'y = -v^(B2-:r2) 

* 

ieyl^ni n>dt>an iebe einen über ober mtu ber 2ü:e ber. ar Itegenben 
^(bfrefe au§brücft; «^ 

SBenn bie Function f(x) jwifcb,en ben ©renjen x=:äeo, x=X 
fletig bleibt, fo ijl bie burc^ bie ©leic^ung (1) auägebrßcfte Sinie 

Jwifcben ben, ben Ttbfciffen Xoy X entfrrecbenoen fünften ebenfalls 
tetia. ©iefe ginie fam bi§confinuirli(^ werben, wenn, bie gunction 
f(x) UnterbredS^unoen ber ©tefigteit barbcetet, «^j. S5. xotnn biefc 
Function, für ^ewiffe enbtid^e SBertbet)on x unenbli<b ipixb, ober 
xoenn ffe ^jlofelidb uom Sütt^lhn mm Smaginareji ^oergebt, jober 
wenn jte ibrcn SBertb pU^liJi) anbert. 2)er .erjteg<iU,fmbet»lbei 
ber ^9}>erbel: 

(4) y=T' 

ber jweite bei ben logaritbmifdS^en Surfen: 
^^ ^~TncT' ^'^ y=xl(x). 



. I 
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bejh'ijimtcn fefnic jlatt, xotl^t auS^ jnrei ju 'bct %t bet ar paraDcfen 
Aatbaycn bejlc!)t, bie bte TLxt ber y fn jwei f)unfteri treffeit, beten 
Drbfnatcn + 1 trnb — 1 ftnb. Sit ben beibcn regten gaOtn fc^ficf f 
fic^ bic beti:ad)tete 8mie plofelic^ tn aeroijfen ^nFfen, welq^ wr 
@.cl{)*lttßpurtffe nennen wotten. ©« 6urt)en (6) unb (6) ^ab'en 
jebe ben ^nfan^^pnrift ber ßootbinaten j[um @c^tuß))unne/ 25te 
burd(> bie* (Sleid^ung (7) ani^gebrucftc • ginie bietet jwei ©c^lufl^ 
punto bar , Koeld^e auf ber Tkt ber j^ ju beiben ©eiten fres 11ns 
fan35|>unfte§ in ber Entfernung = 1 liegen. 

SJenn biegunction f(x) nur für eine bearenjte Änjal^l t)on 
SBertben für x reell wirb, fo brutft ble ©(eid^ung (1) nur ^inen 
^unft ober eine Steil^e einjelner fünfte a\xl. @q briicft j/JB. 
bie gormel: 

xot\S)z einer ber a\x^ ber ©leid^jungt 

(9) ^a:2 + y^< = 

abgeleiteten SBSertbe t)on y ijt, nur einen einjiaen ^unft öu8, welcher 
mit bem 2fnfang§punfte jufammenfdllt. 66 rann gefcbebin^ baf bie 
®lei4^ung (1) ju gleicher 3eit einen ober mehrere ifolirte Divtfte 
unb einen ober mehrere 6urt)enin)eige gibt. 
®o brödf t j. ». bie %txmti : 

(10) y^x^ix'^-a'), 
welche einen ber bur^ bie ©let^^un^: 

(11) y2=car«(ar2— a«) 

gegebenen SBert^ t>on y au6brücft/ 1) jwei Q^rotnixotx^t 4U6, toek 
^e ftc^ i^on ben beiben auf ber Tfj^e ^er x Itegenbni unb ben Xbfs 
ciflen a: = — a, x = a entfpred(?enben fünften iau6 unbejlimmt »eit 
\)om JCnfan^Spunfte entfernen, unb 2) eilten ifolirten ^unft, weld^er 
ebenfalls mit bem 2CnfangSpunfte jufammenfdUt 

2)a eine größte ober flei*n|le Srbinate größer ober Heiner 
(An vm^t atö .alle benac|)barten £)rbinaten^ fo folgt mi bem SSot^ 
j^erge^^nbeu/ bag, ^coenn bie beiben Functionen y unb y in ber 9t4|e; 
eine» • b«(onbern ^ SQBertlS^e^ oon x ffetig bleiben/ bie^r Sertb nur 
bann ein 5iR a je i m u m ober 9R i n i m u m üon y geben fonn, »enn 
er ^ )Derf(^n)inben mad^t/ b. 1^., bie @iletclj^ungi 

(18) - . y = • 

»erificirt. gerricr ^ibt ein auS ber Sorm^l (12) abgeleiteter ®ertl^ 
uon X nur bann xo\xll\6) ein 9){arimum ober !D7inimum, toenn 
bie erjle ber ®rößen: ' 



3r", r 



>*••*/ 
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KoeU^e ntd^t tMtfid|^iombet^ «cgattii ^btr )>oftti9 imb |f^ct4^. Mit 
oeraber £>rbnutta i^, unb im entgeoen^efe^ten S^Ue tfl biefer 
SBSertll^ toeber ein ^arimuni/ nodf ein SRtntmum« Uebrtgen^ bmn 
ed gef4^lf)en/ bafi gewiffe unter ben SBertl^en toon x, welche eine 
ber Functionen y, y bücontmuirlid^ madt^U/ ÜKarima ober 9Xi- 
nima ber £)rbtnate geben, of)nt ber ®leic^ng (12) ^enitj^e ju 
leißen. ffienn )• IB. bie f^nction y=f{x% nac^bem fie, wabrenb 
man bie Sieronberlid^ x jUs ober abnehmen lä^t, )Us ober abge- 
nontmen t^at, ploj^icb t)om SReellen )um Smagtnaren übergebt/ fo 
If^t bie bittc^ bie ©leid^ung (1) ouSgebrucfte ^n>e einen @^l\xp 
pnntt unb bte , biefem fünfte entfpred(^enbe jDrbinate lonn ali m 
Maximum ober äXinimum betradbtet werben. ®o ijl ). 93. 
ber x=:0 entfprec^enbe SBertb y=0 in S3e)iel()ung auf bie jDrbis 
note ber (Surve: 

eine Ttrt !Blinimum. 

Um bie einer ttnterbred^ung ber ©tetigfeit in ber Function 
j^=f (x) entfprec^enben größten ober fleinjlen jDrbinaten ju 
erhalten, braucht man j. 93. nur bie brei burd^ bie ©(eid^ungen: 

(14) y = V(^')s (15) y= 1+H^Q£!I+^. 

^(W) y = :r* 

audgebrädKen Stnien ju betrad^ten. £)iefe ^i^Sinten, n)ot>on bie 
erfle aud jwei im 2Cnfang$punfte auf einanber fenfred^ten i^alhaxtn, 
unb bie (weite auS jwei |)arabeltbetlenbeftebt, weld^e fic^ auf ber 
Hxt ber y fd^neiben, l^aben, bie erfh unb bxiUt, y=0^ unb bie 
{weite y = i atö f(ein{le £)rbinate. 92un werben aber bie abge^ 
leiteten Functionen wn (14), (15) unb (16) namlic^ : 

(1») 2f'=r7^, .(18) y' = ;r + -^. 



(ig) V=-^ 

ix* 

fftriben Iffierti^ jr=0, welker biefe SRinima gibt, bi8contittutrli4 
nlmlic^ bie erfe unb mtitt, weil fie ^(ö^lid^ toon bem SBertl^e — 1 

gl bem SBertbe +1 flbergel^en, unb bie britte, weil ite burd^ b«» 
nenblid^e ge^. 

3n ber erflen SSorlefim^ \)ahm wir bemerft, bafi ber Sal^lem 
xottü) ber abgeleiteten Function jf bie trigonometrifd[^e Sangente ber 
Steigung ber 6urt>e gegen bie txt ber x au6brü(!t äBenn mcn 
Ä((b für einen gegebenen ftonft 

(M) ' »' = 

M, fo ifl bie 9letguttg ber @uroe in biefiem fünfte 9lull, b.(^. bie 



SEongente m btt dimt wirb su itt %n ^ x pvtaM* 
man bagegett 

(») lf^±<^ 

bat / fo beträgt bte 9let^una ber 6un>e gegen bte Tlxt ber z einen 
redeten Sßtnf el , b. f). bte Xongente ber Sube »trb ju ber Vre ber 

2^ parallel. SBenn enblicb bte abgeleitete ^nction y plS^licb ibten 
äBertb anbert/ fo ijl btefe$ aucb bei ber 9tetgung ber 6un>e ber %aU. 
SSienn in biefer legten äSorauSfe^ung bie l^tnction y continttlrii(lb 
bleibt, fo vereinigen ficb al^bann bie beiben @(benfel ber 6un>e in 
bem ^gegebenen fünfte , fo baß ibre Xanaenten tintn geroiffen SBBim 
fei mtt einanber btlben, unb biefen |>unrt n)oUen wir einen vor« 
fpringenben ^unft nennen, tiefer 9>unft tn^ptiöft j. £. in 
ber bur^ bte ®(etcbung (14) auSgebrflcften 6urt>e unb in benen/ 
voelcbe bie ®lei(bungen: 

(21) y = xarctang — , (22) y = — ^ 

1-f-e* 
beftimnfen, ber Xbfciffe a: = 0. 

S93ir n>oUen nun annehmen , bafi flcb in>ei @(^enf el berfelben 
gurioe in bem(elben 9^nUt fo ((^liefen, baf fie eine nacb -btefem 
fünfte gebenbe jQatbaxt beibe Derüi^^ren. 2!)iefer ^ntt toirb ein 
d{ü(f{ebr)»unft $tnmnt. &c ift ein 8?ö(flebr)Hintt btr erften 
Zxt, n>enn bie 4>atba]re ^wifcben ben beiben 6un>enik9eigen (t^t, 
unb ber ^weiten Tlrt, n^enn bte beiben ^enfel auf berfrtPtn 
@eite ber ^Ibare liegen. £)er 7(nfang^)»unft ift fax bie bur^ bie 
©leicbung (16) unb burcb bie ©(eicbung: 



1 + 6* 

au§gebrii(ften 6ur))en ein dtüdflebr))unft ber erflen Hxt; benn Jebe 
biefer Qm^^m beflebt «uS jwei 3n>etgen; »el^e beibe bie ^Ibajoe 
ber pofiü^tn y berub^^^n unb auf entgeoingefei^ten @ette(^ berfelben 
liegen. £)ie burcb bte ®letcbung (23j' in ber ixotittn Sk)rle{ung 
auigebrädtte Spclotb^ bi^etet unenblicb meltStutffebq^untte ber erften 
3Crt bor, ipelcbe alle auf ber 3(re ber x liegen unb ben ^fctfen: 

jfÄiO^ ;äf=4- 23rÄ, a?=x + 43rB5 etCi. 

entf^ecben. Sßenn in einem foltben ^htnfte bie beibe QMmt0ifwM 
berubrenbe ^albare rncbt auf ber 3[ye ber :r fenfrecbl ift/ fb sterben 
bie biefen ibetbett äiveigen entfprecbenben ®ertbe wn y nolbn>fttt^ 
burd^ gwei befbnbene @lei^ungen beflinunt, n>ei^ beibe tn ber 
®(ficbttna ber gegebenen 6urt>e entbolten fuib. 2)tefe$ fiinbet }. SSk, 
für bie Stme: 

(24) ^ y^>=ix^ 

ttttt , imü^t mA stt>ei 3n>etgen befbbt ; bie bfe S^h»t ber pt^if 
toen X im Vnfangäpuntte bflfäi^ren unb ben foiben tSMäj^ngmi: 



iweiten ^rt ftatt, unt> al& Jßtif^itl führen wir btt (Survc: 

(?)^) . (y — X sin .ry = a;" sin "x 

an, weliJje nu5 jiDei Streiflen .befielt, bte bie Jgjolbfl« ber tjofttioen 
/. im 3(nfan«?j>imtte _berLi()reii mi> in ber SRä^t biefe63(nfanggijmi[; 
.teS beibc auf ber ©«ite ber pofitioen y liegett. 
aßenn bie gunctionen: 

Iteibe für alle SQertlje von x contmuirltd» bleiben, roeli^e in)ir<$en 
ben Ttbfciffen gtuei gegebener ^nnJU liegen, fo ilT bie bieje beiben 
fünfte oerbinbenbe @ebne not^ivenbig ju einer ber burc^ bit peU 
fdfenliegenben "fünfte bfr Quroe . ^ejogenen 3:anQenten potallel. 
3!>enn wenn man bie abfriffen ber l»eiben in SJebe jfeljenben frtinfte 
mit * urtb « + ^x bejett^net, fo (tat man (na^ ©iffertmtalr. 
®. 89.) : 

na 6 eine Heinere 3abl oI5 bie @in^if begeicfmet. 91im folgt aber 
e^cnbdr attS' ber oor^rge^enben @Ieid)ung in Sterbinbung mit ben 
■Bwmeln (1) unb (5) ber erjlen iBortefung, baf bie''.win* ^Urttte 
{x/yYmii bem 9>imf(e (ar-f-A-f. y + As) gejogeiie ©etlne ju 
ber burcfj ben 9)un((, beffe« 'Äbfciffc x-\-e/\.x i% gejogenen Zan-- 
gente ^»araUel ijt. 

3u bemfeltfen ^(^lul^e gelangt man ouc^, wenn man bie in 
Siebe f^ci)^n^c Scbne mit «iner continuirlit^etv SBewegung i)aranel ju 
fid) felbfi fortrüden lögt, fo ta^ ber i^r enl(pre(()enbe Sogen oljne 
@nbe abnimmt. 3« bem ^(ugenbtiife, wo biefer ä^gen oerfdjwin: 
bft, wirb bie ©c()ne eine Äangente o.n beV €m:üe, unb ber Söerflb: 
runaöpuiift ip offenbar •eon btn ?)unEten (x, y) unb (x-j-£\x, s+ Ay) 
»erjöjieben. 

2>enfen roir Un8 mtn, bj§ man, mbem bie abgeleitete Juntticn 
^±:f(x) jmifdjen jwei gegebenen ©rengen jletig tp, x inner^olb 
biefer ©rcnicii lua^^n lagt, fo nimmt bie Sunction y* jebeSmal 
feil))! ui, ii'eiin i&re abgeleitete Function t^=f"(x) einen pofiti: 
»ienffltrt^ (jat-unb fle nimmt jebeömal ab, wenn ber SBert() »o« 
y ntgati.» ip. UeberbieS Pann man ficf) [eidjt fiberjeugen, baf, 
wtnn Die gunction ^=f'{x) jwifdjjcn jwei, ben beiben gegebenen 
^nften W ©«nie entft)rec|)enben ÜBert^en »on x fortwälrenb ja= 
euer abnimmt, bie SDrbinate bie^r QuToe innerhalb biefeS Sntervab 
leJ beftänbi^ gtSget ober beflänbig f[einer alä bie iDrbinate jeber ju 
beiben Seiten beä ffieriiljrunaäpunfteä gejogenen S^ongente ip- 
Sßir noUen j|. S3. anneljmen. Dag man, na^bem man ber SJeran^ 
berödtieit x emen befHmmten ffiert() beigelegt ^at, berfetSen ein ^ 
trewent ^r ertfjeüe rnib bag bec Zx&txvai 



— «1 — 

wn bet ©Kttje /\^af= — h ^tS.ju ber (Srettje Aa^=A beflÄnbtÄ 
n)a4>fe, fo %at bte ©ifferenj : " . 

tnnerldatb btefer ©renjen tmmet boffetbe 3etd(>en at8 A*» »»Wauä 
folgt, bag baä ^robuct: .. 

(30) r/'(ar + Aa:)-/'(x)]A« 

|let§ ^)o{ttit> iji ©afelbe ift um fo me]()t Ul icbem 9>roburte ijon 
bcr gorm: . . , 

ber SaH, »o 6 eine ffcinefe 3ölE)l. al^ bie ©nl&ett bejeid^^net. SBenn 
man nun bmd) ben ^unft (f , y) eine SEcmgente an bie gegebene 
Surtoc jiel^t, fo iji bie Srbinate biefer SJangente für bie 2Cbfctjfe: 

tjermoge ber ®lt\d)nnQ (8) ber erfien SUorlefun^: 

(82) v = y+f(^)^^. 

tt)%enb füir biefelbe Tfbfcijfe bie Drbiaate ber'ßurw burd^: 
(88) y + Ay = 2;+A(a: + öAar)A^. 

« 

ouSgebrfidft ipecben fann. (f. Sifferenjiabr. ©. 89). 

Solglicl(^ iji ixt S)ijferen} . jtvifc^ ber iDtbinate ber 6urt)e unb 
ber ber S^ongente/ jtamltdl) : 

(84) -y + ^y-^ 

einer t>on ben SQSertl^en be§ ^robucte§ (31) unb folglid^ eine ^)ojittt>e 
@rjf{ie. 'Sbenfo ben>eijl man/- bai,. xomti bie ®roße <2&) t>on ber 
©renje /\x = — k bi§ ju ber ©renje A^ = A beftdnbig abnimmt, 
bie ^robucte (80), (81) innerbalb biefer ©renjen, fowie bie JJifFes 
ung (8^, ncjjrtit)' ftttfe> Unb. ba@ folglii^ bie ßtbinote y + Ay K«* 
ner tjl a(g bte ber SSangente. SBenn enbföd^ bie ©rofe (20) m tem 
Q(UlStnbitdb, mo £^x^=i^ ijt, • iduf^iirte ju roadE^fen, um.obitme^men, 
ober oufl^örte ab$ttne|)men, «m ju YDac^fen, . b. 1^. mit onberen Häm, 
tm0 wmn ber,.bem..|egei^nen SSertl^e wn x entf))recl^itibe fißeitl^ 
ber Stt&ction /'(^r)- tm^artmum ober üRinimum tourbe; p- 
»«re bie JDribtÄite y4- Ay ber 6urt« auf ber tmn @eite be* Äe^ 
rfibtung^unffeS fleiner unb auf ber anbern grofierolS bie fDxbu 
noteberStotgentc* JDa jc6 ubriaen^^ ju ber @ntf4)etbung, ob bie f^nc^: 
tion y=5:/'(flr) v^ää)^ ober abnimmt, nur ber JBetra^tung beS 3eis 
c^end wn ^ beibarf, fo tonnen nnr fd^üe^en, bai jnnfd^n ixon ges 

SebemnSBSertl^en ber 2(bfciffe bie £)rbinate ber Quxn bejlänbig gr6s 
er ifl afö bie ber S^angente, wenn y" imierll^alb biefer ©renjen jin0 
einen pofittftenäSerti!^ befommt, baf bie SDrbinate ber (Stinoe befiäit^ 
big Keiner t|^^ ol^ bie JNr £dngente, xoenn .bec SSertl^ oony im^ 
mer.Aegfttitt. bleibt, unb.baf enbtic^ bte Surite unb bte Songente* 



M flegcnfeittg burd|^fid(^nctbeiir X9tm bn 8Bert( Don y^ bei tem lU^ 
üx$maj^ 9on ber emen @ette be9 Seräl^rungStUttifted ju ber onbern 
baJ Seid^en »eränbert. 3r bfefcm legten SaUe tft ber ^nft (x, «) 
ber ^n>e ein fogenannter änflertonSs ober SStnbtpunft 
t>tmmöf ift ber 'J(nfang»]»unft für bie Qmtt : 

(») y=^S 

n>et4^e bie Tfre ber x in biefem fHtnfte berult^rt unb burdf^fc^tietbet, 
fon>ie für bie 6un>en: 

(M) y = xl(x^), (9t) y = xt(xsinx), 

welche bie Tln ber y in biefem fünfte berä^ten unb burd^f(bneiben, 
ein 3nfleition$pun(t. ferner, ba auS bet 9tei(bung (5) fiilgt: 

fo W bit burd^ biefe ®itxd)ma (5) ou^gebrücfte 6urt>e offenbar 
einen SnflenonSpunft, beffen Kb|ci{fe x ftcb au& Jber ©lei^^ung: 

ergibt unb bem £luabrate t>on — gleicb ift* 

Sßenn bte ^ttnction y unb ibve fuccefitioen abgeleiteten ^unctto^ 
nen in ber 9{abe eined befonbem äSertbeS toon x continuirßd^ bltu 
hm, fo (ostn biefer SSertb fernen 3nfIe]rion§)>unft geben, änb folg- 
lieb <^ucb fein ÜJta^rimum ober ÜJiinimum oon y, n>ofern et niibt ber 
©leicbung : 

(38) 3^ = 

Qkttitge leiftet. 2Cuferbem ift erforbarlicbf ba0 bie erjle bet ®a^m; 

nMldl^e* mcbt tDerfcbwinben, eine abgeleitete Function wn getabit 
sDtbtiung ber Function y i^. ^ ; 

SDtai fagt, eine iSxmt ober ein #etiger e«Tf»entbett ift mif#sii 
)»kI gegebenen fhtnften conoet/ n>enn ^e i«»if:b<n bidhi Itanfte» 
0011 mfeiben.0erabenSiniemd(^ mebt oid itoeimal gef^nitteii toete 
bcn foiftt. S^umad) ifl Kot/ bof eine 6uroe, toel^e einen äMIeris 
oitd)»uttft b^u nic^t conoeir fein tonn. S)enn benft man |icbf m^ 
bem bm^ bm Snfieirionöpunft bte Xongente ge^ooen ift, oon biefon 
fünfte gtoel Stobteitoectoren nad^ ixoti, einanbet febt nobt liegenben 
fünften, bet eine über unb ber onbere unter birSongente^ gebogen; 
fo fcbnetbet berienige biefer beiben Stabienoectoren, löeUbet ben tCeim 
jien fpi^n 3Binfei mit ber 3:angente bilbet, wenn man benfetben 
nA(b etägegenge(e^er dficbtmig oertängert, bie gegebene Q^rnt in 
etnetUi tämm Ranfte. £)it Slarabe, loooon bie^r a^obniaoectDr M 
Sbeil ift, bat aifo bioi ftetrfte mit bet Suroe gemein. Sfui^Jaiin 
nMi betoeifttt, ba|. Mim bvt fDtbixwtt y unb ibee obgeUtete Sunc^ 



tiM y jttr tinm, itoifV^ |toei gtsAtnm Vunftm Nr^wM ii|s 
genben itl^til ixoti conttnutrltdt^e Sttncrienen bct X^ctfle x fM^ w(N 
Don tie }n>ette bcflanbta jus ober abnimmt/ xo&l^xmh bte Xbfciffe 
^untmmt, biefer Xbett ber 6uii>e com)ex tfl. X)enn toenn et t»on 
berfelbctt geraben Smte in bret Derf^^febcnen fkmfteii (A\ (jB), ((ß) 
^4^nitten locrben fönnte, fo fomtte man <nu^ bmdf itoa, «cf^. «if 
ben ber @ebne .^ mtb BC iuge]()St{gen fiSogen ber <Enr«e Itegente 
fünfte (E)f (F) }n>et, )tt btefet ®eraben t>araaele Xangenttn gtf^ 
ben/ unb fo^tcb befäme y in bem Viinttc (JF) bntfemn Sto^/ 
al$ im |)unfte (£)^ mod gegen bie JBorau^fe^ung ifL 3b Mefer 
IBoroudfetyung t|t bte GontKicttät ber Sur^e nad|^ ber @ette ber ne^ 
gattDen ober ber t>of[ttoen y gefebrt/ ienac^bem bie £3rbtnate ber 
iSun>e großer ober fleiner, M bie £)rbtnate ieber Sarigente oor unb 
nadi^ bem IBeru^rung&iMtnfte ifl/ b. ^, mit anberen {Borten, jjrtiad^s 
bem ber SBertl^ loon ^ in>if(^en ben beiben gegebenen IHtnften pOs 
fftio ober negattto ifi. 

^terauS folgt ferner, bafi man, um gti entfüE^etben , ob tint 
(Sun>e in einem fünfte/ für welchen y unSy" oon 9lua loerfcbie^ 
bene SBertbe bef ommen, ibre Sonoeritdt ober Soncamtdt ber %:e ber 
or jufebrt, nur (U unterfucben brandet, ob biefe^ SBertbe ®ro{ien t>on 
bem{e(ben ober tH>n entgegengefe^tem 3ei(i!>(n ftnb/ b. b« ob baS ^öbact : 

pofiüio ober negotio x% 

Sietfadl^e 9>unFte nennt man biejemgen/ worin ^^ )to4 
ober mehrere ^uroen^weige treffen, rodd^t nicbt alle in biefen ^mt^ 
ttn aufboren. %utb fann man bieienigen fünfte vielfad^e f)unEte 
nennen, in n>elcben ficb wenigjlenS brei oerfcbiebene ^uroenjn^eig^ 
enbigen. pr lebe ber Sunden: 

(») y2=a:^<l-:r^), (40)- y«=ar*(l-x«) 

ift Offenbar ber 7Cnfang^t>unft em t>ielfa<^er $un!t ; benn bie ^\mt 
(30) beftebt au^ {mei 3n>eigen, n>el(be bunb bie ^teidnmgen: 

■ 

auSaebrficft werben unb ftcb im 2Cnfang$punfte türc^freujen, inbem 
fte bieOeraben; ,'-... \ 

y — — X, y=x ' . .» 

berfil^ren. SBBaS bie beiben, burd^ bie ®(ef(bttngen: 

•y«~a?^V^(l-.a:«), y = a:« V"a - ^'^' • j 

auftgebrficften 3»eige ber 6ur\)e (40) anlangt, fo treffen jie' ftdf^ aucb 
im 2Cnfang§))nnfte, aber fie f^tn \n bi^m fHmfte biefelbe 2am 
gente, tt«lcbe mit ber 2Cre ber x {ttfanunenfaUt. . • ../ 't 

SBenn man ben Sxtüi 

} «2 + ^2 =Ä* 

b^I^KMien l^t «Mb tttttt confltttttt eine @i<r«e/ btten tDi^'hotc w j!A »t ' 
b«r »fdffe ar »».bte Drbmate brt ÄreifeS, «ftnl«^ + -/'(Ä* --*<>, 



- *» ^ 

elitl^ält bie :®(dc^uiig (S») a(a^ dnett. tefbtibet«» 9«Il. STnn finti 
«ker Mf mfdt^iebenen Semiti^caten/ toeUS^e man m^Utf wenn m^ 
iicttr^ali^mefltr II i^Mxtn lagt/ offimb*r ä>ifltd|^e 6urt)en, ipotoft 
)ebe ^ biejäbe f^otm, ctö t>af> Seichen oo |[)at unb' einen t)te(fac^en 
ftetift bidcbtftet/ weld^Kt v/dt bem ^nfanjSputtfte bet Soovbmateit 
gufomaienfä'Qt. 

2)er ^(nfangBpunlt ift aud|y ein t^telfac^^er ^mft, worin f(d^ 
tm &miit jeber ber fotgenben Suri^cn : ^ 

(1 \* 
y-^xarctang — j =ar*co«ar, 

. (48i) (y —-") z=^x^cosx, 

> 1 ^- e^ / 

! ' (44) {y'^ — x'^y =0:* ^nx , , . .... 

eftbi^en. ferner wollen wir bemerfen, baß bie, bie t>ier (5urüen= 
jweige berül^renben ^albaren für bie ßurtoen (42) unb jj-ö) joerfcilie' 
gen fijib; wa'^renb fie fid^ für bie ßurüe (4^) auf pei unb fuir bie 
^m'ot (45) auf eine einjige . rebuciren. Siefe Jg)albajcen faHei? für 
bie beiben^ auf ber ©eite ber })ofttit)en x liegenben Sweige ber ßuc^e 
(42). mit ben ©eraben : ' . * 



*■! 



»=^(¥+0^' y={i-^y 



unb ffir bie betben, auf ber @ette ^er negattoen x liegenben -Steige 
berfelben Ctooe mtt ben (Beraben: 



y 



=-(f+i>, ,=-(4-1)- 



fSr bie beiben, auf ber <S>zxit ber pojitit>en x liegenben ^fi^xst ber 
6ur»e (43) mit ben ©eraben: 

y = Xj Jf = — a: 

unb für bie betben, <tuf .ber @eite ber negati))en x liegenben ^xotl^t 

berfelben 6urt>e mit ben ©eraben; 

..♦.,• . ' , , 

ferner für bie "oxtx^ \&xtmtM) auf ber Seite ber })oftttven x liegcm 
ben äweige ber 6un>e (44) mit ben ©eraben: 

- y = Xj y — T-x,^ 

unb enblic^ fSr bie ^^X'&mxQt ber Gurtoe (45) mä bet J^boie 

ber i^olitttMin ar^ jufc^jnen. 



^ «f — 

X>k &dfiu^una^TfunlUf bie i>otA)ringenben DttnftC/ btc fRüd^ 
fel^r)>unfte/ bie ^nfltxion^pmltt , bie mlf aä^tn fünfte/... unb im 
7(Ugemeinen aUt fünfte, toelcbe auf gewiffen Gurken fo liefen, baf 
fte getoifTe ibemerFen§n>ertl^e, ber 92atur ber 6un)e eigent^um(tcl(^e unb 
wn ber Sage ber Soorbinatenaren unabl^ängige (Si^enfc^ften barbies 
Un, merben mit bem gemeinfcbaftlicben iRamen ftnguldrer (be» 
fonberS merfmurbiger) fünfte bejeicbnet @o ftnb j. S3. bie 
9)unfte einer (Surtoe ju ben ftn^uld'ren fünften ju recf^nen^ worin bie 



(46) 



yz=xstn 



< 



tfi be;r mi^ bem '2(n^ngS)Htn{te ber Sporbtnaten iufammtttftQe^ 
0unft eln'folcber/. 
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fünfte aSortefung»' 

Difereniial beS ä3ogen§ einer ebenen 6urt)e. SKiinfel, n)cl(f)e 

^ie Xdngente an tiefet €un>e mit ben ^afbaren ber pjdßti^ 

ven 6oorbinaten bilbet. SSon ben eWnen 6ur\)en, n)etc^e {td) 

in einem gegebenen fünfte f4)neiben ober berühren. 



/ 



Sßtr tpoUen hiebet etne, burcb eine ©(eidbuna {wifc^en jtpet 
tecbtwtnKigen 6oorbinaten .r, ^ au§gebru(ffe ebene 6urt>e betradbten/ 
unb e§ fei * ber Sogen biefer 6urt>e, »elcber jwifd^en einem fejten 
unb bem beweglicben fünfte {x, y) liegt. SBBenn man burc^ biefen 
leisten $unft eine S£angente an bie durt^e jtebt/ fo ift ber fpt^ 
SBinW, »elcben biefe SEangente mit ber Zn ber x bilbet, nadb bem 
jDbigen bie Steigung ber 6urt>e, unb wenn man biefen SSinfel mit 
t bejeicbnet, fo ftnoet ma^: 



(1) 



sect 



=v-(i+y)=v/('+för> 



SB3enn man ferner eine ber TCbfciffe x-^^x entfpred^cnbe Or^ 
binate jiebt, fo Yverben bie S^beile ber 6urt>e unb Tangente, xotld^t 

Swifd^en bem fünfte (x', y) unb biefer Drbinate liegen, offenbar 
►urcb bie 3aJ)Ientt)ertJ)e ber beiben 3(u6brücfe: 



(2) 



A^5 unb (3) 



cost 



i=^8ect.^x 



auSgebröcft, tpabrenb ber SEbeil ber Srbinäte jwifcben ber Sangente 
unb ber Qm^t feinem abfotuten äBertbe nad^ einem ^robufte t>t>n 
ber Sorm: 

(4) r (.r + ö A x) -/ (x)] A X 

fjjitid) xft, xoo d eine fleinere 3abt ald bie @inl^eit bejeicbnet. (f. bie 
tjorberg. SJorlef.) 

9am »oUen »ir ben ^un!t (ar + A^^ y + Ay) fo nal^e an 
bem fünfte (x, y) annebmen, baß bei bem Uebergange t)on bem ' 
einen jum anberen bie beiben Functionen y, y petig^ jmb unb bie 
festere fletö ju s ober ftet§ abnimmt. 3n bem jum Sbeil frummlis 
nigen ^reiedre, xotläfti t>on bem (Surt>enbogen , ber SEangente unb 
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Wc iWMtc im^ brt^ i^ite ®tfic(e iM>nanaben Stmcn unb bie crfte 
eine cotn>eYe (Sun^e. Solgltc^ {{l iebe ®ette bieiitt Steieded Keiner/ 
ätö bie @ttmme ber beiben anbeten / unb bie ^Differen) {wifcf^en ben 
befben erfien Seiten f)at einen Keineren SaJ^lemoertb ^ old bte taftte 
@eile. iptjBli^ finb bie atbUnn>ertbe ber TtmtüiU (2) unb (3) 
nm eine uetnere (Srofie von einanber t>erf(l^tebeh/ ali ber 3al()lenioert^ 
be^ 7(u§bru(fe§ (4), unb wenn man biefe brei Xudbrutfe bur4^ A^ 

bit)ibirt/ fo mnf man fd^Hefen, bafi bie 2)if[ereni ixot^Uftn ± ^^ 

unb sec t, nomlidf^ : > 

(S) i-^ sect ., 

einen f letneren 3ablenn>ertl^ b<^t , afö ber 2(u$bru(f : 

£d|[t man ferner A^ ged^n bie ®renje 9htll convergiren, fo- 
contieri^ite ber Xudbrud (e) ofenbar ^t^tü biefelbe ®ren)e wb baf: 
fetbe gtft a^b aud^^ )9on bem 2(u$brttae (5), ©e^t mon aber bie 
drenje btefe9 3(u$bru(IeS Qkid) ^InU, fo finbet mos: 

.. — da? 

ob« tttaJ mif baffelbe l^mmiöduft : • ' 

iß) d »cci + WC T . rf * ='± -/"{l +y*> . rf ,^, 

unb folglid^: 
(iQ d* = a + ^«)dar»=d«? + ^^», 

€§ ift |u bemerfen^ ba^ irr ber Formel (5) unb fblgltcb auc^ 
in ben ©tet^nnigen (t) unb (8) für ba6 3eii[>et! + baö 3eicben + 
genommen ta^rben muß, n>enn ber SSogen « mit ber Tlbfdffe x ^lu 
gteidb' wä^^fi^ uilb im et^gegengefe^ten SaQe bad 3ei<|Kn — • ffcrs 
ner folgt au^ ben (^(eid^^ungen (7) unb (0) : 

sect= -r -= — 5 co*ccr= + -i— . 

■" da: ^ dy • 

@ub1tituirt man bie t>orberge]^enben ISBertbe loon ^e^ t unb 
cosec X in bie TtuSbrürf e (7) ber ^weiten SBorlefung , fo ergibt fid^; 
baß bie Sangen, n>el^ toxi iRormale unb Sangente genannt %mn, 
auSgebräcft werben fönnen bur4^ : 

fit) ff^ + y~, T= + 94^. 

^ ^ — "^ da: ^ — ^ dx 
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mtS^ebrficftV' unb fbtg^ ffttxi» Scr^Afni^ M Ißt^oA ju feinet- 
®e^ne: ■;•....' 

9hin folgt ober auS ber ^otmel (0) bte QUidfun^t ''* 

n±\ -^^ — 1 

^^*' VCrf^^' + dr)" 

beren erjhr SEl()eU genau bie ©renje bei 2Cu§brU(fc§ (13) {ft, (f. ©ifs 
feren)ta(r. @. '25). 9Ben.n alfo tin ebener Surtoenboaen um 
enbltcb Hein wirb, fo wirb baS SJerl^dlthifl beffelben ju 
firlner ©ebne ber einbett aleidf^. 

9Bif woQen nun bie iBinUi, welcbe bte 9on bem 9)un^e (;r, y) 
na^ bem fünfte (or+A^j S+Ay) gejogene &tf)nt ober ©e»- 
cante mit ben «l^olboren ber pofttiven x unb y btlbet/ mit a unb ft 
bejeicbneu; wo leber berfelben als jwifcben 0° unb 180° liegenb \)or$ 
ausgefegt wirb. @$ feien ferner a,d bie ©renken ^ geaen weldbe bie 
SBSinfel o,6 con\)ergiren, wdbrenb fiep ber ?>unft (^+A^jy+A3f) 
bem fünfte (x^y) unenblicb nä'bert/ b. b* ntit anberen SEBorten, bie 
aSinfel, welcben bie nacb bemfelben ©tnne a($ bte ©ebne toerlam 
gerte S^angente mit ben ^albaiten ber ^fttii^en 6oorbtnaten bitbet. 
^ie Sormeln (4) ber SSorerinnerungeri geben: 

unb bi^rouS folgt> "Vi^nn.man ju ben ©rettjen fibergebt: 

SSenn tnan ^n ben ©teicbungen (16) für bie SSSurjetoroße 
V^(dx* + rfy2) i^ren, ou* )?er ©leicbnng (W) gezogenen SBertb 
fe^t, fo erbdit man etnS ber beiben folgenben ©ppeilte oon ^or^ 
mein: 

(W) cos^=^, cosß = ^; 

(18) 00*«;=--^, co*^=-^. ; -,; 

25aS erfte ©pftem muf angewanbt werben, wenn bie 'JKans 

Stente an ber 6urt>e ndcb bemfelben ©inne, olS bejr S3pgen « i»er^ 
dngert iji, unb ba$ jweite ©pflem, wenn fte na(^ entgegengerefe- 



tem Sinne Derldnsert ift- 2)enn, ba baS SSer()altniß 4^ bie 

©rcnje Don -^^ ifl, fo tjl e« pofiti^, mm ber »oaen * mit 

^ msf^ ^»Ußj: oNr mit onberen SSorttn, nttnn )Hf no^ benu 
fei$f0..®tn^^ oI& her.(^r)»eQbogeo ^verlängerte SZanjente . mit Jbtt 

talbare ber poftttt>en :r etnen fpt^en fBinhl, beffen ßoftm»^ .y^filittt 
, bilbet, SBenn biefer SBinfel fhunpf wirb, fo wirb fein ßojinu* 

unb baä Serl^wPÜtnig -^ ju gleidj^er . 3eit negatiö. -^ärt toiu|r'-olfo 

bie ^ormeto n?) ober p8) nehmen/ j[etiad|^bem buri^ a bn ffrßtbe 
{!ei)enbe äBinrel ober fein Supplement. bejeict^net wirb/ b. )()• jenadi^s 
bem bie Zaimntt an ber @urt>e .nac^ bemfelben @tnne lottlinfftt 
ijl, aU ber »ogen *, ober nadf) entgegengejkfetem @tnne. 

S)ie SBinfel; xotlö^t n)ir mit er unb ß bejetclS^net l^aben, 9f^. 
offenbar, ber erjte bem SSBinfet r^ tt)etd(^er bie Sieiguna ber Cun^e 
mi^t, ober bem ®u)>p(emente t>ön r, b. 1^. x—'t, uno ber ^iMte 
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einem b^r SBinfel -^ — t^ "ä+^j weld^e jid^ ebenfalls ju jwei 
re4)ten ergdnjen, gleid^. 3Ran l^at alfo: :' 

(10) « = |-±(-|-r),^=J±r; 

unb folglicl^ : " 

(20) ' co^a= + co^ r, 'CO* /J= + ÄMtr. 

SBenn man au§ biefen lefeten Formeln m\t ^ßlfe ber ©leid^uns 
gen (lö) cos r unb sin r ettminirt, fo finbet man bie betben SBertbe 
üon cos « unb bie wn cos ß wieber, weldf^e bte ®lei4>ungen (l7> 
unb (18) geben ; nur gibt bie Stecf^nung ni^^t an, n>te btefe SS)crtl^e 
mit ejnanber t)erbunben »erben muffen. 

IBetrad^ten n>ir nun .jn)ei. in ber @bene ber xy lljegenbe jebene 
6urt>en. @ö fiicn .r, y bic goorbinaten ber erjlen 6urt)e unb s ber 
Sogen biefer 6ürt)e , wtld)tx jwtfdf^cn einem fejlen ^n!te unb bem 
ben)eglid[>en fünfte (x, y) liegt, ßbenfo feien 1, iy bie ßoorbinaten 
ber- jweiten Surt^e unb g ber Sogen biefer 6urt>ey weldf)er jpx^tn 
einem fejlen fünfte unb, bem beweglidf^en fünfte (|, iy) liegt ; fo 
tmbet man :> ^ . , . . . - . 

.gtrner/ wenn ^bie- an bte ^rj|e (bxcot burdS) beh ^\xnU {i^^^f) 
unb bie an bte jmke -burc^ bji9 %i|nft (J^, ri) gezogenen %an%^^ 
refp* Hod^ bemfelbe^n Sinne' (t'lS bi^ Sogen s mb q toerlöngert finb, 
fo bilben'jle'. mit ben ^Ibaren ber pojitit)cn - ßoorbinaten ^irifej^ 
beren %p^mi fuic bie erjie äitngente refp. gleich): -j :. 



dx dy 
äs ^ ds ' 
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£1 dn 

finb. 

mmtit man atfb bcn Stnfet/ wtl^Kn (eibeti bte ttMgeiiteii tmt$ 
etnonbcf bilben, 4, f^ M n^m ti(4 bn S^mtrf ^) ber SSomfat» 
nmtngeti : 

/Ml ^.Ä ^* ^i -l!^ ^^ __ dxdl+dydn 
(M) ^o^d«— -^^^^^ dTdT^ 

3)(e betben Xangenten it^etben )>ar<ilk(/ mnn niAii ^t: 
ober: 

& ijl übrigens ju bemerfen, baf für btc gormein (2S) unb 
(24) bte eine ©letd^ung: 

^^^ dx dy 

gefegt tperben !ann/ woraus folgt: 

dx "" dy ""- VCdx^+rfy^) ~- d** 

. Bie; betben S^anoenten . bitben ferner emen re4)ten SStnb^Imit 
eiittnber^ xotm cos 6^=0, unb folgltd^: 

(») da?d| + dydij = f 

tjl. . ' 

, IBSenn man m bie gormel (22) flhr d ^ unb d ^ il&re äu« ben 
^leid^ungen (21) gejogenen SSertl^e fubflitutrt/ fp erl^ltt man fol^ 
genbe : 

/mv\ A _i_ da?d| + dyd« 

(fl) ^^**=± V\dx^ + dyVv^(d«* + di,«)' 

Sitttn man in biefer leisten gormel baS ^tiäftn beS ^weiten 
Steiles nid^^t befUmmt, fo gibt fte in>ei, (tpifdi^n, unb ;r Itegenbe 
9&tttf)t loon *, welche refp. ben jpi^en unb ftumpfen JBinW auS* 
bcficfen, ben bie ju beiben ©eiten ber fünfte (ar, y), ({,i^) unbe* 
ftimmt ber(dngerten SKangenten mit einanber bKbem 

Senn fißf bie beiben (Suroen in einem fünfte burd[^neiben^ 
fo nimmt man an, baf fte biefelben SSintel mit einanber bitben, 
als bie burdS^ biefen ^nft an |!c gezogenen Xongentem TtlSbann 
f)at man füx ben £urd(^f(l^nittSpün(t: 

(») «=^. ij=y> 
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unb t>it SSSinfet, xoüä)t bte betben 6urt>en mit emanber bilben, l^<ts 
Hben ofenbar bte {wifd^en o unb x liegenben ^txt\)t t>on d ^um 
!9taße, weld^^e ber ©tetd^ung (27) ®enü0e letjten. 

!D2an fagt, ixoti Suroen finb auf etnanber fen!reci(^tr n>enn 
fie jidS) unter rec^^ten SBinfeln burd^fc^^neiben, unb fie berülS^ren 
einanber, wenn fie in Ü)xtm gememfdS^aftlicl^en fünfte eine gemein^ 
c^aftlidf^c Slangente l^aben, b. f)* votnn ber jftifd^en it)ntn Itegenbe 
'pi^e SBinfel »erfd^minbet. 3m jweiten Salle wirb bte ®Ietq)ung 
(25) ober: 

(29) 4l=4^ 

^ ^^ rfS dx 

ffir ben S3erü^rung6))unft erfüUt/ unb im erfien SaQe wirb bie.®let$ 
c^ung (26) ober : 

für ben 2)urc^f(^nittapunft erfuttt. 

60 ift wolS^l ju bemerfen, bag bie S>tfferen}ia(e in ben toerfd^^ie^ 
benen t>or^in abgeteiteteit ^oxmtin alle ju gleidS^er 3^it t>erfd()n)inben/ 
xotnn man ds, dg, dy unb dti »ermittetjl ber ©leidj^ungen (21) .in 
SSerbinbung mit im '£)ifreren}targleid()ungen ber gegebenen 6urt>en 
eliminirt. £)ie Sled^nungen werben tinfa(i)tx, wenn bie enblid^en 
©leidi^ungen ber beiben Surfen unter ber Sorm: 

(31)' ' y=f(x), fi = Fa) 

erfd^einen. 2C(§bann l^aben bie beiben Suroen toermSge ber beiben 
Gleichungen (28) unb (29) einen ber ^bfciJTe x entf)>red^enben ge^ 
meinfd^afSid^en ^untt, wenn biefe tKbfciffe ber ©leid^ung : 

(82) .f(x) = F(x) 

©enuge leifiet/ unb fte berul^ren {td^ in biefem fünfte, wenn man 
außerbem : 

(33) f"(x) = F'{x) 

%oX. dagegen werben bie beiben '6urt)en auf einanber fenfredf^t, 
wenn man plr ben gemeinfdj^aftltdS^en $unft: 

(34) l+/-'(x)r(a:) = 
IJKJt. 

aaSenn man bie enblid^^en ©teidS^ungen ber beiben 6urt>en burdj^ : 

(35) f(x,y} = 0, F(|, i2) = 0, 
unb il^re Differenjiolgteidf^ungen burdj^: 

(36) q>(x,y)dx+x(x,y)dy = 0, 
. ^(x, y)dx + X(x, y)dy = 

ottSbrücfte/ fo erl^ielte man jlatt ber gormel (33): 
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unb jtatt bcr gormcl (34): 

(38) <]p(a-, ?/). ^{x, y) + %{x, y).X(x, y) = 0. 

Sn ber jtDcitcn ier ®leid)ungcn (31) ober (35) fann man auc^ 
für bte äBud^fiabcn |, ?? bie äBudjfiabcn .r^ y fubjlituiren unb j. 85. 
annel)men/ bag bie beiben Curocu burd> bie beiben ©tcic^ungen; 

(39) 'y=f{x), y = F(x) 

auSgcbrücft werben. ©oUcn ftd? aBbann bie beiben Surfen in bem. 
fünfte, beffen 'Kbfciffe x ijt, berüfjren, fo i(l e^ nad^ ben gormeln 
(32) unb (33) tjinreid^enb, baß bie biejem ?>unfte entfpredf^enben 
SBertl^e Don y unb y' bei bem Ucbergan^c t)on ber erften 6urt)e 
5ur jweiten btefelben bleiben. Uebrigcn§ t(l biefe6 für fid^ einleud)^ 
tenbj benn, vomn hk eben ern)dl)ntcn SSebingun^en erfüEt werben, 
fo ijt f(ar, bag bie beiben 6urt)en für bie 2(bfcif|e x niä)t blo§ bie- 
felbe SDrbinate, fonbernaud) biefelbe SJangente l^abcn. 

©e4fptele. 35ie beiben Parabeln. be§ jweiten unb britten 
®rabe§, xt>dd)t burd? bie ©leid^ungen : 

(44)) J/ = ^S , y = x^ 

au§gebrfi(f t n>erben , berül()rcn ftdj) im TlnfatiQ^pnnttt unb ^abcn in 
biefem |>unfte bie lixt ber x jur gemeinfc^aftlid^en Sangente, weil 
bie -beiben ®(eid?ungen: 

(41) x'^ = x^ unb 2x = Zx'^ 

für ben SQSertt) a; = o, weld^em bie ®ertl(^e ^==o unb y = o ent^ 
fpred^en, erfüüt vDerben. 

25er 2(nfang§pun!t ber ßoorbinaten ift anä) ein SSerülj^rung^ 
^unft für biz beiben (Surfen : 

(42) y=x^ , y = x^ , 

beren gemeinfdjaftltd^e Slangente mit ber %xt bev a: jufammettfattt, 
unb für bie beiben 6urt)en: 

(43) y = x^,yr=:x^, 

beren gemeinfd)aftlicl(?e SEangente mit ber %xt ber y jufammenfaßt- 

Unter einer Parabel b^ ©rabeö a ober — t)erflel)t xaaxk im 

TOgcmeinen eine Surt)e, beren ©leidS^ung jwifdf^cn recl^tn)inf%" 
Soorbinaten unter ber §orm: 



(44) y=:Ax% ober ^^^^f*^ j y^ 



bargeftellt werben fann, wo a eine j)oftttt)e ßonflante bejeidl^net. 
^tmmd) ijl einUttd^tenb, baf bie Parabeln t 



I 
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(45) y:==:Ax^j y — Bxf^ 

ftd> im 2fnfan9§punftc ber Gootbinaten berühre«/ wen» bie ©roßett 
a, h beibc großer ober beibe Kernet alS bie ßinl^eit finb, unb baß jie 
im erften galle bie 2Cre ber x unb im jweiten bie ber y jur gemein^ 
fc^aftlic^en Äangente b^ben. 

SBir fd)Itcgen biefc SSortefung mxi bem SBeweife et.nc5 Äe^rfos 
^c6, welcber in ber ä^eorie ber S5enul{)rungen ebener ßunjen üon 
groflem SRui^en ijl, «nb folgenbermagen au^gebrutft werben fann: 

8el()rfafe. JBenn jwei fid) berü^renbe ebene (5urt>en 
cgcben finb, unb man nimmt auf beiben 6urt>en vom 
crül&rungSpunfte au6 in bemfelben ©inne jwei gleiche, 
aber fe^r fteine gangen, fo tfl bie ®erabe, wefd^e bie 
©nbpunfte biefer fangen »erbinbet, fajt ju ber gemein^ 
fcl(^aftlid()en 9lormale beiber Surfen parallel. 

äBewei^. SSJir »ollen annehmen, bag bie enbpunfrt ber vom 
S5erut)rung§punfte au§ auf beiben ßurven genommenen gleichen Sangen 
ben ?>unften (.r, y)' unb (f, tj) entfprec^en. gerner feien s m\tx q 
bie S3ogen, xo^A^t refp» jwifc^en einem feflen ?)unfte ber erjlcn 
ßurtoe unb bem .fünfte (x^y) unb jwifdj^en einem fefien fünfte ber 
jweiten ßurve unb bem fünfte (|, ^) liegen. SÖBä^renb bie (Soors 
binaten x^y; ^,7j gleidf^jeitig toarriren, bleibt We Sifferenj: 

nxv^aänbtxlid) , unb WLrx l^at folglid^': 

alfo: 

(46) dg = d&. 

Ueberbicä feien a, ß bie SBinFel, wetclje bie nad) bemfetben 
©tnne al6 bie 85ogen * unb g verlängerte gemeinfcl^aftlid^e 3Jan= 
geute beiber ßurven mit ben ^albaren ber pofttiven ßoorbinaten 
bilbet, » bie^ 8dnge .ber vom ^untU (tsn) n^dj^ bem ?)un!te (x^y) 
gejogenen ®*eraben unb tniliä) A,^ Sie SSJinfet, toetcbe biefe ©e^ 
rabe mit ben ^Iboren ber })ofttiven Goorbtnaten bilbet ; fo finbet 
man: 

(47) cos a = -r- = -=-2-, C0Sß='-j^ = -r-^ , 

ds dg ^ ds dg x 

'(48) " « = ^[(a:-|)' + (y-i?)^], 

(49) cosl= ^ ~~ ^ ^ cosii = ^ — ^, 

unb au^ ben Sormeln (21) in SSerbmbung mit ber ©letd^ung (40) 
folgt : 

ober toaS bafelbe ijl: . 

(50) (dx + d^)(,dx — d^)-i-(dy + dfi)(di-dr))=:0. 



\ 
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%m geben aber bte (Stei^^ungen (47): 

Sagt man ferner A in ber gormel (8) auf ©, 88 ber ©iffr. ge« 
«en bie ®renje 9luU contoergiren / fo ergibt fic^ barau§, baß m ber 
Ifeäbe eines befonbern SBertbe^ toon ar, ^ur welchen jroei gegebene Suncs 
tionen üerfcbwiiiben/ baS SBerbattnig biefer Functionen febr wenig uo?t 
bem aSerbd'ltntjfe ibrer abgeleiteten Sunctionen unb fotgticb t)on bem 
SSerba'ltnijfe ibrer Sbif erenjiale üerfcbieben ifl, felbjt xoznn biefe J)if= 
ferenjiate ober abgeleiteten Functionen ibrer @eit6 für biefen befons 
beren SBertb öon x t)crf4)n)inben. aSSenbet man biefen ©afe auf W? 
jweiten Z^tik ber ©leicbungen (49) an, fo ergibt \iii), bag bie ®r& 
flen cos A unb cos ii ndberungSn^eife burd^ bie Formeln : 

/*o\ 1 dx — da dn -r- dy 

ÄuSgebrfidft werben fonnen. 9Ratt f)(kt alfo fe^r nabe: 

^ ^ COSk QpS(l 

©ieft lefete Formel ifl um fo genauer/ je naber bie ^mfH 
(x^ y) unb (I, iy) bem ä3erflbnmg§punfte beiber 6urt)en liegen. 
©efet man nun in ber Formel (50) cos a, coä /3 für bie. ©rSfea : 

mlä)t in bemfelben SSerbdltniffe fteben, unb für bie ©ifferenjen 

dx — df|, dy — dfj 

bie ibnen :|)ro:|)ortidnalen ©rSfien cos X, cqs ft; fo finbet man enb? 
(icb: 

(54) ,cos a cos X + cos ß cos fi = 0. 

FolölidS) ift bie t)om fünfte (|, rj) nad) bem ?)unft( (ar, y) ge^ 
jogene ©erabe fafl auf ber gemeinfcbaftlicben SEan^ente beiber 6urs 
t>en fenftedbt, ober waS baffelbe i^, ju ibrer gemeinf4>aftlicl(>ett %>x: 
male fafl })arallel. 



SSon ber £rfimmung einer ebenen 6urt>e in einem gegebenen 
fünfte; — &tiimm\xnQ6i)a{bmef{cv , ^ruminungSniitte()9unft 

unb Arümmuhgefretg. 



& fei R ber ^albmefler. eineS Äreife^, welc^yer eine (Serabe 
in einem gegebenen f)unfte berührt; SBenn man ben «^albmeffer JR 
o^ne @nbe xoaöf^tn täpt; fo na'l^ert ftc^ ber bem S3eru|rungSpun{te 
(unad^fUiegenbe Xf)tii bed Greifes obne Snbei ber txvoäi)ntcn ©eras 

ben unb foUf faft mit b^feffien jufanimen, xotnn baS SSerbaltntg -^ 

felb^ n>enig loon %xU \>erfc^ieben ift; dagegen frfimmt fid^ t>er ^reiS 
tmtner mel^r unb mebr / xomn ber ^olbm^ffer R immer Heiner unb 

folglidb bd§ SBerl&dItnig -^ immer groger wirb. @S ijl baber nos 

lurli^, biefe6 SSirbaltnig al6 3R*ö0 ber Krümmung beS itreife« 
ju nebmen* ferner feien or, y bie Soorbinoten ir^enb eine^ ^unfte^ 
be§ ÄreiSumfange^/ t bie Steigung beffelben in biefem ?)un!te, s ber 
SSogen jwifdben ein^m fejlen fünfte unb bem ?)unfte (xj y) unb enbliA 
feien -A^i Aji A?^i A* bie 3ncremente, xoüdft biefe toerf (biebenen 
SSerdnberlidben annebmeu/ n>enn man t>on bem fünfte (x^y) }u eis 
pem jweiten fo nabe liegenben ?>unfte übergebt, baß bie 9letgun0 
tn bem 3ntery)aUe be|idnbig ju^ ober beftd'nbig obnimmt. 2)er jwu 
fdben ben beiben legten fünften (iegenbe flSogen ijl genau = + A^^ 
unb ber SBinfel jwifcben ben nacb ben €nb))un{te|t biefe6 S$ogen$ 
gebenben ^albmeffcrn ijl gleiib bem SBinfel + ^t jwifdben ben 
^ngent^n <üt ben Qnhpnnmn biefed jBogen^. 2)emna(b b^t man 
offenbar : 

itnb man erbdit folglicb f&r bie Krümmung be$ JRreifeS: 

(^^ «•-* Ab- 

stellen wir nn^ nun t>or, baß x^y; x-^/!^x, y + A? bie 
iSoorbindtcn jweier fünfte bejeicbtten, weftbe nicbt mebr auf einem 
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Äretöumfange , fonbem auf einet feeltebigen ßunje unb emanbet fo 
mf)t liegen, baß bie Sletgung r jwifd^en ben enb})unften be§ JBos 
9en§ ±A* listig jus ober abnimmt. 2)a8 SBerpltntfi: 

(2) ± ^' 



ijl im ^tUgemcinen mit bem ffiogien + A* t)erdnberiid[> unb foU bie 
mittlere Krümmung biefe§ S5oaen§ . genannt werben, gerner, 
wenn fid) ber ^unft (a: + A^j y + Ay)^nt fünfte (ar, y) um 
cnblidj) nd'I)ert, fo cow?ergiren bie beiben ©Trogen ± A*> +Ai? 
gteid^jeitig gegen bie ©renje 9luH; aber bie ©renje, gegen xotid)c 
x^x SSerl^dltni^ , ndmlid^: 

(8) - ±^' 



— ds 

cont)ergirt, ifl im TlHgemeinen eine enblicbe ©rofe, weldjje wir bie 
Ärümmun^ ber ßurioe im fünfte (x,y) nennen wollen. 

25er SBmfel +A^ iwifcljen ben beiben dugerjlen. Sangenten 
beS S5ogen6 + A* wirb gewö'bnlidj) ber SSeru^türtg^s ober 
Ärömmung^winfel ^mannt. 

SBenn ber.SBogen ± A« f^^^ Kein ijt, fo tjl feine ©ebne fafi 
ouf ben beiben 9lormalen, ber bttxaä)UUn 6urt?e in ben Ruften 
(a:^ y), (^ + A^> y + Ay) fenfred)t, unb bie Entfernung be§ 
^un!te§ (o:, y) t)on bem Surd)fcbnitt6punfte ber beiben 9lbrmalett 
tji fajl bem ^albmeffer eiiteS ÄreifeS gleieb, welcher biefelbe Äröms 
mung 'i)at, atö bie Gurtje. ^tnn e§ fei r biefe Entfernung unb q 
bie ©renje, welcher fie ficb obne @nbe nd'bert. Sn bem üon beit 
beiben 9lorma(en unb ber (Sebne beS SSogen^ + A* gebilbcteit 
ffireiecfe ift ber biefer ©ebne gegeniiberliegenbe SSäinfel offenbar bem 
^erubrungSwinfel + A^ S^^^^f wdbrenb be; ber ©eite r gegeus 
uberliegenbe SSinfel febr wenig t>on einem xc^tzn öerfd^ieben ifl. 
jBejeicbnet man alfo burd^ s tinc unenbltd[) Keine ^ai)l, fo f)Cit man : 

unb ^teraud folgt, n>enn man ju ben ©renjen übtt^t^tt, 

1 _ + dt 



9 ^ yf{dx^-\-dy'') 
ober X00& baffetbe tfl: 

(4) 1= + '^^ 



Q — ds ' 

9Zun fol^t aber offenbar m^ *er gormel (4), bag q ben ^alb= 
meffer be§ Äreifeö auSbrutft, beffen Krümmung = ± -^ ijt- 2)ie. 
fer öon bem ^nftt (i, jf) au5 auf ber bemfelben entfpre^^enben 
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9totma{e gcntmimettc ^öffimeffer wirb fter Ätflmmiing^l^albfnef. 
fcr ber gcgebencir ßurüe för bcn lerwdfljhten^unft gcHannt, unb b€r 
ßnbpunf t bicfc§ ^rümmungSI&albmcjTcrö, wetd^er aU ber 2?urd?fcbnittS= 
punft jmei cinanber nmri>H<i) nal^ctiegenber Slormalen bctrad)tct 
werben tann, l&eift ber ÄrumntungSmtttelpunft 25er Ärei6, 
weld^cr biefen legten ?)unft jum 5!Rtttelpunfte unb ben Äriimmung^^ 
l^albmeffer jum ^albmeffer J()at, wirb ber Ärümmungö-obet SSe^ 
rü{)runQ§frei6 genannt @r berül^rt offenbar bie ge.qebene 6urt>e, 
l)at biefelbe Krümmung al§ ffe unb fel)rt feine. Gonüeititdt nac^ ber- 
fetben ©eite. 

2>ie Ärummung unb ber Ärummung§f)albmeffer einer Gur^e 
ffinnen unter t>erfciE)ieberten gormen bargeflellt werben, weld)e QtUnnt 
ju werben t>erbienen, unb nun m^tt angegeben werben follcn. 

SBenn man x aU unabl&dngig^ 83eranber(id)e nimmt, fo f)(tt 
man mä) SSorlef. 1. unb 5: 

fang r = + i^, t = + w*c tang y', 
dz=± ^^^., dx, ds=±yf {l+y'^)dx, 
unb folglid) gibt bie @Ieiclf)ung (4) : 

(5) ^ === ± ^^^ 3 = ± — g- . 

2Cu§ ber S5etrac{)tung biefcr legten Formel ert)ellet unmittelbar, 
bag bie Ärummung glei4> 9lull unb ber Ärummung§]f)albmefrer je- 
beömal unenblidf) groß wirb, wenn fid^ t(" auf 9lull rebuctrt. TfCä- 
bann tjerwanbelt fic^ ber Ärummungöfreiö in eine gerabe £inic, wet 
d^e mit ber Sangente jufammenfdUt. ä>iefeö fi'nbet j. 83. für ben 
SnfIerion§))unft ber 6urt)e y = a;^ ftatt, unb im 2(Ugemeinen für 
aUe Snjleicienö^ounfte, in beren 9?dl)e bie Functionen y* unb y" in 
SS^jiel&ung auf x ftetig bleiben. , SBenn ber SSäertl^ üon y" ^r einen 
gewif[en ^unft unenblidt) würbe, o^ne bag bie Sangente öuf btt 
5Cre ber ar fcnfrecl[)t wdre, fo würbe bie .Krümmung felbft unenblidj) 
unb ber .RrümmungSl)aIbmeffer üerfdjwdnbe. SBenn' enblid? bie ©ros 
ff" ^) y" l^fit^f unenblic^ würben, fo erfd^iene ber S5rud) : 



(1 + rf 



unter einer unbeftimmten gorm. 2Cber man^fonnte ben wal&ren 
SBertl^ beffelben mit ^ülfe ber \n Mx 35iffercnjialred>nung aufgefieK^ 
itn 9)rinii)>ien bejiimmen. 

^ Sebocp dnbert juweilen ber Ärümmung§t)albmejfer feinen SBertl^ 
plofelic^), wd^renb fid) bie 3(bfciffe ftctig 'in^txX. 2)iefer Umftanb 
fann nidf^t blo§ \n ben fünften ber <5urt>en, weld)e wir t)or[prin= 
genbe genannt f)aben, jlattfinben, xatnn bie Function y' bt^conti^ 
nuirlidi) wirb, inbem fte^i^ren 2Bert]^ plol^lid) m^txi, fonbern m^ 
in bem galle, wo bie Function i/' continuirltat) bleibt unb bie gunc-- 
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tton y ttntevbredi^ungen bet ®tettgfeit batbtetet. £)tefet Umfianb 
finbet ). 193. bei ieber ber Suitoen: 

(6) y = x (l+arcta$^^\, 

(7) y=ix^(l + arc taug — ^ 

ffir ben mit bem %nfang$ptinfte ber Soorbinaten iufammenfaQenben 
^unft jlatt, xoüAjtt jugleicb.ein tjoffprmgenber $unft ber erjfen 
Q\xxu unb ein JBeru^runo^punft ber jweiten ßurüe mit ber %xt ber 
o: ifl. 25enn tjermitteljf ber gormet (5) ergibt jid() leicbt, bag 
in bem ^tugenblidfe, wo bie Serd'nberücbe x tjerfdf^winbet/ um 
baS ^txi^tn ju toerdnbcrn, ber Ärümmungöbölbmeffer ber 6urt>e 

(6) t)on bem SBert^e -i- U^ — iV + ll* ju bem SBertl^e 

tK"!""^^) +^1*' ^"^^ ^^^ ^^ ^"^^^ (') ^^" *^^*" ^^"^^^ 

5- JU bem SBSertbe- — z-^ uberael^t. 

SBenn man für sect = y/^{l + rf^) ba§ SSerbattnifl ber SRot:: 
male iV unb beö äablenwertbeö ber Orbinate y (f. ®leic(>, ö. SBotl. 
2.) in bie gormel (5) fubjlituirt; fo finbet xaanx 

unb bierau§ folgt: 

iV5 



(») (»= + 



y^f 



Sßermitteljl ber ®leidS)ung (9) fann man bie ÄrömmungSbalb= 
meffer mehrerer (5urt>en leidet bejlimmen, wie wir .fogleid^ jeigen 
»erben. 

©eifpiel 1. ©etrad^ten wir bie bur^ bie ®leiclf)ung: 

(10) J^2^2pa: + ga:^ 

worin |> eine pofitioe 6onjlante ijl/ auögebrödfte 6un>e, welche tvat 
euipfe, Parabel ober ^i^perbel ijl, jena^bem bie ®rofe q negatit), 
JRuH, ober pofttit) ift; fo fiebt man leiert ein, 1) ba^ bie %xz ber 
. X mit einer üxt ber Sunije unb ber tKnfang§punft mit einem ßnbs 
punfte bieferÄreiufammenfäat, unb 2) baß, wenn bie Sonflante q 
größer atö — 1 ijt, p ben 5)arameter , b. ^. bie bem JBrennpunfte 
ber 6urt)e entfprecbenbe ßrbinate au«brö(ft. »ifferenjirt man mn 
bie ®leicburtg (10), fo folgt barauö: . 

unb folglid^: 
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«Ifo: 

unb wenn num no(^maB btfficrenitrt vailo hvttii Sy bitftbhrt: 

SDcnmadb gibt bte ®((t(l|>ung (9): 

(") 9 = ^^ 

3n fcer 6utt>e (10) tfl olfo ber iCrümmungSHl^nteffer bem- 
£luottenten a\x^ bcm ßubuö ber Ürtormalc unb bem jQuabrate bet 
Sänge p gUicif). SBSenn man für N feinen SBert^ : 

^= >r(»' + »' y^) = [p* + (1 + ?) »']* 

YDteber fe^t; fo t>ern>anbelt ftd[^ bte Sormel (9) in: 

p2 ja* 

SStnn {ul(^ enblid^ bie gegebene Surioe auf bie 9arabe( : 
(IS) y^ = 2px 

rebucirt/ fo IE)at man blod : 

(,4) ,=JEl+l!)^=,(,+^)* 

SBäenn man in ben gormeln (10) unb (12) x = o fe|t, fb 
folgt barauö :y = o, q =p. ©iefelbe flSemerfung ift auf bie ©(eis 
drangen (13) unb (14) ann>enbbar. hieraus folgt/ ba^ m bet ^os 
rabel/ SUipfe unb ^r^ptxhü b^r -^em Sd^eitel in t>tm Snbpunfte ber 
großen %xt ober ber reellen Tixt entfpredi^enbe ^rümmung$b<^lbmeffer 
bem Parameter gleidf) ifl. 

SSeifpiel 2. 9Bir tooUen nun bie @Uipfe ober S^i^ptxUl (es 
tracf^ten, beren ©leic^ung: 

xft, YDorin.a unb b bie beiben «^albaren bejeici^^nen. 

SJerfal^rt man wie im erften SSeifpiele , fo finbet man : 

^±^=../'=±-s-(f+i).. 

, — Ö* — b* 
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(16) g = ^ fcg V 2 > 

\ a / 

ober n>enn man f& N fettten qu6 ben $oniie(tt (IS) ber jiDeiten 
Sorlef. gcjogcnen 2Bcrt^ wicber fefet: 

©cfrac^tet man in6befonbcre bie ©lipfc: 

(18) $- + -1^ = 1'' 

fo ftnbet man fSr ben ^rummungSl^albmeffer tm @nb^utf!te ber 
litt 2o: 

unb für ben in bem 9nbpun!te ber %j:t 2b: 



a^ 



SBSenn 2a bie große 3fjre auftbrudft, fo tjl ber im erjlen ©ew 

fpiele burd^ bie ßonjlante p bejeic^nete ?>arameter = — . 

(i 

SBeifpiel 3. fSttta6)Un wir jc^t bie (Sjocfotbc, worin bie Dr^ 

binate y unb i^re abgeleitete ^nction y' burdf) bie gotmeln (23) 

unb (25) ber jweiten SSorlefung bejtimmt* werben. 2CuS ber gormel 

(25) folgt: 

,rt 2 ß - 

ferner / wenn man bifferenjirt unb burd) 2^^ bitjibtrt: 

unb folglid^: 

' ZV» 
(19) ^ = JN^ = ^^' 

3« ber Gpcloibe ift alfo ber Ärummung§l{)albmeffer 
ber boppelten 9lormale gleid^^ wenn man bie S5afi§ jur 'Are 
ber X nimmt. ^er\RrummurtgSbatbmcfler t)erfc(Ht)inbet alfo mit ber 
9lormale unb bie Krümmung wirb in aUm fünften, "wo bie 6i>- 
cloibe bie Saff? fdjneibet, b. 1^. in «Hen SRüdhfycpmtttn, unenblid^^, 
wal^rcnb ber Ärümmung§l;albmeffer in ben um weiteflen »on ber 
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fBa^tö entfernten fHtnften bem boppüUn ^md^mt^tx be6 dt^fiiu 

9ung§?tcife6 gteidS^ wirb. 

9?elE)men wir nun an, baß bie TCbfciffe a: nld?t mebr bic unab* 
\ böfngige SJeranbertid^e ijl/ fo finbet man: 

^'=^ dJ+dy^ ' ds = ±{dx- + dy-^)\ 
unb bie gormel (4) gibt: 

(^i%\ JL l- ^^^^ y — dyd'^ X , dx d'^y —dyd'^x 

Q (dx^+dy^f 

! Sn bem befonbcrn galle, wo man ben Sogen ä aU nna^än^ 

gige SScrdnberlicbc betrad^tet, fann man ben jweitcn Zl)tll ber ®ku 
3)ung (20) fo tranSformiren , bag er bloö bie abgeleiteten gunctio^ 
nen ber jweiten Drbnung ber Soorbinatcn x unb y in äBcjiebunä 
auf s tnt\)ält. S:)mn bifferenjirt man bie ®Ieid?ung : 

dx^ + dy'^=ds'^, 

inbem man ds aU dm conjtante ©rofe bctxaä)ttt, fo erbalt man: 

(21) dxd^x + dyd'^y = 0, 

unb f)kmvL^ folgt (f. algebr. ^Cnalpf. 9lote //.): 

d'^y — d'^ X d X d'^ y — d y rf^ x 

dx dy dx^-^-dy^ 

unb ttetm vno.rx ds* jiatt da;'' + dj^' fefet: 

/ 

m 

^kxnati) folgt auä ber Formel (20)^ 



.22^ 1 _ f(rf'' ^)» + (rf*^ yY] 



=[(^y+(^y] 



h 



gerner,, wenn man oon bem fünfte {x, y) a\x^ auf ber gege? 
bcnm ßurtje unb auf i^rer, nad) bemfelben ^inne al§ ber Sogen 
s t)erlängerten Sangente gleid^e unb unenblid^ f leine Sängen = i 



7$ 



nimmt/ fo ttlfSü man fSx bie Goorbtnoten M (in\>pwata bct gwei« 
teil Sänge: 



\ 



.dx i •dy 



'+*'-d7' y + '-dT' 

wob f&t bte M (SnbpmfUi Ut er{ten: 

»0 / unb J unenblid^ Heine ®rSf en bejeid^nen. SWennt man ölfo 
bte entfernung j«)if(^en ben enbpunften biefet betben «ängen «, fo 
l^at man: 

«=4[(-^+'y+(-^+'y]* 

ti'nb fblglt4): 

d^x\^ _L / rfV^' li _ ,^ 1« 



(») [(4^)+(-^)]' 



/im ,o * 



i« 



2(ud Hefer legten Sonnel folgt in fBerbinbung mit ber @lei 
(^ung (22): 

(24) g^Um^. 

Um alfo ben iCrummungSl^^albmeffetr ettiet 6üttfe für 
einen gegebenen ^nntt ju erb^tlten/ braud^^t man nur 
Äuf biefer Sürtje «nb il^rer^ naö) bemfelben ©inne vers 
(ängerten S^angente gleid^e unb.unenblicb tteine Sängen 
)U nel)men unb ba$ £luabrat einer berfetben burd^ bie 
boppette Entfernung jwifcben ibren enbpunften )u bfe 
loibiren. £)ie ©renje be§ jCluotienten ijl ber genaue SBertb beS 
Jlrüminung§^albmeffer§. 

SBenrt man bie gormcin (5), (20) ober (22) jür SBellimmunjg 
ber Krümmung einer ßurüe anwenben will, fo mug man juerjl bie 
£)iffereniiale bet erften unb ^weiten £)rbnung ber ßoorbinateti x, y 
ütö Functionen biefer ßoorbmaten unb ber Diffirenjiale ber unab^ 
bängiaen SSeränberlid^en beftimmen. SKan brandet biefe. Sfec^nung 
nidbt Bei iebem befonbern f^aUe jü n>ieberboleh / wenn man t>ti aUk 
gemeine Formel anwenbet, weld^e wir fogleic^ ableiten wollem 

es fei : 

(2&) u = 

bie @Utcbung ber gegebenen 6urt>e/ wo u eine Function bet re4)^s 
winfligen Soorbinaten or, y bejeidllnet. SDifferenjirt man biefe ^lets 
d^^ung jweimal binter einanber, fo erhält mam 
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unb foIg(td[^: 

^2gN dy ^d-x dyd^x—dxd^y 

/du\~ /du\~ du ^o I du „ 



[dry+c^f)']*' 

dxd^y — dyd^x=:^ 
[dx^ + dy^]i rdu du -, ' 

Lfe) +(dF) J 

"S.rxi tiefet legten' SotmH in SSerbtntmna mit ber ©(eicbuna 
(20) folflt: 

tmb xotm man für bte 2>tfferenita(e: 

dx, dy 

bte tfinen ))ropotttonalen (Stimmt 

du du 

dy * dx 

f^tt/ fo fmbet mcixt enbltdj^ : 

/du\^d^u ^du du d^u . /du\^ d^u 



TB 



SBenn bic 83erdnberiid()en;r,9 in ber ©Uid^utig (25) getrennt 
n>aren^ b. \). xotnn bie f^tnctton u att$ jtDet j£i)tiUn beftanbe^ n^o^ 
don ber eine bloS bie ä$eränber(id;e x unb ber anbete nur bie SSer^ 
dnberlidf)e y enthielte, fo l&dtte man: 



r= Oj 



dxdy 

unb bie gormel (30) rebucirte fidf) auf: 

/du\^ d^tt . /duy d'^u 
/oix 1 _ . Ux) dy' '^\dy) dx\ 

Sßenn man bie Sormer(30) ober (31) auf bie bur^ bie ®lei^ 
(jungen (10), (13); (15),... ouSgebrucf ten ßurtjen anwcnbet, fo er? 
bdlt man bie SBertl)e t>on ^ wiAer, n)eld()e bie ©leidf^ungen (12), 
(14), (17) ,... aeben. 

3um ©c^luffe biefer SJorlefung bemerfen wir nod^, bag man 
in ber gormel (4) für ben 2Binfe( r trgenb einen ber SBSertl^e üon 
^5 welker ber ©teid^ung (5) ber erjien SSorlefung ®enüge leiftet, 
b. 1^. einen SBSert^ t)on ber gorm: 

(32) ^ = + » Ä + arc lang j/=^ + na-^T^ 

xoo n eine beliebige ganje ^a^l bejeicf^net, fegen fann. 2(föbann 
üenoaltbelt pd^ bie gormel (4) in; 

(33) 1=+-41. • 
^ '^ Q — ds 

9iod^ wollen wir bemerken, baf ber einem fünfte (or, y) 
entf}>red?enbeÄViimmungSmitteI}Junft inSSejie^ung auf 
biefen|)ttnft auf ber @ette ber pofitiüen ober negattt>en 
y lieftt/ ienad[?bem ber SBertl^ be§ ^txi^ältni{{ti: 

pofitit) ober negativ ijf. Serni' ba ber Ärflmmung§mtttripun!t 
ber ©urdS^fd^nittSpunft pei einanbcr utteublidf) nai&e tiegenber dlou 
malen ijt, fo ijl flar, oag bie Surve immer iljre Soncavitdt biefem 
ÄrummungSmittelpunfte jufe^rt. Aierau6 folgt, wenn x al9 unab= 
l^dngige Serdnberlid^^ betradj^tet wirb unb man bie S5emerfung . auf 
(Seite 57 berucffEdj^tigt, baf ber Ärümmuugamittelpunft in ^ejie- 
I^ung auf ben ^unfi (x, y)' auf ber ©eite ber pofttiüen y liegt, 
wenn ber SBertl^ t)on y' pojttiü tft unb^ auf ber (Seite ber n^atwen 
y im mt^eg^engefe^^eft f^aUe. tteberbieS ftlgt au$ ber @leid)ung 
(SS), wvxxi,$ wieber aU ünftbi^dngige SSerdnbei:(id^e (etrad^tet wirb: 

/qp;x d* y^' . ' 
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unt> ba vam&it ber Formel (35) bte ®tij^mi 



dx' 



r 



V 

bcibc pbfttiü ober beibe negatit) finb, fo tann man offenbor ba§ 3eU 
d^en ber erfleren jtatt be§ Seid^enS ber jweiten betracbten. SSSenn 
man ferner bemerft, baß ber äBertb unb ba§ äetcljen beS fßexl)ä\U 

nijTeö -~^ ungeÄnbert bleiben, roa^ aui) bie unabbangige SSerdm 

berltc^e fein maQ , fo n)trb man unmittelbar auf ben ju ben)eifenben 
®a6 geßlbrt. 



Siebente SBorUfung. 

7(na(9tif4)e Seflimmung beS £vämmungSinttte(puntte8 einet 
ebenen Suroe. ~^ Xf^eorie ber (S^oluten unb Svotoenten. 



@S feien g ber bem fünfte (x, y) entfpre^^enbe Sttixmm\xn^1)albs 
meffer einer ebenen Qnvot ünb |, i^ bie Soorbinate bc§ ÄrümmungSs 
mittelpunfte«. 2)a biefer ÄrummungSmtttelpunf t nicbtö anberS tjl, ol8 
ber Snbpunft beS t>om fünfte (ar, y) quS auf ber Slormale genom* 
menen ixilbmefferS ^ unb jwar auf ber ©eite, gegen »el^e bie 
6urt>e ipre Soncat)itdt !ebrt; fo toerifictren bie Soorbmoten {, ly ofs 
fenbar bie beiben ®leid()ungen : 

unb 

(2) (|_ar)rfa:+(i?-2f)d» = 0, ^ 

worauf {td[^ bie Sorntel ergibt: 

(3) ^-y^g-~-^^-j- [(^-y)'+(t-^)"3^ ^ I P, 



dar — dy 



(dor^ + dy«)- 



ds 



Semer folgt au$ bem am 6nbe ber t)orber0ebenben SSorlefung 
bewiefenen ©afee, ba^ , wenn man einen ber SSBmfel mit ^ bejeic^s 
net, X0ü^t bm^ bie Sormel: 



.(4) 



dv 
tangt=^ 



dif 



benimmt werben, i? — y unb baS SßerbiJltnifl -— ®rö0en t>on tu 

nerlei 3cid()en finb. JBerurfficbtigt , man biefen @afe unb bie (Stets 
(bung (S3) berfelben SSorlefung/ fo ergibt jtd^ au^ ber f^ormel (3): 

^ dx — dy d^ 

unb fblglicb: 

dar 



(») 
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X>it ®Uid)mstn (6), mlöft beibe in ber %omü (5) entbaU 
tcn jinb, flnb jur äBefttmmung bcr ßoorbtnatcn bcö Ärömmüna^mits 
telpunftcS einer ebenen ßurtoe l^inreid^enb. 

SBenn man x ots unabhängige JBerdnberiid^ie htttaö)ttt, fo fim 
bet man, tnbem man ieben Zf)til ber ©leid^ung (5) burc^^ dx mufc 

ti^jlicirt unb für -^ feinen , auS ber ©leid^^unfl (35) in ber fedj^S. 

ten . SSorlefung abgeleiteten SBertl^ fubjlituirt: 

ober »aS baffelbe ijl: 

SBenn a: ni^t mc^r ais unablf^öngige JBerdnberlid^e betradbtet 
, wirb, fo gibt bie ©leid^üng (4): 

rfw;=__l_^ dxd^y — dyd'^x _ dxd^y — dyd^x 
l-^tang'^if dx^ dx^-{-dy'^ ' 

unb bie gormein (5), (6) t^erwanbeln fxd) rcfp; in: 

(9) n — y_i-x_ dx^+dy^ 

^^ dx -^dy dxd^y — dyd^x' 

(10) ^-y=^^ rf^rf.yl4rfa^ . 

SRün ^at folglich : 

(11) (S-ar)d2a:-|-(,_y)rf2y^rfaf« + dj^» = d«a 
ober n)a§ baffelbe ijl: 

(12) (|-;.)-^ + (,_,)^ = l. 

^ J^iefe leite ©lefc^uncj laßt fic^ leicht birect ableiten ; bcnn e§ 
feien Aj ft bie SBmfel, wdd)t bie nad) ber Seite, gegen welche 
bie 6urüe i^re ßoncaüitdt hi)vt, verlängerte 5«ormale mit t>tn <balb= 
arcrt ber pmmn ßoorbinatcn bilbet ^ fo l^at man offenbar : 

(18) — — = cosX^ ILzl. = cos u. 

6 
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SBettn ferner ber IBogen s jur unäbf)äwsxMn tSeranberitdf^en 
oenomnten n>irb/ unb man nimmt t)om fünfte (x, y) du^ auf ber 
^uvDt unb auf \i}rtx, md) bemfelben @inne oertong^rten S^angente 
gletcl^e unb unenbltd^ Ftetne Sängen =/, unb nennt 'b^e@ntf(frnung 

?xoi^d)tn ben ßnbpunften blefer ieiben iJangen «,• fo' ftnb bie alge« 
►raifd[)en ^rojectioncn ber Sntfernung », \>on ber aJongenfe. a\x^ ge^ 
ja^lt, auf bie 'ifjren ©rößen t)on ber gorm: .'^ "•' 

WO / unb J unenblid) Heine ©roßen bejeid(?nen, unb bitbet-fotgli^) 
mit benfelben, nad)i bem ©inne ber pofitit>en ßoorbinaten oerlangers 
ten %xtn 2Binfe(/ beren (5ofinu§ burc^: 

auSgebrucft werben. UeberbieS ijl bie ©erabe, auf weldjjer bie ^nU 
fernung » genommen ijl, nad^ bem gel^rfafee am ©nbe ber fünften 
SJorlefung fajl ju ber Slormale parallel , unb ba biefe Entfernung 
t)on ber SJangente auö nac^ ber ^S^titt Vm genommen werben ran^, 
wo ber ÄrummungSmittelpunft liegt; fo finb wir ju bem ®d(>lufle 
bered^tigt, baß bie ©renjen ber ÄuöbrudPe (15) \>tn ßojinuS ber 
SBinf el A , fi gleid^ finb. Sf ebucirt man nun bie ®rößen / unb J 

auf 9luU unb fubflitutrt för t»a8 «erl^dätntf -J- f«»« ®wnj« 9, fo 
\}CiX man: 

2Benn ber 83ogcn ä nid(>t me^r jur unabl^d'n^igen ajeranberli= 
d)en genommen würbe, fo mä^tt man: 



- m - m 



ds ' ds 

für 

d'X d^y 

ds* ' Is^ ' 

fefeen, unb aiabann wrwonbelten fid> bie ®(ei<i[)ungen (16) in: 

/d'^x , d^s\ 



(17) 






SBenn man bie ©leidf^ungen (13) bmd) bie ©leid^ungen (16) 
ober (17) multiplicirt unb bie erl^altenen STefultatc abbirt, fo erl^dlt 
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man unmittelbar bk Sormel (18) xoi^x, wemt m<tn, m Saite mn 

bie ©lei^ungen (17) anmnhtt, bie ©Icidj^un« (2) berücfftdf^tigt. 

3n bem befonbeten Solle/ n>o man ben iloogen « }ur unabbatv 
gtgen SSeranberlid^en nimmt/ folgt oud ben ©(eid^ungen (13) unb 
(16) in SBerbinbwig mit ber gormel (22) bcr fecjjöten SJorlefung: 

"^ ^~^ rf*2 — (rf2.r)2+(ri2y^2« y- 

?Kan gelangt ju bemfelbcn Slcfultate, wenn man in ben ©(et* 
c^ungen (10) für dx unb — dy bie i^nen nacb ber SJorauöfclung 
proportionalen ©röpen d^y unb d-x fubilituirt (f. gormel (21) in 
SSortefuna 6.). 

SBerbinbet man bie Sörmeln (1), (2) unb (11), fo erbatt man 
ba8 ©pjlem \)on ©leicbungen: 

( (S-^')^ + (^-y)^ = ^S 

(19) (^-:c)dx + (ri-y)dy = 0, 

( (^ — x)d^x-\-(ri—y)d'^y — dx^--dy^=0, 

welcbe jur SSejlimmung ber brei Unbefannten 1, ly, q alS Functionen 
oon X binreicbenb finb. @§ ijl wobi ju bemerfen, baß man bie 
jweite unb britte ©leicbung wieberfinbet/ wenn man 
bie erfle unb jweite bifferenjirt, inbem man bie brei 
Unbefannten aU conflante ©rdflen beba|nbelt. 

SBenn ber $unFt (x, y) {tcb auf ber gegebenen 6urt>e \>txtMi, 
fo wirb ber ^rummung^mittelpunft ju gletcber Bett "om&dt. Sßenn 
fidb ber erjie ^unft auf ber gegebenen ßunoe ftetig fortbewegt/ fo 
befcbretbt ber jweite eine mm 6urt>e. Um aber bie ©leicbung biefer 
legten 6uroe )u erbalten, braucht man offenbar nur bie au§ ben Formeln 
(6) ober (16) abgeleiteten SBertbe \)on ri unb | at§ Functionen einer 
einzigen SSeränberlid^en o:^ ober y, ober s, iz. au^jubrucfen unb bann 
biefe SSerd'nberlicbe 5wifcben ben beiben ©leicbungen ju eliminiren ; (o 
entbält bie au$ ber Elimination refultirenbe ©leic^un^ nur n^ bte 
beiben SSeränberlicben |, 17 unb brudK genau bie Sinte an^, welche 
ber geometrifcbe iDrt aller £rilmmung§mittelpun!te ber gegebenen 
ßurtoe tft. Um bte ^aupteigenfcba^en biefer Sinie nacbjuweifen/ 
bifferenjirt man bie gormein (10), ober waS baffelbe ift, bte beioen 
erjlen ber ©leicbungen (19). SSerfd'brt man auf biefe SSSeife' unb 
bcrüdEfid^tigt bie tjorbin gemachte S3emer!ung, fo finbet man: 

(20) {i-x)d^'\'{y-'ri)dn = QdQ 

unb 

(21) rf.rd| + rfi/rf72 = 6. 

9lun folgt aber au^ ber (Belebung (21) (f. «orlef. b), baß 
bie an bie gegeben« 6urt>e burcb ben ^unft (ar, y) unb an bie neue 
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(28) fZ^ = — t^rfo, 

unb bu Sormcln (6) geben:- 

(29) | = .r + 2-^, 'i = y-^d^- 

©ubjlituirt man nun für x,yi dx unb dy i^re öu§ ben®lei= 
dS^ungen (20) unb (24) in loorlef- 2 flejogenen aSScrt^e, fo fmbet 
man: 

(30) | = a: + 2JR5ino = il(o + Wn(ö), 

1| = — 1/ = — /l (1 — COÄ ö). 

(Snblidf), wenn man: 

(31) 0} = ß -f- Ä 
fefet, fo erl)d(t man bie Reiben ®(eid(?unaen : 

(32) I = — jr il = ß (Ä — <ffm ß), 

1^ -{- 2 ß = ß (1 — CO« Ä), 

loeld^e bie @t)o(ute ber Spcloibe auSbrucfen. S)tefe (goolute get)t 
offenbar burd^ ben ^unft .r = 3rß, y=:-r2Ä, weld^er fein an? 
bcrer tjl, alä ber ber größten Drbtnate beö erjten 3weifle§ ents 
Ä>re^enbe J^rümmung^mittelpunft. SSenn man, um ben %n^m^^ 
i^unft ber ßoorbtnaten in biefen ^unft ju t)erleaen, | + 3«^Ä för S 
unb q — 2Ä für i; fel^t, fo üerwanbetn fid(> bie ©leidj^ungen (82) i«: 

. (33) ^ = B(Ä — «wß), 1^ = ß (1 — CO« lö). 

S>a biefe legten @leid)un3en mit ben ®leicl(^ungen (20) ber 
petten JBorlefung gan5 überemflimmen/ fo xtiiSSÜtn mir fc^lteEieit> 
baß eine ßpcloibe eine anbere ßpcloibe \)on berfelben Sorm unb bem 
felben 3>imenfionen, beren IRudPfel^rpunfte mit ben, ben Söfittelpunf^ 
ten ber t)erfcl(^iebenen ämeige ber erjlen ßpcloibc entfprecbenben Äröms 
munaSmittelpunften sufammenfallen, jur @\)olute ijot. ferner {tnb bie 
9furfrebr»)unfte ber erjten ßpcloibe ju gteidtier Seit bie 9Rittel}>unfte 
ber loerfd^iebenen ämeige ber jweiten, unb bie SBaftö ber jweiten burd^ 
bie (^itxijm^tn (32) au^gebrucften Spcloibe fallt mit ber geraben 
Sinie 5ufammen/ beren ©leid^ung: 

(84) 2(=-2ß 

ijt. 

Die ®IeicI)ungen (30) ließen fidj^ aucb leidj^t erl&alten, xotnn 
man t)on bem in ber ferf^^ten aSorleämg bewiefenen ©al^e, nd'mlic^, 
baß ber ÄrflmmungSl^atbmeffer ber ßpcloibe baS bo})j)elte ber Kors 
male ift, wenn bie ä3afi§ pr 2(re ber x genommen wirb, ausginge. 
Denn nacb biefem ©afee fallt ber 9Rittel))unft be* JCrömmungSlj^albs 
mefierS/ b. l;. ber ^unft, befien ßoorbinaten: 

ar + g y + n 
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ftnb, mit bem fünfte iu\ammtn, in loeldl^em ber Srieugungdfrete 
bie aSaftö berührt, unb beficn ÄbfciJTc Äö=.r + Ä«»a} ifl. man 
l)at folglich bte @(etd()ungen : 

worauf fid^ bie Sormctn (30; unmittelbar ergeben, man tann fos 
gar, oI)ne fid) biefer gormeln ju bebienen, blo^ mit ^iUfe bc* eben 
crn)ä^)nten ©aj^eS bie 9latur ber 6urt)e beftimmen, totli)t bie ©JOs 
lute ber ßpcloibe bitbet/3u bem 3n>ecfe wollen wir mit bem Aalb^ 
meffer R jwei gleidt^c Äreife befdf^reiben, beren 3Rittelpunfte auf ber 
Zxt ber y, ber eine über unb ber anbere unter ber Are ber x lies 
gen, unb welche biefe lefete 2Cj:e im Tfnfangopunfte berühren. TClSs 
bann wollen wir annehmen , ba^ fic() bie beibcn Äreife, ber erjte 
auf ber ^Ire ber x unb ber jweite auf ber ju il)r parallelen ©eras 
ben j^ = r-2B fo bewegen, baß bie TCre ber x fleto i^re gemeim 
f^^aftlid^e Slangente bleibt. 25ie ^albmeffer, weld)e im erjfen Tfus 
genblirfe nad) bem ÄnfangSpunfte ber ßoorbinaten ge^en, breben 
ftdS> um bie ^tttelpunfte ber beiben greife unb befc^^reiben m akU 
d)cv 3«it gteicbe SBinfel, worauf folgt 1) bafi biefe ^albmejfer jietS 
2u einanbcr parallel ftnb unb 2) baß bie if^xt Snbpunrte t>erbinbenbe 
®erabe burd^ ben 85eriil^rung§punft gel^t unb in biefem fünfte in 
jwei gteid^e Steile g#()eilt wirb. 9lun ifi aber ber im erjlen greife 
ifiegenbe ^l^eil offenbar ber 9lormale ber gegebenen ßpcloibe, wel^e 
ber ßnbpunft beS erften ^albmeffer^ befdj^reibt, gleid). Solglid^ ijl 
ber Ärümmungä^albmeffer biefer Qurot ber boppclten Kormale gleic^, 
fdUt notbwenbig mit ber ganjen ®eraben jufammen unb ber Ärunts 
mungömittelpunft mit bem @nbpunfte beä 5weiten ^atbmefferS. golg^ 
lic^ tjt ber geometrifc^e £)rt ber ÄrummungSmittelpunfte ober bte 
@t)olute berfelben 6ur\)e genau bie jweite Gpcloibe, rocl(i)t biefer 
enbpunft bef4)reibt. 

25ie (Sleicbungen (6) unb (10) , beren ?(nwenbung bei ber SSts 
jlimmung ber 6t)oluten wir angegeben If^aben, fonnen t>\xv6) anbere 
erfefet werben, weldf^e blo§ bie toier SSerdnberlic^en i, ri, x unb y 
entlj^alten. 2)enn c§ fei * 

(35) tt = X 

bie ©leid^ung einer ebenen (Surt)e, wo u eine Function ber beiben 
Soorbinaten x^ y bejeid^net, fo folgt a\xh ben gormein (2) unb (11) 
in SJerbinbung mit ben ®leidt)ungen (26) unb (27) in ber toorl^ers 
gelben S$orlefung: 



(36) 



^ — x _ tj — y _ (l — x)d'X'j-(ri — y)d'^y 

(H) i-^) ^''-'+^'"y 

dx^-^-dy^ • 
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unb votnn man f& bie ^ffetenjtafe t 

äx, dy 
bie x\}ntti refp. proportionalen ©rSßen: 

du du 

dy ^ dx 

fe^t/ fo ftnbet man: 

^ ^ du\ /du 



( du \ / q« \ 
da:/ \dy ) 

/ rfM \^ . / du^ 
\dx) '^\dy ) 



( du\ ^ d^u ^^ du du d^u . / du \^ d^u * 
dary rfj^* rfo: dy dxdy \dy ) dx^ 

®iefe lefete Formel ijl ben beibcn ©leid^ungen jwifc^en ben 
Soorbinaten x^y ber betracl(^teten 6uroe unb ben (Soorbinaten |, ij 
ber @))olute g(eic() ju ad^ten. 

SBenn in ber ©(eid^un^ (35) bie SSeranberlid^en x^ y getrennt 
ffnb, fo l^at xaaiM • 

unb bie gormel (8J) rebucirt" ftd^ auf: . 

(30) lpL=.n^ = 

^ ^ du \ /du 



( du \ / du\ 
dx ) \dy) 

da:7 "^U?/>) 

( dM \^ d'^gg . / du s'^ d^\ 
dx ) dy^ ~^\dy J dx 



d^u; 

2 



Um bie @oolute ber Sur\)e (35) 5U erl&alten, genfijgt eS offem 
bar, iwifd(?en ber ®leid)Utt9 (35) unb benen, xot\A}t in ber gor^ 
met (37) ober (39) tnX^aXUn finb, x unb v ju eliminirem Sn 
mel[>rern gd'Uen (äffen fid^ bie beibcn leisten ^(eiclf)un9en in S5ejies 
l^ung auf bie aSerd'nberlidj^en x, y leicht auflofen, unb bie SBertbe 
biefer SSerdnberlidJ^en al§ Functionen ber ßoorbinaten |, 5 barauft 
ableiten, ©ubpituirt man allbann biefe -3Bertbe in bie ^leidj^ung 
(35), fo erlj^alt man bie ©leic^ung ber Süolute unmittelbar. 

SSeifpiel 1. S3etra(i()ten wir 5. S3. bie burd^ bie ©leid^^ung: 
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au^aebrficfte (SUip^t, n>o a unb b gwet poftHtoe (Sonftantett/ namlx^ 
bie oeiben ^a(baren {tnb< Sn biefem befonbern Säße fann man 

■nel^mert/ unb al6bann folgt barauS: 

du X du y 

dx ~ o* ' dy ~ 6« ' 

^ — JL £l — A. '' 

dx» ~ o« ' dy^ ~ b^ ' ■; 

SRan ^t alfo: 



dx* 



(duy d'tt , /rfttV 
Vdxy dy^ "*"\dy/ 



unb bie %otmti (S9) gibt alfo: 
I 



'-"(t-0=*^(7-0=-(^'S+-'I^) 



2 



2(ud biefet legten ®let(|)ung folgt olfo: 

unb wenn A unb £ ))o{tttt)e ©röfien beieiclE)nen/ xoüd)t fo gen>a^(t 
fmb, iai fte bec ©letd^^ung: 

©enfige leijlen, fo finbet man: 

X -Ä j » r 



A ~ ^ a^ ' B ~ "^ b^ ' 
ober toad baffelbe ifl: 

@ub{lttutrt man nun in bte ®letcl()uns (40) bie oud ben ^or^ 
mein (42) genommenen SBertl^e .t)on — unb -|-, fo erl^filt man 
eine ®Iei4^ung/ n>el^e blo& bie SSeranberlid^^en ^,n tttÜ^cHt, namlid^: 
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(») (i)*+ (*)♦=•• 



©lefe lefete ®Uid)mQ, weld(?c bie ©\)Olut« bcr eilipfe öuäbmdPt, 
fann leid()t fo umgeformt xotxbm, baß fte nur noci) gatue ^otenjeit 
bcr SSerdnberlidJ^cn enthalt. 2)enn nadf^bem man jcben SJ^cK bejrfeU 
ben jur brittcn ^otcnj erlauben ^at, ergibt jidf^ barauS: 



unb folgltd^: 



2 



2Cw« ber ©(ei^^ung (43) ober («) erhellet Uic()t, bap bie (güO:: 
lute ber ßüipfe eine gefd^tojTene 6ur\)e ijt, xotlö^t i>uxd) jwei Ären, 
bie wie bie ber SUipfe mit ben (Soorbinatenaren jufammenfallen unb 
biefelbc in t)ier fünften fdt^neiben, beren gntfernungen t)om Am 
fong6punfte -4 unb B ftnb, in t)ier aufeinanberlegbare Sb^ile gctbeilt 
wirb. Seber biefer S^^cite ber (Stjolute berührt ferner bie 2Crcn unb 
folglid^ ijl ieber äufammenfteffungöpunft ein Sfßcffe^rpunft biefer 
6urt)e. 

S3eifpte( 2. S3etracl^ten wir nun bie burd^ bie ®(eid[iung: 

auSgebrücfte ^t)})erbel. 

aSerfd'brt man wie im t)orl^erge]&enben SSeifpiele unb bejeidj^net 
bmd) Af B jwci po^tm ©rogen, weldj^e fo gewallt finb, baß fic 
ber ®itid)unQ: 

(46) a«+5« = ^a = B6, 

genfigen, fo ergibt pdf), bag fic^ bie ©leid^ung ber^ (Soolute auf: 

<*»> (4)'- a)' = ± • 

wl>uclrt, ober waS baffelbe ijl, auf: 



<«> [' + (i--|')]=- 



[^ • B 



2CuS ber (SUid^nm (47) ober (48) er^eKet leidjjt, bag bie et>o. 
tute ber^pperbet eine ßurtje ip, wetd()e ftd^ in§ Unenblid^e erjlrerft, 
burd() bie ßoorbinatenaren in mx d'bnlid^e Steile getbeilt wirb unb 
au6 jwei getrennten 3weigen beftebt, wot)on jeber einen auf ber 
SSerldngerung ber reeUen 'üxt 2a ^btx 2b ber Jg)p))erbe( in ber 6nts 
fernuna A ooer B t)om 2CnfangSpunfte lieaenben JRudPfebrpunft \)at. 

S3eift>te( 3. fSüit wollen nun bie vuxä) bie ©leid^ung: 
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(40) y^=2par, 

vootin p eme pc^tm Sonflante ift/ auggebrucfte Parabel betrachten. 
3n btefem Salle fann man 

tt = *(2par — 1^«) 

nel^men, unb ^xttaa^ ergibt fid): 



dfff cJu 



= py 'znr=-'y 



9 



dx ^^ dy 



z' 



golglic^^ gibt bie gormel (39) : 






p y • p2 



3Ran l^at alfo: 



^ _ ?/^ 



| — ^=p + 2ar5 i-=— ^, 

y P' 

ober, was baffelbe ijt: 

|=p + Sa:, y3 = -p2^. 

S)te au§ btefen beiben legten ®Ietcl()ungen gejogenen -SEßertbe 
t)on X unb ?/ finb refp.: 

(50) ^ = -^^. y = -p*i2*. 

©ubpttuirt man bicfe SBertbe In bte ®(eid(?ung (49), unb laßt 
ben beiben S£^et(en gemetnfd^aftttc^en S^^ctor p b^nweg, fo ftnbet 
man: 

(51) |(l~p)=pM- 

25ie ©(eid^ung (51), weld^e man anä) auf bie gorm: 

(62) /t(I~p)»=Pi?^ 

bringen fann, gebort ju ber ®t>olute ber Parabel, ^an ftebt lei^^t 
ein, baß ftcb biefe Stjolute auf ber ®titt ber pofttiüen a; in§ Um 
enblicbe erflredft, baß fte bie 2Cjre ber Parabel jur JCre bat unb baß 
fie biefe Zxt in bem 9)unfte, beffen 2(bfciffe p ijl,' berfibrt. 35iefer 
5)unft, n)eld()er eben fo tpeit t)om Srennpunfte, al§\)on bem ©(Reitet 
ber ^orabel entfernt ifl, ifl juglei^) ber ^6)tittl ber ßüolute unb ber 
einzige 9{itc!febrt>unFt, welq^en fie barbietet. 9Benn man in ber 
Steigung (51) ober (52) J+p für | fefet, um ben TCnfangSpunft 
in ben itxoäf)nUn $unft 5u )oer(egen, fo ergibt ftdb barauS: 
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(58) 


|_|p*i,*. 


tmb 




(54) 


ij=(*)V*i* 



X>a bte ©letdj^ungen (ö3) mt> (54) afö befonbere S^e in ben 
©Icidj^ungen (44) ber fünften SSorlefung entl^alten jinb, fo folgt, bag 
bte 6)>olute iebec 9)arabel t>om ^wetten ®rabe wieber eine $arabe( 
t>on bem ®rabe i ober $ ifl. 



Tl^tc aSorlefung. 

SSon bcn ebenen 6ur)>en, welche etqanber in etnfm gegeben 

nen 9)unfte oScuIiren. 



9Ran fagt/ bag ftcb iwei ebene Quvom in einem t^nen aemetm 
^(!^afti\d)tn |)unfte o§cultren/ wenn {!e in biefem |)un!te nidpt bloS 
bte[e(be ^ngente b<^ben/ fonbern aucb benfetben SCxümxnanQh 
fret§/ a{fo aucb biefe(be ^rumntun^ unb ibre Goncatoitäten nadf 
bentfelben @inne febren. ^ternacb la^t {tcb leicbt folgenbec Sebtfa^ 
bartbun. 

Sebtfag 1. Sßtr n)olIen annebmen^ bafi jwet ebene 
6urt)en t>\xx^ mei @leicbungen 5n)ifd^en ben beiben 
recbtn>tntlisen (Sootbinaten x, y auSgebtücft feien/ unb 
bai bie 2Cbfciffe ^ iur unabbangigen aSerdnberticben ges 
nommen n>erbe. @o((en biefe beiben 6urt)eit ficb in tu 
nem gemeinfcbaftlicben ber Ttbfciffe x entft>red()enben 
fünfte o$cu(fren/ fo iß erforberlicb/ aber auö) binrei« 
^enb/ bdf bie Srbinate y unb bie abgeleiteten Suncs 
tionen ber erflen unb ixoiittn Crbnung, b. b* bie brei 
@rof en: 

(1) ». y, f 

für biefe 2Cbfciffe bei bem Uebergange t)on ber einen 
6urt)e ju ber anbern biefelben 3abl^nn)ertbe unb bie^ 
felben Seieben bebalten. 

äSBeweiS. J)enn xocnn biefe SSebingungen erfiällt werben, fo 
baben bie beiben Qnx\>en offenbar einen ber TlbfdfTe x entfprecbenben 

Semeinfcbaftlicbcn 9)unft. gerner folgt a\x^ ber ©leicbung (5) ber 
$orlef. 1, baß bie beiben 6un)en eine gemeinf^aftltcbe Xangente 
baben, au§ ber ©leicbung (5) in SJorlef. 6, baß jie benfelben Ärünis 
mung^balbmeffer baben unb auS ber @eite 56 gema(^ten S3emet$ 
fung, baß fte ibre 6onca))itäten nacb berfelben @ette febren. Unts 
gefebrt, xotnn bie beiben Surfen, einanber in bem 9)unfte, beffen 
'Äbfciffe X tft, oSculiren, fo muffen nicbt bloS bie ©roßen y,}f unb 
ba^ 3eicben oon y" bei bem Uebergange oon ber einen (&nvot 5ur 
anbern biefelben bleiben, fonbern e$ ift tlar, baß biefed aucb mit 
bem ^rümmungSbalbmeffer g unb folglic^^ bitt bem 3ablenwertbe 
oon 2(" ber gaU fein ihuß. 
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X>tnUn wir unS nun, baß y^ unb y" »ieber bic abgeleiteten 
J^unctionen in S3eite^ung auf bie SSeränberiid^e x unb 

dx, dyj d'^Xy d^y 

bie I)ifferenjiale ber erjten unb jweiten Drbnung t)on x unb y in 
S5ejie^ung auf eine neue al6 unabl&ängige 8Serdnberlid(?e betrachtete 
©rope r bejeid&nen; fo lf)at man nac^ 35ifferenjialr. SSorlef. 3, %ox: 
mel (9) : 

d(^^ 

(2) 2^=4iL, y^^=, \dxJ^dxd-^^^-dyd\r^ 
^ ^ ^ dx ' ^ dx rfx» 

Um bie JBegriffe 'ju ftrireU/ wollen wir annel&men, baß bie um 
abl^angige SSerdnberlid^e r mit ben 8SerdnberliclE)en x, y bmd) eine 
©lei^ung t)on ber gorm: 

(3) r=:%(x,y) 

verbunben fei. 35ifferenjirt man biefe ©leic^^ung jWei mal na^ eins 
anber, fo fJnbet man: 

\_ d%(x,y) dx ■ d^(x,y) dy 
dx dr ''" dy dr 

/4N )^^ d^(^yy) d'^x d%(x,y) d'^y 
W ^^-^ dx dr^"^ dy dr- 

d^^(ar,?/)dar^ . g d^g(3:,y) d.rdy d''%(x,y) dy^ 
"^ da:'^ dr- dxdy drdr^ dy^ dr"^" 

^\xn ergeben fid()^^ aber auh ben gormein (2) unb (4) leid(^ bic 
SBertl^ t>on: 

dx dy d' X d' y 
^^^ dF' dr' dr^ ' HP^' 

aB, Siinctionen ber ©rößen: 

/ // d^(x, y) d%{x, y) 
y^y' dx ' dy ' 

d''%{x, y) d^'%(x, y) . d^%{x,y)' 
dx^ ' dxdy ' dy- 

auSgebrücft, unb ba biefe ®rogen für ben SBeru^rungSjjunft ber beis 
ben 6ur\)en biefelben S5Jertt)e bel^alten, wenn man uon ber einen jur 
anbern übergel)t, fo i^ ftar, baß bafTelbe auc^ t)on.ben ^u^bruaen 
(5) gilt. 

SEBenn mm ben ^^t^m Änfan^Spunfte nac| bem fünfte (ar, y) ge^ 
jogenen 9fabiii6\)ector jur xxnob^an^i^zn 58eränberlid[)en nel^men wiU, 
fo tferwanbeln ft^ bie ®leidE)ungen (8) unb (4) refp. in: 

(6) r = V^(a;2 + y^), 



— ftS 

^_x dx • y dy 
r dr"^ r dr * 



^ X d^x . y d^y . 1 / dx dy\^ 

r dr"^ "^ r dr« "•" r» V rfr * rfi-/ ♦ • 

unb <m8 t»en gormefn (7) in SSerbtntmng tntt ben gormein (S) unb 
(6) ergibt fid) : 



(8) 






9?icl[)t§ l&inbcrt, in bem aSorl^crgel)enbett bie SScrdnberlWS^ r 
= 55(^5?) öuf eine ber Soorbinaten x^y ju rebuctren. SBenn man 
j. S5. r=a: fefet, fo t>ern)anbeln ^d) bie Äu^brucfe (5) in: 

1, y', 0, y% 

unb man fommt unmittelbar auf ben erjten ßel^rfafe wieber juriirf. 
aSJenn man ben auf jeber 6urt)e jtt)ifd)en einem fefien unb bem 
bewegtidf^en fünfte (x, y) liegenben Sogen s jur unabl^dngigen 
SSerdnberlid^en nimmt, inbem er auf beiben 6urt>en über ben &u 
rul^rung6))unft f)xmn^ naä) bemfetben @inne gejäl;ll n>rrb/ fo mufl 
man für bie ©leid^ungen (4) bie folgenben fe^en: 

(9) d^a:«+rfy2 = e^«^ dx d-x-^dyd'^y = 0. 

SSerbinbet man biejc leisten ©leid^ungen mit ben ©(eid^ungen 
(2), fo erbdlt man bie gormeln: 

dx _^ . 1 dy , y' 

)<^^-— y'f ^ d'^y ^ y" 

»0 baS boppelte 3eid)en + iebeSmal auf ia^ Seichen + rebucirt 
werben muß, wenn berSBogcn s mxX ber 2(bfciffe .r xoai)^, unb auf 
ba§ 3eid|)en — im entgegengefe^ten galle, 9Rit ä3erücfft^tiaung 
biefer SSemerfung ergibt fid^ a\x^ t>tn gormein (10) unb bem ßel&rs 
fa^ 1, baß für einen £)6culation^})unft ber beiben ebenen Sun>en 
bie mer ©rößen: 

dx dy d'X d^y 



(11) 



ds' ds' ds"^ ' ds^ 



biefetben 3a]&lenwertl()c unb baffelbe Seid^en bel^otten, wenn man von 
ber erjien ßuroe jur jweiten übergebt. 
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^ttm man entfc^tben mtS, ob ein jwet ebenen 6urt>en ges 
tnetnfcbaftttd^er |)un tt ein £)$€ulation§))unft t{l/ fo !ann man pit 
bie Sdxü^t (5) ober (11) aucb tbre 3äbler : 

(12) dxy rfy, df^x, d«jf 

fobtlituiten/ unb man erbalt auf biefe SBetfe folgenben Sebrfa^t 

gebtföfe 2. SBenn jwet ebene 6urt>en burcb jwei 
®lei(bunäen jwifcben ben Soorbinaten x, y auSgebritdft 
finb, fo braucbt man, um ju erfahren, ob biefe beiben 
(Surfen einanber in einem gegebenen fünfte o^culiren, 
nur eine beflimmte Function ber Sieränberticben ar, y 
ober ben auf ieber Gun^e t)on einem fejlen fünfte au$ 
gejabtten IBogen s jur. unabbangigen SSeränberticben 
5u nebmen unb ut urtterfucben, ob für ben gegebenen 
|>unlt biefelben SBertbe t)on: 

(18) \a?> y, dar> dy^ rf^of, cf^y 

äuS ben ®(etclE)ungen ber beiben 6urt>en abgeleitet toer^ 
ben fSniteh, 

SBenn jt(b in bem ßebrfa^e 1 ober 2 bie jweite 6urt)e auf et* 
nen JKrei^ rebucirt/ beffen ©letcbung t)on ber Sorm : 

XI*) (a:-5)^- + (2/-i?)^ = P« 

ijl; fo {tnb bie 93ebingungen / welcbe au^bräcfen^ baß ber |)unft 
(o:, y) ein £)6cuIationSj)unK ijl, jur •SSeliimmung beS ^albmeficr6 
unb ber ßoorbinaten beS 9RittelpunfteS biefcS ÄreifeS/^b. b* ber 
brei Unbelannten t^ri unb q binreid^enb. 2)enn nimmt man a; jur 
unabbangigen S3erdnberltcben , fo muffen bie aul> ber enblicben ®leis 
(bung ber erfien ßuroe unb auS ibren abgeleiteten ©leicbungen ge^ 
jogenen SBertbe t)on y? j/9 y'' t>ermöge beS 8eI)rfa|cS 1 ber enWicben 
®leid^urt0 be§ Äreife§ unb ibren abgeleiteten ©leicbungen beö erjiert 
unb ixotittn ©rabe^, b. b* ben brei ©leicbungen: 

( (^-|)" + (ff-i?)' = 9S 

(15) 0^-1 +(y-ny=^^i 

©enfig^ leijlen. 

&enn man au$ biefen legten ©leicbungen bie SBertbe ber brei 
Urtbefannten |, ij unb q ableitet, fo erbdlt man bie ©leicbung (5) 
in SJorlefung 6 unb bie ©leicbungen (8) in aSorlefurtg 7 wieber, tpie 
JU erwarten war* 

SBenn x nicbt mebr jur unabbangigen SSerdnberlicben genoms 
men würbe, fo fonnte man bie enblicbe ©leicbung beS ^reifed unb 
ibre beiben £)iffereniialglei(bungen M erften unb {weiten ©rabed 
ouf bie Sorm bringen : 
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(x — f)rfx + (y — y)dy = 0, 

imb He avA ben @Ietd(^ungen ter etfien 6urt)e abgeleiteten SBSett^e 
Dcn jr,y, dx, dy, d*x, d^y würben i^^nen ©enßge leijlen muffen, 
6§ ifi n>ol()l iu bemerfen, bag bie ©leid^ungen (16)^ »eld^e m 
IBeflimmung ber äBertl^e ber Unbetannten i, tj utib q^ b. ff. ber 
Soetbtndten be§ £ntmmung6mittelpuntte§ unb bed ^tfimmungSs 
J^albmefM binteicbenb ftnb/ mit ben ®let(i)ungen (10) ber {tebenten 
S$or(efung tibereinjiimmen. 



I III« 



9mi49- U- 



Heber bie t)erfd)iel)enen Örbnungen ta S3erul;run3 ebener 

6urt>en. 



JBetracbteit wir jwci ebene Surfen, xotid^t p(b* in einem oe« 
gebenen fünfte berübren. ^tnn man ou3 bem äBerubruna6punfte 
öl§ SRittclpunft unb mit einem unenblid) Reinen ^albmeffer i einen 
Äveiö ,befcbreibt, fo fcbneibet berfelbe t)ie beiben ßurwn in jwei 
einanber febr nabeliegenbcn ^fünften unb bie größere ober geringere 
gegenfeiti^e 2(nndberun^ ber beiben 6ur\)en in ber (Entfernung i 
\>om ißerübrungSjjunfte Ifit offenbar bie unenblicb Rein: Entfernung 
jwifcben ben beiben»erwdbn ten ?^unf ten, ober voa^ baffelbe tfl, bie 



©ebne tco 5wifcben ben beiben Guroen liegenbm ÄreiäjpgenS jum 
SRage. gerner flnb bie nöd) ben Snbpunften biefe§ SSoPno gejo^cs 
nen ^albmeffer nacb gcrabeu Uinien gericbtet, welcbe febr rteme 



fleme 
SQBinfel mit ber gemeinfcbaftlicben SEangente bilDeU/ woraus folfit, 
baij ber 2Binfel jwifd)en bicfen ^albmeffern felbfl eine febr Retnc 
@roge ift. g^ fei o bfcfer leßte SBinfel, fo f)at ber. jwifcben ben 
beiben Suroen liegenben Kreisbogen baS ^robuct: 

(1) I o 

• 

jum SRa^e m\> bie ®e^ite tIefeS IBogenS tjl gleich : 

(2) 2isin^. 

aSenn bie beiben Gurtoen ibre Sorm fo oerdfnbern, ba$ ffe {t(^/ 
inbem fte ftcb immer in bem gegebenen $unFte berubren, in ber 9Iäbe 
biefeS t>unfteS einanber mebr ndbern; fo nebmen bie, febr tletneit 
SBertben t)on % entfprecbenben Sßertbe beS 2(uSbru(feS (2) notbwen. 
big ab,. n>el(beS toorauSfel^t/ baß bie burcb a>beieicbnete Function oon 
i felbft abnimmt. 9Benn bagegen bie beiben ßurioen oermdge ibrer 
gormt)erdnbcrung ftcb weiter oon einanber entfernen, fo nebmen bie 
febr Reinen SBertben t)on i entfprecbenben Sßertbe Don & notbweni 
big )u. ^ox[, fann alfo ^t^a\xpXv\, bag in ber 9läbe beS-ISSe^ 
rubrungSpunfteS bie ge^enfettige ^Knndberung ber beiben 
6urt>en größer ober geringer unb ibre jBerubrung mebr 
ober weniger innig fein wirb, \t nacbbem'bie, febr Wtu 
ntn Sßertben Don t entfprecbenDett 8Bertbe t)on & großer 
ober Keiner finb. 9lacb biefem@a|K xkh^ man offenbar, um ftcb 
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wn Un t>erf(|){eb<nen Yrtett ber SBerul^rütig ebener (Em\>tn emen93e< 
griff }u btibeit/ bte verfdbiebenen ®rö§en}ujiQnbe unteifuc^en/ wodn 
fid9 ber atS Function beS «dalbmefferd i betrachtete unenbttcb F(etne 
SSinhl G) beftnben fann. Sgitxiu tjl e3 juna'cbfl erforberttcb/ ba^ loir 
ttn6 beffen erinnern^ toad in ber £)tffereniialrecbnung Seite 11 bi$ 
15 über bte unenblic^ ((einen @r6gen ber t)erfc^ie^enen 
£)rbnun^en ^fa^t ifi, unb atöbann ergibt ft<b in S3ejiei)un^ auf 
bie beiben bereite betracbteten Surt^en ou^ htm Dorbin angefubrten 
^tinjipe unb au^.bem erften &ei)rfa^e auf ®eite 12 ber ^iiferenjiaU 
red^nung unmittelbar ber fbtgenbe ^ebtfai^t » 

8e^?rfa6 !• SBertrt fid) iwci ßurben in einem geges 
bcnen ?)un!te (P) berul)ren, unb man bemerft in uniinb« 
Ii(|> fteiner Entfernung t \)on bem Serubrung^punfte 
auf biefen beiben Surfen jn>ei fünfte (Q), (fi)^ fo ijl 
bie gegenfeitige Ttnnaberung ber beiben 6un)en in ber 
5lff()e beS 85eril^rungöpunfte§/ beflo geoger/ je ^öber 
bieSrbnung ber uncnblicb fleinen (Sröge o ijl, welche 
ben jwifdjen ben ^albmeffern PQ, PK liegenben ©in^ 
fei aUSbrutft. 

85ewei^i 25enn/ ttJenn ft4> bie §orm ber beiben 6urt)en, 
ober einer berfelbe.; fo anhext, ba§ bii»X)rbnuttg ber unenbticl^ Reis 
nen ®roge m fleigt, fo nimmt ber 3<^b(^nn)ertb t>on a in ber 9läbe 
be§ S3erubrung§pun{te^ toernioge be§ £ebrfa^eS 1 in ber S^ifferenjialn 
®dtt 12 ab, unb ftriglict^ nabern {tcb tie beiben ßunoen einonber 
nie^r aU iwoox. 

ÜRacbbem ber Bebrfal^ 1 beriefen i\l, ifl e§ natiirlid), bie £)rbs 
nung ber al6 Function ber S5afi$. » UtxadyUUn unenblic^ !(einen 
©rögieo }u bejlimmen, um anheben ju fcnnen, n)aS unter ber Di b« 
nung ber Serubrung ;n?ei ebener Kurven ju t)crfleben ip. 6^ 
fei a biefe ©rbnung, 2^a baä JBerbdltnip: 

bie (Sinbett jur ©rerije |at/ fo ifl bai ^xobndi 

C -2 = 251«-^' 

i(o 2 

att4^ eine ühenbli4^ Keine ®roße ber SDrbnung a, ti^renb bie Tin^ 
brurfe (1) anb (2.) wrmoge. beS «ebrfafeed 3 ^eite 14 ber £)ifferert= 
jialrecbnung unenblirf^ tUint ©regen ber iDrbnung ö + l ftnfc 
SRan fann alfo foigenben £e(^rfa^ auffleUen: 

ge^rfafe 2. SSenri ficb'jwei 6urt)en irt einem gej^» 
b<nen ?)unfte (P) berubren, fo ijl bie Örbnütig ber S5ei 
ru^rüng um eine @inbeit niebriger, al§ bie £).tbnun(j 
ber iffienblicb fleinen ®r6ge, weldi^e bie entfernung 
{Yoeter, auf ben beiben 6itrt>eri loon bem S3eriibrung9i 
l^unfte gteic?^ wfeit entfernter fünfte (Q), (B) au§i 
brfitft^ wenn biefe le^te Entfernung eine unetib(i# 
tltine ©riffle ber erften IDrbnung ifl.- 
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& til wobt itt beinerfen, ia^, ba He i9om 9>unfte (9) rtu^ 
betn fünfte (II) aejo^ene (Serabe Q A b(e ©runblinte etned 'o(et(b< 
f4^ent(tgen S)rete(teS t{l^ unb in btefem £)reiecfe betn febt fletnen 
SBtnfel fii aegenfibetltest/ fte fafi auf ben 9{abtent>e€toren P Q, PR 
unb fotaltcp auf ber gemctnf^aftltd^en Sangente betber Sur^n 
fenhred^t iff. 

S^enfen wir und nun burdi^ bie fünfte (Q) unb (R) {wei pos 
raQele gerabe Sinien j9e)ogen^ n)ot>on jebe mit ber gemeinfcbaftUcben 
Sangente einen enbltcben Sßinfel S bttbet, fo liegt bie eine btefet 
b.^^en parallelen bem äSerübrungdpunfte nä^er atö bie anbei«. Um 
bie fi3egrtffe ju firiren, wollen wir anmi^mtn, ba§ bie bur4^ ben 
auf ber erjlen Qux\>k genommenen ^unft (Q) gejogene ®erabe bem 
jBerü^rung§)>unfte am ndd()j!en liegt, unt ba| biefelbe bie jweite 
6urt)e in einem 95unfte (S) fc^^neibet; fo ifl: in bem Dreiecfe QRS 
bie @eite R S fa<l )u ber gemeinfc|)aft(i(ben Sangente paxaUd, ioei( 
fk eine @ebne bilbtt, beren auf ber jweiten (Suroe liegenbe 6nb< 
fünfte bem Serubrung^^unfte febr nabe liegen, unb fie^ btibet offen« 
bar mit ben ©eitert QR, QS enblid^e SßinW« wooon ber erjle 
fe^r wenig toon einem redeten unb ber zweite oon bem SSinfel d 
uerfc^ieben ijl. SBJenn man bur0 / unb / unenblicf) Heine ®r6pen 
bejeic^net/ fo M tnan folglich: 

sin (y + I) 

(») 0Ä= — • ;^ ji #/ Q ^ 

^ ■ sin (ß-i-J) ^ 

V* /* o-^v®» 

{sin d -{-J) 2 

gerner, ba baS SSerl^altntg iwifc^en bem t)om fünfte (P) auf 
bie ®erabe QS ober ilS)re SSerldngerung gefällten ^erpenbitel unb 

bem SlabiuSoector PQ~t fajl gUid^ cos (-| s)=sind x% 

fo fann biefed $erpenbtfe( bur^^ ein ^robuct t>on ber Sorm: 

(4) »(«»4±«) 

audgebrücft werben, wo + £ and) eine unenbticb Reine ®r5^e be< 
geiddnet. SBir woQen nun amzt)mtn, bag jwifcben ben beiben ^uu 
«en eine fi)eri(()rung t>on ber £)rbnung a ftattftnbe unb baß ber 8?as 
kttt6t)e€tor i atö eine unenblieb (leine ®ro^e ber erflen Crbnung be« 
trachtet werbe ; fo ijl Mar, ba^ ber TCudbrurf (4) auc^ eine, unenWid^ 
Reine ®ro$e ber erflen IDrbnung ift, wa^renb ber 7(u$brucf (8) eine 
iinenbtict^ tleine (Sröfe t>on ber jDrbnun^ a + l iß. %txntv woQen 
wir bemerfen, bag ^id) bie jDrbnung btefer legten ®rd|e nac^ 3uf« 
t auf ®eite 15 ber S^ifferenjialretionung ni^t ät^txt, wenn nrnA 
ben ^udbniif (4) ober eine fol(]be unenUM^ fteine ®röf e , im iStn 
kiltm^ ^ wel4^er ber Slu^brudf (4) eine unenbtitb fteine ®iößt htt 
giften £)rbnung bleibt, jur JBofid nimmt. Zui bicfm JBemernmseri 
ergibt fldj^ nun folgender neuer 8e&r^ft: 
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it^tia% $• 2>ie iDrbnttng ber fl3eril|^rung jweier (Sttt< 
t>en/ mel#e fiA in einem gegebenen i^nnttt (P) betq^i;. 
reii/ ifi um eine Sin^eit niebriger, aU bie iDrbnung ber 
uaeitbitci^ fleinen Entfernung )n)ifc(^en ben fünften (Q), 
(iS), worin bie beiben (Supen \)on einer (Secante ^e^ 
fct^nitten werben, voclä^t einen enblidi^en unb merütd^ 
Don 92ul( loerfdbiebenen SB3tn{e( mit ber gemeinfct^aftlt^. 
4^en Sangente in iebem @9fleme bttbet^ worin bie @nts 
fernung be§ S3erüi)rung6punfte§ loon ber tnStebe {leben» 
ben ©ecante eine unenbh'cb ftetne ®roge ber erften £)rb* 
nungijt. 

S3enn bie beiben Surüen burcj() jvoei ©teicbungen jwifdben re^t« 
iDtnftigen iSoo4rbinaten ir, v auSgetrudFt ftnb^ unb bie gemeinfc^afts 
lujl^e Tangente i{l nicbt ju oer Hxt ber ^ paraQel, fo ergibt ficb auS 
bem Eebrfa^e 3. folgender , wenn bie @ecante ju blefer Z%i paxüUtl^ 
angenommen wirb: ^ 

Sebrfag 4. ttm bie. iDrbnung ber ißerübtung jwei 
ebener (Snrüen/ weld)e ficb in einem fünfte berubren/ 
loorin bie gem^infctiaftlidbe Sangente niibt ^u ber Zxt 
ber y parallel ijl; ju erbauen, braucbt. man nur eine 
bem 'ioerübrung^punfte febr nabe fommenbe Crbinate 
}u giebeu/ unb bie 3ab'l ju bejlimmen/ welcbe bie £)rb$ 
nung be4 unenbli(ib fleinen SbeileS ber Drbtnate jwii 
fcben ben beibenßurt^en au§bru(ft/ wenn bie 6ntfernung 
be§ S3erübrung§pun(te§ t>on ber iDrbinate aU eine un« 
enbli(!b (leine ®ro^e ber erftenDrbnung betracbtet wirb, 
unb wirb aUbann biefe 3abl um eine gtnbeit vermin» 
bert; fo gibt fie bie JDrbnung•be^r äöerubrung am 

3ufafe I. €§ feien: 

bie ©leicbungen ber beiben ebenen (5urt)en/ fo b^sben fie einen, 
einem' gegebenen SBertbe üon x entfprecbenben gemetnfibaftli^ben 
^unft, unb in btefeni fünfte eine gemeinfcbaftlicbe, nicbt' ju ber ixt 
ber y parallele Starmente, wenn bie vSleicbungen ber beiben ßurwn • 
für ttn gegebenen SBertb t>on^ nicbt nur gleicbe unb enblidbe SBers 
tbe für bte Crbinate y, fonbern aucb für tbre abgeleitete SJunttion y' 
geben, fo bä^ bte ©leidbungen: 

(6) M = Fi^) 

unb ; 

erfßHt werben unb bie beiben Sbeile jeber berfelben enbUc^K Äertl^ 
bebatten^ St| biefer SSorau^fe^ilhg wirb bie 2>{|fereii|: 

(8) F^)-/^(;r), 

welche für ben, bem gemeinfdbaftlicben fünfte entfrredjenben SBerlft 
»on X Derfcbwinbet, eine unenbti^^ Keine ©rS^e, mnn x ein um 
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enMid^ Keinem Snctemcnt txMU, imb »cnn man bie^§ Sncrcment 
M eine unenbttdi^ Keine ©rS^e ber erften iDrbming bettad^tet; fo 
tfl bte iDrbnung ber unenb(i(!b Reinen ®xi^t, weld^e ben neuen 
SBert& t)on F(.r) —f(x) auSbrficft, um eine (Sinl^eit l^ol&er, aK ble 
bet S3erAbrung beiber (Surt)en. 

3ufafe 2. SSenn ^d) bie beiben 6un)en in einem fünfte 
ber 2frc ber y bcrut^ren, ober obne bicfe Tixt jur gerne inrdS^aftttdjen 
SKangente 51t baben^ fo ifi ed nacb bem eben ®efa^ten jur fBejltm? 
muns ber £)rbnung ber ^eriibrung i^inreic^enb , bie 3^^l jti fuc^en/ 
welcbe bie JDrbnung ber 2)ifferenj: 

«u«brudft, wenn bie tlCbfciffe o: aB eine unenblic^ Keine ^r6ge ber 
^rflen iDrbnuna betrachtet wirb/ unb biefe 3abl yxxti eine ©nbeft ju 
^erminbern. SJerfd'brt man auf biefe ©eif«/ fo ergibt ftd^, ba^ bie 

Parabeln : 

(9) y=^^, y=x^ 

\m 2(nfangd)>un{te ber (Soorbinaten txm SBeru^mtig bir erflen Orb^ 
nung/ wa|renb bie beiben (Surt>en: 

(10) y = :r»+i., y = j:»+« 

\n bemfelben fünfte eine SBeru^rung t)on ber jDttnung n unb bie 
beiben Surfen: 



I 



» 



(11) y=J?^f y=x^ 

eine JBeru^ung. ^on ber ©rbnung 4 — 1=^ ^aben. 

3 Ufa 1^ 3. SBir wollen^ annehmen/ bie 6ur\)en (5) ^atttn 
einen ber ^bfciffc x entfprecbenbcn gemeinfcbaftlicben ^unft unb in 
biefem fünfte eine gemeinfcbaftiidbe/ nicbt ju ber iixt ber y parallele 
SEangente. mit einer fi3erü^rung loon ber Orbnung a. UeberbieS fei 
» bie gan^ 3a^l« welche =a ober unmitteli^ar großer a(^ €^ i(l; 
fo ijl bie Siffereni: 

^8) F(x)^f(x) 

gleicb 92UQ/ unb wenn man i\xxd) i txn ber TCbfciffe x ert^i(te$ 
l^rienblicb fleineS Sncrcment ber erjlen Örbnung bejeicfeneti fo ifl ber 
3ti|öbVudf: 

^ (12) jr(;^ + f)_^^^ + ,^ 

nacb 3uf. 1 eine unenblicb Keine (Sröfie ber ©rbnung a + 1. 9iun 
ffnb aber bie abgeleiteten ^nctionen biefe^ TCüdbrucfed inS3eiie^ung 
auf i refin,.: 

F'{x+i)~f{x + f), p'(x + i)'-'f"(x + {), etc... 

unb aixi ben @eite 52 ber £>tffereniialred!^nung (Sefagten fblgt/ 

baß: 
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tor^crfle b<r TiuiMidti 

F(x+i)~f(x+t'), r(r+o-A*+0, 

F"(x + »)-/"(xH-0, etc.... 
tfl/ wetd^cr rdd^t mit i wtf^xoinbtt. fOltt antxm SSerten: 

tft bte erfie ber Stfferenien: 

roeld^ efnen t>on TluU toerfdi^tebenen SSert^ erl()4[{t SRan • ^at alfo 
für ben S3eru^rungSpunft: 

(18) f(.r)=/(a:), r\x)=r(x), 

F"ix)—f\x),... F<"> (jr)=/<*> (jrj. 

23etm ftcb <^(fo iwei Gorüen in einem fünfte berül^ren, n>crtn 
bte aemein((^aftlt(be Xan^ente vxi^t ju ber 2Cre ber j^ poraUel tft, 
fo t$ fSr biefen ^un!t ntd)t bloS bte £)rbinate y unb ibre abge(et> 
ttU S^nctton y' bei bem Uebergange t)on ber einen gurioe )ur 
anbern unverdnberlicb / fonbern baffelbe gilt ani^ t>on ben fuccefto:n. 
obgeUiteten gunctionen y", «/'",... bis ju ber, beren jDrbnung^ . 
jabi ber SDrbnung^j^al}! ber üBerilbrung gletdi^/ ober um eine @inl()eit 
größer aß biefelbe tft. , 

3ufa^ 4u SEBenn bie SSeruf^rung ber hd\)zn (Surfen t)om 
aten (Srabe tfl, unb bie gem.etnfd^aft(icbe Xongente würbe gu ber 
:Xre ber y ))araQe(/ fo n?ürbe man, wenn^ man Jber 2(bfciffe be$ 
®erü^rungSpunfte5 ein unenbtic^ fteineS 3ncrement ber erjlcn Srb* 
nung ert^eilte, im Allgemeinen für ben correfponbirenben SBertb ber 
25ifferenj F{x) - f{x) nicbt eine unenblicb Reine @roge ber £)rbs 
nung a+l erbalten; allein man fcnnte beffenungeac^tet bie £)rb* 
nung ber SSerfibning nocb burcb bie ))Dn unS an^ewanbte ^etbobe 
beiiimmen, wofern man für bie SSerdnberticbe y bie SBerdnberli^e x 
unb umgeEe^rt fubfiituirte. Um }• ä3. ju jeigeu/ baß bie beiben 
6un)en: "" 

(14) y = ar% y = x^, 

welche bte %it ber y im TCnfangSpunfte berühren , eine S3eriit>vung 
i9on ber £)rbnung i f^ahm, braud^t man nur ju bemerfen, baf i^re 
naif X aufgetoflen Gleichungen bie gorm (qtnebmen: 

x = y^, x=>y^, 

unb,ba§ bie Differenj jr — y* eine iihenblidj^ Keine (Sröfe von ber 
ßrbnung: 

tft, wenn man y M eine unenblicb tuim ®roße t>on ber erpt«n 
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Crbnung betrachtet S93ad bie SMfferetii F(x) —fix) wjmgf, fo 
rebucut fte [xd) in btefem S$u\puU auf: 

unb toenn man x olft eine ünenbltti^ Keine ®r5ge bet etfiea £)rb$ 
nung betvad;tet/ fo tfl fte nic^t eine unenblt^) Keine ©röße t>on ber 
. ©rbnung 4, fonbern Wo§ oon ^er Crbnung f. 

3ufag 5. SBenn bie gemeinfcbafe(t(be ^naente ntdbt ju bet 
Xjre ber y parallel ift, unb bie £)rbnun9 ber ^erübruns iß eine 
ganje 3a^(/ fo ijl eS jur SSeflimmung beifelben binreid^enb, ju um 
terfuc^en/ mlct^e )}on ben Gleichungen: 

(15) f(x) = F(x), /"(.r) = r(x), /" (a:) = F"(a:),etc.... 

'bie le^te ijl/ bie bur'4) bie 2(^ciffe beS S3erübrung§)>unfted t)erifi« 
cirt n^trb/ unb aldbann iji bie X)rbnun9 ber 'Jlbleitung in biefer itfi^ 
Un ©teid^ung genau ber gefudbten 3ab( gleid^. 

Sur ta^ ©tattftnben beS £ebrfa|e$ a brau<|^t man ntc^t wraud^ 
jufel^en/ baf bie in einer unenblicb f leinen Entfernung wm SSt^ 
rubrung^punfte ber beiben gegebenen 6ur\>en gezogene @etantf 
toabrenb ber 3(bnabme biefer Entfernung iu ftc^ feibft yoraOet 
bleibt, fonbern eS genagt/ ba§ ber t)0n biefer (Serante mit ber ge^ 
meinfc^aftlid^en Sangente gebilbete SSSinfel nicbt unenblicb ^i^^ )^nrb 
unb gegen eine enblicbe, t>on 9{uU t)erfcbiebene ©renje conoergirt. 
DiefeS pnbct i. 83, ilatt, wenn bie in 9f ebe flebenbe ©ecante burtb bie 
©nbpunfte ber beiben t)om a3erubrung§pun!te auS auf t>tn beiben 
E^rtoen genommenen g(eid[)en unb unenbtid^ fleinen gangen gebt* 
3n biefem befonbern ^cifit ijl bie ©renje be3 t>on ber @etante unb 
ber ^emeinfcbaftlicben 'Sangente gebitbeten SSinfelS ein rechter SOStn? 
fei/ unb bierauS ergibt ft^ leicbt/ baß bie Entfernung beS Sätxüf)s 
rung&punfte^ Don ber @ecante eine unenblic^ (leine (Sröge t)on 
berfelben iDrbnung al6 jebe ber beiben t)0r|)in ertoä'bnten ^trieben 
Sängen ifl. ^iernacf^ ergtbt fic^ auS bem 9el)rfa|e S unmtttiilbar 
folgenber: 

gebrfafe 5, Um bie Drbnung ber JBeröbrung jweier 
Eurt>en, wetcbe fid^ in einem gegebenen fünfte beröb^ 
ten, gu beflimmeu/ braud^t man nur bie 3abl iu'beftim« 
mtn, »elcbe bie Drbnung ber ulienblitb fleinen Entfers 
nung jwifd&en ben Enbpunften ber auf ben beiben Sur» 
t)en i)oma5erilbrungS*)iinfte auS genommenenbeibenglet^ 
4^en fangen auSbrircft, wenn biefe ßdngen unenblicb 
flelne ©regen ber erjlen Drbrtung werben, unb atöbann 
0ibt bie erwd'bnte/ um eine Einbeit t)erm{nberte 3d'E)( 
immer bie iDrbnung ber 93eri!I)rung an. 

3ufa|| 1. ES fei i bie* unenblicb f leine ©roge, wel*e iebe 
bee ' beiben Hngen auSbrutft- 2(ußerbem wollen wir burdj^ x , y 
t^nb £, 17 bie Eoorbinaten ber auf ber erflen^ unb )weiteil €ur9e 
Ife^enben Enbpunfje biefer gangen bejeid^nen unb burq>: 

a«) u^y/ [ix -^ D« + (y -fi)n V -. 



bte £cinge itt \>on, htm 9)un(te {i, 17) naS). btm fhtitfte (:ir, yV 
gegogenen ^eraberu SSBenn man i atö eine wienblk^ Heine ©toft 
ber erfien Drbnung betrad^tet ttnb bie £)rbnung Ut Seriü^riinji 
ber beiben 6urt)en mit a be^üdjmt, fo ifl tit ^ntfemung » in>i^ 
fc^en ben beiben fünften (;r, jf) unb (|, t^) mä) Sc^rfcä^ 5 eine 
unenbüc^) Reine ®roße ber Drbnung a-\-l. S^Ifll'^^ if^ ^^^ £^<^ 
brat biefer Entfernung ober bie Öumme: 
(W) (a:^|)2 + (y-^)2^ 

eine unenbßcl() Reine ©röge t)on ber Drbnung 2(a + l)/ »öju er« 
forbcrlic^ iji/ baß bie beiben Differenjcn: 

(18) x-l, y-ij 

tön ber jDrbnung + I finb, ober baf weni^ftenS bie eine t^cn 
biefer Drbnüng unb bie anbere \>m einer t)Si)txn ill. Su bemfelben 
<3(btuffe getankt man, loenn man ixx&äQtf ba$ bie 3iYMenn)er3 
t^e ber Äu^brücfe (18) bie ^rojectionen ber Entfernung 
a auf bie 2f]cen ber a: unb ber y finb. 3>enn man fltf)t 
leidet ein, bafi eine unenblicb {(eine Entfernung unb 
i^re ^roiectionen auf bie ßoorbinatenaren fm ^Kges 
meinen ©rogcn von berfelben Drbnung finb; nur. lartn 
bie Drbnung ber ^rojettion auf eine ber Xren 6ie ber 
Entfernung bann überfteigen, wenn biefe gu ber anbern 
Zxt fajl ^»arallel wirb. 'Äher e§ ifl Mar, baß biefe lefete SStc 
bingung fSr bie beiben 'Ären ber x unb ber y mä)t jugleid^ erfuEt 
werben fann. / ' 

' 3uf«| 2. SBir \t>oHen biefetben SBejetc-Tungen , wie im t)or» 
l^erge^enben äufafte beibebalten. Eo fei a roieber bie SDrbnungSja^l 
für bie SBerüf^rung ber beiben gegebenen Eurtjen unb burcb n nxoU 
len wir bie ganje ^aljl bejei^nen, we!cbe =a ober unmittelbar 
gröpet afö a i^» t>a bie ®röge i alS eine unenblid) Kerne ©rege 
wn ber erpen Orbnung beträd^tet wirb, fo muffen bie beiben 2)ifs' 
fercnjen: 

(18) ^-1, y-n 

* ■ 

beibe »on ber £)rbnung (B + I ober bie eine t^on bieffer unb bie axti 
bere \>on einer ^^üfyexn Drbnung fein, unb au& bem ®eite M ber^ 
S^ifferenjialre^i^nung ©efagten folgt, bag, wenn 1 jur unabt)angtgett 
S3eräHberli4)en genommen wirb, bie tKu^brücfe: 

^ . d(.r^i) dHx^l) d'(x.^i) \ 



^ ''' dt ' di^ : dl* 

• • • • ' ■ . ' ' 

mit » ««rfd^winbeii/ n>ä]|)rent) iebe ber abgefotteten Suncti^Ren: 

(«») d»H-. /, ^^t. ' .: 

0^ mmtfiett^ im UxftifHn,, ni^ me|i fär if^O t»nfdt^tobek 
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tteberbted ftien « uxü g bte Sogen, xotUlft 1) iwt^ot «nem 
fe^en fünfte ber erflen gegebenen 6ui:t)e unb bem betoesttcben fünfte 
(x, y) unb 2) {YDifd^en emem fefien fünfte ber )n>etten ^unn uno 
bem ^punfte (|, 17) liegen. 2)a bte bret SJeränberltc^en i, s unb ^ 
mir um conflonte (Stoßen ))on emanber oerfcbieben ftnb/ fo M man: 

(21) - di = ds = dg, 

unb man ?ann bei ber erften 6un)e * flatt 1 unb bei ber jweitcn g 
ftatt i M unabb^ncitge SBerdnberCic^e nebmen. 7((6bann t)em>anbeln 
fidb bie XuSbrucfe (19) unb (2«) refp. in: 

d£di d'^x d-t drx dri 

(«2) 

imb in: 

(23) 



ds dg* d«« rfs«' rf«" rfs"' 

^ ''^ d« de ' rf«* ~ rfs» ' dp'' dg"* 



<r'x rf^'l ff^-' y d"+' >? 



dg ds ^ 


ds« 


~d«* ds' ^ds" 


«^^7 dy 
ds ds ' 




d^y d* t] d^jf 
ds*' dff» rf«"' 



Unb wenn man bie 2(uSbrü(fe (22) g(eicli^ 91ull fel^t, fo er|)a(t 
man bte ®letci)ungen : 

( 1 = ^, 

( ^~*'' öTF"" 

weld^e ftcb alle für ben S5erül)run9Spunft ber oegcbenen Surfen x>u 
rificiren milffcn, wi'bre.ib jcbcr ber 'Äu^brucEc (23)/ oDer roeni^penö 
einer berfelben für benfelben $unft einen t>on 9luU oerfcbieDenen 
äSBertb befommt. SSenn man nun ermägt^ bag man in S3citebung 
auf bie jweite (5urüe x^ y unb s für bie SSuc^jlaben ^yti unb ^ 
fubjlituiren fann, fo gelangt man unmittelbar ju fclgenbcmi'ebrfafe^e: 
Sebrfa^ 6. S^enn jtvet SurDen gegeben finb^ toti^t, 
\\6^ tti einem^untte berühren unb man betrachtet bteSos 
orbinateno:, yjeber berfelben al6 Functionen be0S3ogen§ 
Sj n)elcber ald unabbangige SSeran^erltcbe betrautet 
unb für beibe Surfen na(^ bemfetben ©inne über "^zw 
IBerul()rung§pU'nFt binauS gejäblt wjrb; fo dnbern nicbt^ 
blo^ bie SSerdnberlicben .r, y unb ibre abgeleiteten 

d X d tt 

Functionen ber erften iDrbnung -r— , --j^ für ben in 9fes 

be ftel(^enben 9nnft bet bem Uebergange t>on ber erflen 
ßuroe iVLf jweiten ibre ®ertbe nt^t/ fonbern baffetbe 
finbet aucb für bie fucceffioen abgeleiteten Functionen 
d^x d^x d^y d^ tt -.. . a xi.'w 

rtn- jDrbminji buv(^ frte s^ait $afti ouSgebnltft Mt^». 
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xotl^t ber Orbnung ber Serfil^rttna aUxd) ober jundc^ft 
QX&^tx, aI5 fic x% ©tcfe^ finb bfc l^%ttn abgeleiteten 
gucttonen, oettbe bte au$9ef))ro4)ene S^ebtngung erfül» 
Ich, fo baß bie betben fofgenben/ ober n>entg{len6 eine 
berfelben ben SBertb dnbern, loenn man oon ber einen 
6ur9e iu ber anbern übergebt. 

Sufag 1. fBmn im^d)th ben betben 6un>en eine S3er2brung. 
ber nttn prbming fiattfinbet, wo n eine beliebige gonje 3a^ bu 
jetc^net/ fo behält jebe ber (Sroßen: 



(2S) 





d"af- 
d#» • 


dy d»?/ 


d»y 
d«" 



für ben 93erfil[)run^unft bei bem Ueber^ange t>on.ber einen 6un>e 
Mtr anbern benfetben SBertl^, wä^renb lebe ber betben abgeleitet 
Functionen: 

ober tbenigjtenS eine berfelben einen anbern aßertl^ befommt. 

Z\x\aii 2. 66 fei: 

(27) r = S(ar, y) 

trgenb eine Sttnction ber betben Sjerdnberltc^en x, y. SSenn 
mon biefe SSerdnberlicben felbjl aW Functionen üon $ betradjtet, 
rotüft bie 6oorbinaten ber erflen ober jvoeiten @urt)e au^brfidPen 
fönnen, fo wirb r ebenfalls eine gunctton t?on s, unb mm finbet: 

dr _ d^(x,y) äx . dg(a:, y) dy 
ds dx ds ~^ dy ds ' 

d'^r _ d%{x,y) d^x . dS!(.r, y) d^y 
fls^ ~ dx ds"^ ^ dy ds'^ 

i 1 <Pg(^>y) dx^ a^ d''%(x,y) dx dy 

(*) \ "^ dx'' ds"" "^ Ciardy^ rf« d9 

d?" df-d?^-^ dy ds- +U.f.n>.... 

Sfhtn folgt aber auS biefen legten ©leid^ungen in SSerbini^ung 
mit bem etjfen Sufafee, ba§/ wenn jwffcb^n ben beiben gegebenen 
Gun^ eine Serfibntng b(r f»ten iDrbnung ßottfbibet/ iebe ber@rd{lett: 



fQr ben fi3eriij^runadpunft beim tlebergattüe t)on bet er|ten (Surt>e 
ilir )wett€n benfftben SSert^ behalt 2>tefM ftnber }• fl3. flatt, 
wenn man für r ben t>om !Knfaitg$pun(te na(|^ bem fHtnfee (r^ y) 
moitntn unb burc^ bie Sormel: 

(80) ^=^(^2+y«) 

beflimmten 9{abiu§t)ector nimmt. Setner wollen wir htmtxhn, baß 
bie abfleleitete^gunction: 

ran d«-nr_ d"^-ig(.r,y) 

tM(^e btircb bie (Sleic^uns: 
/a«^ <^^^y' _ dgfey)d"'^>g . dg(jr,y)d^^-»y , .. r ^ 

^^^^ T?^~ dx d*«^i + -dir' 575^+"-'-'^-- 

beflimmt wirb/ gewo^nficb ben ffiertb toeränbcrt, wenn man t)on 
ber erflen Surtoe jur {weiten ubergel^t/ weil jeber ber %vftxüdt 
(2ß), ober wenigflenö einer berfelben einen anbern Söertt) bctommt. 
9l(icbt^beflort)eniger fönnte iu gerüiffen befonbern gäUea avä)^ . ba§ 
• ©egentbeit patttünben , j. 85. wenn bie bem J8erü^rung§punfte ent^ 
fprecbenben SBevtl)e Don x unb y im jweiten Sbeile ber ®lcrd)ung 
(32) bie ßoefficienten ber Äuäbrücfe (26) ndmU<^: 

/jia\ d^(.r, y) d^jx, y) 

^^^ dx ' di^~ 

ober wenigjlenS ben Goefficienten toon bem, beffen SBSertb t»e;önber» 
Ii(b ifl/ ouf yiuU rebucirte. JDiefelbe SSemerfung ijl ouf bie dbges 
leiteten Functionen: 

anwenbbar.. SBenn mon gur ^ixirungv ber SSigriffe bie beiben / ft^ 
im 2(nfang§;puntte btriibrenben @urt)en: 

.(9) y=^\ y = x* 

betrachtet unb ' 

(85) r = ar'+y^ 

fegt, fo ergibt ft(^/ baS für ben 83trubruttg$})un!t nicbt biod r unb 

dr d^ V 

•^j— , fonbern aucb -^-j- bei bem Uebergange toon ber einen 6un>e 

}ttr anbern benfdb^n as^rtl^ U^^Siit obgUicb bie fl3iriibr|tng nur 
1)0^ ber erpen ßrbnuiw ifr . ;» ... 
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' 3uf<| S. ®cf)t|t will, mon woOte ra=g(x, jr) Itott » 
)ut unabf^ängtgen SSeranberlic^eit nehmen/ fo fann man {t^ oorftda 
Un, ba0, intern bte Qoorbinotnt x, y «oteber Functionen loon « 
ftnb, « eine ^nction oon r werbe, idib oud ber, mebrere 8Mi 
ndc^ r bifferen}trten ®(ei(i|>ung (R) ergibt ft(^: 



(86) 






d« dr ' 

d^(a?, y) d»« ■ , <f ??(ar, y) A» 
ds rfH"^ d«' dr 

. «^'^ffa. y) / rfi\« 

"^ d«« \dr>^ • 

U* f* VOm • • • • 

9Iun folgt aber a\i^ Uxi %txmtln (86) in SSerbmbung mit bem 
3ufa^ 2 offenbar, bag, n)enn itvifcben ben beiben gegebemn 6ur)>en 
eine IBerubrung ber nten iDrbnung. flattfiinbet« bie (Sro^en: 

fütr ben IBerubrung^punft biefelbcn SSertbe bebalten, loenn man i9Pfi 
ber erilen Qut\>t yax ixotiun übergebt. @ub{lttuirt man bicfi^ fBcf» 
ti)t in bie ®Uid)mQtn: 

dx dx ds 

dr ds dr * , 

d-x, dx d'^s , d'^x 



, d^x /dfg\* 



(ffl) 



rfH ds dr^ 

U* f« YD« • • • • 

iPx » dx d^ s i .. 

dy dt/ dg • 

dr ds dr *. 

d^ _ dg. d^j . d^y /ds\ * 
dr^ "" dg dr^ "*" d*« Vdr^ ' 

it« f« to» • • • 

d"v dy d"* , r^ 
d r" d* dr* 
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tink ierii(f{tc|^ttst bcn Sufd^i 1, fo gelangt mm )tt filgenben 6c|^(üfi 
fen: 

SSenn (»ifcl^en ben betben gegebenen Surtoen eine fi3erä{^rtmg 
bcr Uten IDrbnung flattftnbet# unb wenn man rz=z%{xj,y) al^ um 
abhängige SSeranoerlicbe nimmt/ fo erbalten ntcbt blöd bte Socrbina« 
ten or, y, fonbern auc^ ilfxt abgeleiteten Sunctionen bid ju ber siten 
jDrbnung, nd'mlicb: 

f ^^ ^'^ ^^^ ^^ 

(SO) / 

dr' dr^ ' rfr» ' V di^ 

für ben fBerubrungSpunft biefelben SSertbe, menn man «oh be¥ 
erften ßurioe jur jweiten übergebt, e« ijl folgli(b gefettet, für 
bie Serd'nberlicbe s in Sufafe 1 bie burcb irgcnb eine enWitbe ©leis 
cbung mit ben betben Goorbinaten x, y t>erbunDene IBerdnberlicbe r 
iu fubjlituiren. 9?ur fann man nacb biefer ®ubßitution liiibt mebr 
bebaupten, bag für ben 93eräf)rung§))üntt loenigflen^ eine ber betben 
abgeleiteten Functionen: 

bei bem Uebergange Don ber erften 6un>e lut imitm ben SBertb 
t)erdnbert. 

3ufa^ 4. 9Btr n^oQen annebmen^ ba^, inbem bie £)rbnung 
ber Serubrunft ber beiben gegebenen 6urt>en =^n ift, man loieber 
r |ur unabbdngigen SSerdnberlitben nebme unb burcb: 

p 9 9 9 u* f« n> 

neue Functionen ber 6oorbinaten x^ y be^etcfHie; fo b<lt «an: 



dp dp dx . dp dy 

dr ~" dx ' dr '^ dy dr ' 



d^p dp d^x . dp d^y 

TP dx dr^ "^ dy dr^ 

(40) ( I d^'pd^x ' d'^p dx dy , d^p dy^ 
\ ^ da:« dr'^ "^ dxdy dr dr "*" c/y« dr^ 

I u. f • n>* • • • • • 

d*p dp d^x , dp cfy . ^ 

dr" dx d»** "^ dy dr* "^ *'* ••••.m 

unb ba bie 2(u^brüdFe (SO) ffir ben fi3erfibrung$)>unft bei bem Mu 
bergange wn ber erflen Guroe jür jn^eiten biefelben SEBertbe IbebaU 
Un, fo ijl flar^ ba$ baffelbe nt(^t bM für bte abgeleiteten Sunc^ 
ttonen: 
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bercn äBertl^e ^d^ bie Sormeln (M) beflimtnt voerbeit/ fon^mi 
aud^ für bie ^Differentiale : 

(42) ^rf;>, d^p, cPp 

gtlt. 3u a^nüd^en @d)Iuffen würbe man gelangen, wenn man fSx 
bie ^nction p bie Function q fubflituirte. @nblic^ fonnte man bte 
gunctionen p^ y, r,.,. auf aöe mö^lic^en 2(rten mit einanber \)ns 
taufd)en unb 5. Sß. bcl^aupttn, bag in bemgaUe einer IBeru|)rung 
r>on ber nUn iOrbnung bie in SBejie^ung auf bie SSeränberlic^e p, 
al§ unabbangige ^eränberlic^e betrad^tet, genommenen abgeleiteten 
gunctionen: 

^^^ dp' dp""' /• rfjp« 

unb bte in SSejiebung auf bie afö nmb1)anQii, betrachtete SSeranber- 
Uc|^e g genommenen Differentiale: 

jrfp, rf'p, ....... d-/,, 

I dr, drr^ eP r 

für ben SSerül^runßopunft btefelben äSert^e behalten/ wal(^renb man 
Don ber trntn 6uroe jur anbern liberge^t. 

' äufa« 5. mi^th ^inbert, in ben aufaßen 2 unb S 

)U fe|en. TdSbann rebuciren ftdi^ t>on ben 7(u6brucfen (39) biejents 
gen, welche bie Süeranbcrlicbe x entl)atten, ber erjle auf bie Qm\^z\t, 
bie übrigen auf ?iua unb bie, welche y enthalten, »erwanbeln ftc^ 
refp. in; 

^^ dx' dx^' dx^' da"* 

®enn alfo iu)lfd>cn ben beiben gegebenen Suroen eine Sättüf^s 
rung ber nten Drbnung jiattfinbet unb man nimmt x jur unab^ans 
gigen SBeränberlicben , fo bcba'lt nicfet nur bie Crbinate y, fonbcrn 
aucb iebe ibrer abgeleiteten Functionen bi$ ju ber Don ber Örbming 
n bei bem Uebergange oon ber erjten 6uroe «ir jtoeiten benfelben 
SBertl& für ben S5eru$rung§punEt. £)agegen befommt bie obgeCeitete 
Sumtion loon 0er Örbnung n + 1 unb jebe ber folgenben bei bie* 
fem Uebergange gewo^nlic^ einen neuen SSert^. Setrad^tet man j. 85. 
bte beiben (Suroen: 

(46) ^ = yS a: = 3f8, 

»eldbe pcb im ^nfange»punfte ber Soorbinaten berühren unb bie Zxt 
ber y jur gemeinfdf^aftUd^en Sangente l^ben, fo ftnbet man, baf 
für ben S3erii^rung$punft iebe ber ®roßen: 

». Ä. &• ^' '-r-" 
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bei bem Ucbergange t)ön ber einen Qm^t jut oi;bern benfelben 
SBertb bebalt/ namfidi^ bie @ro^e y einen fSitxt\) 9IuU unb jebe ber 

Abgeleiteten JJunctIonen -t-^ , ■ , ^- ^ . . • einen unenblic^en SBBertb^ 

obgteicb bie SBeröbtun.q nur toon ber erjten Crbnung ijl. 

SSenn bie gemeinfcbaftlicbe SEangente ber beiben«gegebenen Qm-. 
oeti ntcbt mit ber %xt ber y, ober mit einer parallele ju biefer %tt 

jufammenfaHt/ fo i|l , ; bie te^te ber abgeleiteten gunctionen 

u X 

von jf, weltbe für bie beiben Surtjen benfelben SBertb bebatten (f. 
«ebt^i 4/ 3wf. ö), unb fotglicb d'nbert bie abgeleitete Swnction ber 
JDrbnung « + 1 , ndmlicf? : 

bei bem Uebergange t>on ber einen Surve jur anbern not^menbig 
ibren 2Bertb. 

äufafe 6. 3n)ei Smen, jwifcben rotl^tn eine äBerßl^rung ber 
jweiten ober einer t)&f)mn Drbnung jlattfJnbet, oScuHren immer eim 
anber, weil pe ffir ben ©erubrungSpunft immer 'bicfelben SBertbe 
von y, y , y" geben muffen, votnn bie XbfctjTe x jür unabbangi= 
gen »eranberlicben genommen wirb. Umgefebrt/ ba jmei fi^ oScus 
lireqbe 6urt>en immer biefer SSebingung ®nuge leijlen muffen, tt?et(^e 
®erabe man anth jur 'Are ber ar nebmen mag, fo finbet im äDScu^ 
lation6punfte f'ne 9$erubrung ber jweiten ober einer böseren iOrb-^ 
nung ftatt. 

3um @ct)tuffe biefer SJorlefung wollen wir nocb bemerfen, baß 
bie 8ebrfafee 4 unb 6 mit ibren t)erf*:biebenen Sufdfeen, fowie bie 
be§ 8ebrjafee§ 5 offenbar ^ucb no4) in beut gatle ffattffnben, wo ar, 
y nid)t mebr recbtwinflige, fonbern fcbiefwin!(ige ßoorbinatcrt Bejeid)^ 
nem 9lur mup mancl^bann fi'ir bie Sotmeln (16) unb (20) bie 
beiben folgenben: 

(48) r = v^t^2 + y- + 2aryco4?d] 

«nb för ben Tin^btud (17) bie ©ummc: 

(or- ir+(y-n)' + n^-t)(y-ri)cosd 
===ry-i? + (j?-«)öo«3]2 + [(x-«|)*äiÄp 



(») 



fefeen, wo d btn, oon ben beiben ^albajren bet po^tmn Goorbinai 
Un gebilbeten SBinfel bejei(^net.^ 



>^ — nm* ^^*m 






Uebet bte I9erf4)ifbene« TCrteii Ut ^nu^tnn^, ml^t jmet 
ebeiVe (ltiirt)en baxbUten ffiitnen, tie bnxö) ixoti ®U\^nn^en 
aiiSgebridt {iab^ iDOOon bte eine miQtfif liebe Sonflanten 
enthalt. S&ert^ritngfitnififte, in n)el(!^en jmei 6nrt>^n einait^ 
ber bur4)fc()netbeni tnbem (te 1t(|^ bit&^iven« 



iEB« wQen )n)et ebjsne ßurtoen betra^^ten, n>e((be burcb )n>et 
©letfbiiiigeR iwtfcben bett retbtwtnRtgen ober fi^teftvinfltgen 6oorb|s 
naten ir,;» aa^aebräA «werben/ unb n>tr toMtn annehmen /^ ba|, 
toäbienb bte erlie 6vm ber ^<>nn unb Sage nad^ i:^»U{ianbig bes 
Umtinl tft/r bie jn^eite ibre Sotm unb ia^t mit ben SBertben mel^^ 
reter tu tbrer ^Mcbung DOjrlommenber nxdfubrlicber ^onfldnten a, 
hj c,... loerdnbern (ann. 61 fei: 

bte 3letfbttng ber erflen iSuri^e, unb; 

^) ': P(x,if,a,b,c,...) = 

bte bev |n>ei^ii* Sc?ll(r woQenwtr «nnebmeni baß bte 2(bfctf^,#r 
jur unabbangtgen SSeranberltcben genommen n)trb/ unb ba^ man 
auf ber er jfen Qm\)t einen ?>utrff (ar, y) xoäW* in welchem bic ttatit 
>Mnte Md^ j« = bet tti bet^ «^ {parallel tft. S>ii n^tCNibtlkben ütnh 
ffanten a^ t^ c^..^ obtt einige berfetben lavm num fo annebmeit, 
baß ^mebreee 4uf etnoitber folgenbe ©lieber ber {Reibe: 

(S) ' 'Ä ////«•[•»• 

für bie' Tfbfrif^ «bei bem tl^bergatroe tmi bzt erften @irt»e jur 

SR^eite» bi^ilb^ir bleiben. Tftöbann hegt ber ^unft (^, y) bef m 
en (Sur)9e aucb in ber ixotiUn, unb e$ jinbet in biefrni 9^tdU 
jwifcbe« betben eine .©ejöl^rung ftatt, beren lOrbnun^ um eine 6in« 
beit Keiner ifl, atö bie ^fnjabl ber ©lieber, »elfte il)re SBertbe ni*t 
t^etÄÄbttt b^beni €* fet nun w bie 'ITmabl ber ©onfffanten a, 6,' 
c,.. . i)a jwffcbett ib'tten iebe^moi eine ajeblnguitgüflletcbmtg aufac« 
ffeSt Web; tbe^ntt ntoir' bfe Wbeh SBcttbe etiteiS ©Jtebc« ber 5«eibe 
(3)* in IBeiiebunB ^f beibe Q\xtmn etnanber g(ei(b fefe^; fo tft tbax, 
bag biefe ßonjfanten alle beftimmt fein »erben, wenn bie n crjten 

©lieber ber Steibe bti bem ttebi^g'dnge tcnt ber einett 6nn>e jur am 
6att49. II. ^ g 



! 
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bem biefelben SSertbe behalten foQen. Tiber wenn man b(o§ einige 
ber fo gebilbeten ^(eicbungen beibebalt, ndm(i<lb bie ftcb ouf bie tx-^ 
binate y unb beren abgeleitete Functionen ber niebrigern £)rbnuni 
gen be^iebenben/ fo bleiben mebrere 6onftanten wiatubrlicb/ unb t>ie 

),n>eite (Surt>e tann ftcb ber %oxm unb Sage nacb anbern, obne ba$ 
te aufbort burcb ben $untt (x, j^) ^u geben unb bie erfle (Surt)e 
in biefem 9>unft%.)u ^^breOf ,39t A^^%^f^^ if^ bie iDrbnung 
ber 83erul)rung toeniglrcnS! :^''n"'— 1 anr'fieMfl ju gleicber 3eit oie 
inoglidbfl böcbfle« 3m jn^eiten Salle ifl bie £)rbnung ber S3(rü^/ 
'rung im • TW^emeinen nicbrigit^ alft.»/~l* • \ 'i \ \ 
I, ..3ru äbii(tc()en @c^IiijTen toücbe. nrni Q^Iangen^ ^t^n^^n y jur 
unciHdngigcn SBerdnbcrlicben nabme unb auf" Der erfren'Öirtt?e einen 
^^üWft* betrachtete/ in welcbem bie Sartgeiite nic^t ju' berJ 5fjte ber jc 
il^ai}el.ivare. !D{an fann alfp folgenben ^brffvi ouflbeilen : ■ , 

Xebrfafe l. Unter ben ©p^emen üoii'^ert^en/ wel^e 
man ben tn ber ©letcbüng: " . .: :.ti 

(2) F(x, y, n, 6, c,...) = 

ent]f)alteneft n »illffibrlicben Sonflanten beilegen fann, 
Ätbt c§ im Xllgith^inen ein ©t)fem, fiTt mia^'i« bie 
ptttc^r bicfe ®reia)UHg. auög^brficftc'Tgurt^e' mit eiller ae 



t^tb^ntn 6un>e in bem fünfte >ön OerUbfeiffe- ir <ine 

S5erubrÜTt$ einaebt, bcren jCrbntrt^g Vüknfgften^ ä» — l 

ip, unb unenblub' ^tele anbert @t)'fleme; ffir wit^t bie 

♦IBerabtung jwifd^en i)en beiben üurDen bon eintr nie- 

brigcrn Drbnung ifl, aU »*— 1.' '• '\-^ 

3ufafe 1. Um unter b^n ©j^jiemen ber S03crtbe t>on ßp h 
c,... ba6 ju finben, welctjeö Wenigjlen6* eine S3erubrung loön ber 
SDrbnung n— 1 benimmt, xotnn man bie Ttbfciffe irjUr utüb^art« 
gigen JBeränbcrlid^en niiijmt, genügt eS ojfcnbat./ bie ©lei^iUJgen 
mit einanber ju t)erbinben, metcbe man efbd'lt, wenn man bie au§ 
**eh ®Wcbungen ber gegebenen iSut^e gejögeweii fEiM^t^rfonP 



in bie enblidbe ©ieicbung ber jweiten Surfet iHtb in ib«e <*#eleitefea 
@Ui(lbnngeii t»n. einer niebrigem i£)rftttung.aÄn.fubftituirt.' 

SBenn man, jlatt ber 'Übfciffe s. irgenb,d*iie.?SuWti»>Ji,l>fr^.6opr* 
binaten x, y ober ben auf jebcr ßurüe »on . erwem feflen ^ijnfte 
au§' gejd^lten SSogen s jur unobbdngigih SSerÄnbenlicben nd'bme, fo 
wü^;mm:i fim baS t>eriangte @i^ih berSBartbe wniif b^ c,«.. 
yx erb'atten, bie ,Sor>nein an»enben> welc^ man ttWXrXozimtsm 
fck JBeiti^ her ®rö|eit: i .r- ^ . j! : t» . ..^^ : 

: (^) / ^5 yj dx, dy, ePx, drjjf, : • i . ^^i»^ V"^^ jr 

tii ».esiel^ng auf bie gegebene (Jucoe. in bie [enbKdl^e (Sfe^^M ^^^ 
iweiten ^urpe unb in ibre SJiffeiwjioJlgleii^ju^cn, bkcn >r""'^""^ 
^pa. ober niebriger aB n ijl, b. 1^, in bie fece{five«i .^lew^ 

•'<*)• ^^ ' r{x, y,a, b,c,.. .)t=:^% aF(x', y^ a.b^t, ..• .') 

, , , . ., :. -..4'?-^l Fj(?, &•■(?, 6,'%, . • .>=9^ 



'>.. 
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d'P(is,y,~ß,b^c,...) j^ j 'rfFfei(,<iit,c,...) ji 



mi 



u^ f. n, 



■i|-(»,.w»ii.c..;.ji^_,^|rfi^»,»,.,i,c...)^_,^_^_,^^ 



dar u • '^ ■ ■. d y 

«fcbeinen, fublTituirt (f. SJorlef. 9). , ' 

2)ie ©lei^jungen, (7),'ber«. Änja^il^n ift, finb offenbar jut 
äBejlimmung ber (Sonflanten a, b, c,... Ijinmc^enb. ©ie entdals 
ten au^erbem tttä befonbere göUe bie (Sleti^unam, irclcijt'ftiaii eti 
i)äUy: wam.bie:'&b^(i^ j;-jut uilab^ngigen »erönbetlii^cti genont: 
«en^wttb. . i . » . . i:. , -j 

äufftfj %:i,%m bie .©ipfieme, ber ffiert^ towt-o, *, «,.--/ 
wel^e iivtfi^eii bei gegebnen (luroe unb ber iiurd) bie @(etdi;ung 
(2) ftuSgebrüiJfen eine SBetö^nin^ oon einet nitbrigern Stönuim 
als n — 1 befiüiii(ttji,. lUi.ei^oUfn,. brjauij^ man nuc . ei'itf geoün 
Snjaljl von ben im.Bori&eraefjfnbeii äufa.^e anöefül)rten gotmttn bei: 
jube^alten, inbem man bei benen anfanät, ireldje y unb beffen abs 
Miritetoi gimetiown oöfr 2Mfftrenjiaie ber niebrigern^jDrbnung taU 
lolten. @o. iji ^ iS> bu fBim^iung im 'aUQcmtwen tnut ber jroeü 
tm, bnätn,,:i. Vrinung, .ti^nn bie.&in9"nten d* b, c,... bie brei, 
uiet,^;.. er^n ^tT®teidjurtfim. (5) Mrificiten muffen. 9?un et^iät 
-mont.- o^ft . imenb[ic^ eiele @t)fume, »eld^ fpI4»eR iBebingungeg 
©enüge Ici(ten. :: ; ,ii . . 

^liifdg/S^ . iSam. bi< ©leic^ung (2) bni aiaFü^rlK^ Oons 
fiflirtea ^t(Mlt wbj,jiiä);(iuts - > - . 

■■(;^: .-■*, . ^>. :f^x>y,'a,b,c) = ■ -■ 

tebu'cirt* fo'fatin fna'n ben Sonffanten a, b, 6 unenbtitft Diele ©ijj 
ffemei»6nS?Ert^ett beitfaeni. für mtiäit bie Suroc .(S)^ eine 8*9*^ene 
ßutüe .ptfuhü, urib um bieft Si)|leme »on ^etHjtn ju erhalten, 
br^u^t m^'HÜ'r'.bi« j)i:iben.'®Ceii$ut:flen: 

i> . ' ■. .AFix,yi.a,.b,e)~0,,r.: ..,-. 

mit einanber ju tierbinben,. nai^bein mnn bie SEcitlje »on :r, w, 
t?ar, Ü*^', 'in fflejieljiing "üitf bie gegebene (5ilrüc '^ineinfubffitmtt 
*at, JBfttrffige bicfeil -©leiiJungÄ -TOcrben jwci Gciiftaufen alä guiic= 
tioften.'ber britten, tmlüjf riiüfä^üä) Mcibcii fami, aiif^gebrürft. 
S>iefife fintwt ober' nidjt mebr' jlatt, icenn jtriftten beryuipc (K) 
unb b^t gegebenen Untoe im fünfte {■-^.'j') eine Seriitjrung ftattRii; 
ben fijJI/eeren.SrBtiiirtj'nwnfeiJienS =2 iß, oba- mit anbcvn SBor: 
ten, hienii -1)er ?>utrft (:»,;/) für bie beiben ßuruen ein S^äculationä: 
püntt werben ''^Hi' -^ll&lJann werben Öie' brei €onjlotftert a, b, ts 
burc^ boA @si^m bfr bi^ei @[etc^tfyn: . v 
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[ dF(x,y,a,bfc) rf F(3:, y, ft, *, c) . ^ ^ 

I dx ^ . dj/ J . » 

( dx^ dxdif ■ ' 

I d'^x,ft«,fc,c) j „ . dFiz,%a,h,c) „^' 
I dy'' ' ~ dx ; 



befHmmt. 

. . 3Hfa^ 4. Sinn man in Zv\a% t füt bie wiaFä^rlUkn 
(Sonjtänten a, i, c, bie miUtütjrtidjcn Sonj^antcn |, 17, 9 ftt^itaist 
. unb lebtkiit bit 6nnw ^) <Uif cintn JCreifl, Mfftn @ldt^nng: 

^ ai) (.ir-£)'+C3~i))'=p« ; 

iß} ^ wnvanbeCt ^vi) bie jweite bWr Sormtln (B> w; 

)uib ft< btdcCt bie !R([ation «it/ neti^e jtvifd^m bcn @aoi!biiiat<n 
{^.q ßatt^nben muß, bamit bnjitetd bü geg«bf iw Qurve im ^nNe 
(x, 1/) bttü^rt. 1)8 nun £, t) bie Soorbinattn b(& 3}{itttl|)iinffeg beä 
^leifeS finb unb bie ©Iti^img. (12) vom erfitn @mb< ifl. . fo borf 
^art ni4)t tloft fc^llegMi, M tA umnbltd^ wde £»t(k gikr tvetd^ 
bie Guröe in bem fünfte (x, «) berühren, fonbern aud^, .bog bie 
39Ktte[»)anfte aller betüötetiben Äreife aiif ciwt geroöen Sini» liegen, 
iveldje ber @leid}ung (12) angeljöit, wiim man | unb ^ ot« tfk 
einzigen SBetänberlit^en betradbtet. 3n ber ffitiat ijt fUir, ba| bie 
53JiHeli:unfte aller berübrenben Äreife auf ber burc^ bie erwähnte 
6lei*u(t8 ouSgebrüitni Slirfmnle liegen. 

SBenn ber bur* bie ffileit^ung (11) auägebr'ffiffe AreiB. bie jöj 
gebene ewoe nic^jt bloä beröljren, fonbern mit tetfelben eine »fc 
tül)rung Don ber jweiten ober einet (ißlbern EitJiung eirtgeljen unb 
folglid} bie @urve oficuliren foH, fo muß man mit ben (^leitbungen 
(11) unb (12) noe^ bie £it^eccnjialgleic^ung jber imiten' iDrbnung : ' 

(IS) 'Ca:-£)rf»x + (»-^^)d'y-^-d*' + d»^=tO 

uerbiiibcit, welcJje bi« gtefle b(r tefeten ber ©leidjungen (10) oerttitt. 
Jttäbiinn lücrben bie Goyrbiiioten | unö ij unb ber ^albmefiei ^ 
burd) bie ®teict)ungcn (II), (12) unb (13) »eltfce mit ben ©teii^utb 
gen (19) ber fEebenten aJorlefLmg.nnb mit ben ©lel^ungen (16)^ b« 
Otiten Siotlefung übereinftimmen, ooHflanbia bellimmf*' 

3ufflö 5. ®cfe^t nun, bie Guroe (2^ «>äre eine pörabolifctt 
{Jurte, teren ErbinaU y ji^i auf eine günje günttion beS ©rabeSi 
'n — \ »oa X, b. ^. auf ein ^Jolpnom Bon ber gotmt 

(14) y=a + 6*+ t!jf»4-.,.+p«*-* + 9Jt»-' 



rebitctrt. stimmt man attham x jur unabf^^gtgen SSeränberßdE^en; 
fo geben bie ©ieM^imgett (T): i 

(15) ( u. f. w. • . • ' 

y(— 2)=l.S.8..,(ji — 8)p+l*«.4...(i»— l)g.r, 

ititb um bte Sonflanten ^, &^ c^f,.p, q fo ju befltrtunen/ ba^ 
^tf4^en ber Qum (14) unb ber gegebenen Quxp} im 0unlti^ 
1^9 S) ^ine ^erubrung t>on ber s^ --- Iten , ober einer niebrigern 
jDrbnung flattftnbet/ braucht man nur bie ©leicbungen (15) anju« 
wenben, natbbem m^ bie ®ert^ wn x, y, y?,... y^^r'*^ 

?(ii-i) tn fi3eyelHtt?g ^f bie gegebene Surpe unb ben m SSebe 
e^enben |>unft bmeinfubjKtufrt bat SBenn mön größerer SBes 
quemttd^feit wegen burdb £» ^ bie S^erbinaten eiite6 ^tinfted bl^ 
)tt(^net/ meldb^ auf bef gefügten ^n»e liegte obne mit beni 
fünfte (x;y) jurammen }ü faUtn, fo lann biefe Sutt)e biir^^ bk 
®(et(bung mit | unb i; au^gebrfidt »erben/ »et<be ftd^^ m% ber ©J^ 
nrimiäon ber Sonflanten n, b, c,... p^ q jroifc^en ben ®lfi(l|^uit^ 
gen (15) unb ber folgenben: 

ergibt. Sntn>i(felt man nun ben jweiten Sbeil ber ®(eicbu.ng (16) 
nad) ben fietjgenben 9>otenien oon ^—x, inbem man em>igt, ba§ 
fllr tinen beUAtgen SSkrt^ ber gan^eii 3ab( m 

|~ = [ar 4- (I — a:)]~ = ar** +-Y a:'»^! (I — jt) 

ift; fo ftnbet man: 

üj = o -j-A ar + c±* + .... + r«»-' + 9'**"* 

(11) < +«:<^'^ 

"'" 1.2.S...(n— 2) ^'^ '' 

■ i.t.Z,,,:(n-l)q .. ..^, 
^ 1.2. 8.. .,(«-1) ^^ *'' ' 

mb mmi man b|e formern (15) berutffid^tgt: 



— Itl =- 






,(•-2) 



(^«) '- x.^l^.i^^^ ^-^r^^ ;/ 



y^"-i> ,fc xi^,'^ •' ' ('"') 



S!)tefe§ tfl bte ®Ieic()ung ber ^nnräbollfc^ti <l(tn>e Dorn ®rabe 
« — 1, welche mit einer gegebenen Surioe in einem gejjebenen 9)unfte 



(19) 1? - y = B(| T^ X) tI-C (I ^ a?>« 4-.t ..>■••: 

att6gebru(fte parabolifc^e ßurtoe, n)el4))e offe^baV ^but^ ben :|)unft 
(a:, .v) 3^^^/ ^it bet gegebenen Qurt>e in.^i^m 9>ün&e eine fße? 
Yü^rüng t^on ber n-— Iten Srbnung : eingebt« : .£)enn (fou biefe Se» 
btngung erfüQt werben/ fo tft e§ nad^ ben in biir neuRten jBorlefuiia 
oufgeileUten ^rin^ipien l^inreid)enb, ba$ bte äu^. ber ®Ui4iuiig (IS) 
abgeleiteten unb | = a; entfpred&enben SSJertl^e unm: , i:\\ , . 

namii*:;. . - .. / ,"■:.. V ; "V '", ;^1[;' 

(21) J?, 1.2C,... 1.2-«,«.v(?i-a)P,l;2^».i.(«— l>.e 

refp. ben au$ ber ©leic^ung ber gegebenetf Qurot obgeleiteten 
SBBertl^en t?on: 

(22) y', y", . . . y-^>, »^--^> • - 

gleicb ftnb. ©e^t man nun bie ©r'oßen (21) %erf XwSbrücfen (22) 
gleich, fo ergibt fic^: 

X28) B^j^,C=.^,„..P^j^y!^^^Lr:^, 

^~1.2,3..,(»^^* . ? 

unb wenn man bte öorberge^enben SSSertl&e tjori B\ C]... PiQ. in 
bie ®lei*ung (19) fubjiituirt, fo erhalt man' genmi bie (Steigung 
(18) wieber, - ^ \ 

Sn bem befonbern gaße, wo man w = 8. febt, wrwimbelt pc^ 
bie gefudS^te Suroe in dine ©erabe unb bie oUf bte |jorm: 

(24) n^y+'ifii-x)' '•■ 

rebuciite ©leic^ung (18) brfidPt, feie'jü erwftten^ fear, bie -bur* 



lkif^|HmftT?i(^^ jf) M bie 6iA^e/ nwm tc liegt;' g^ogent Saitf 
- ' Söcn» niani'fi'cS fe^^ fö brftft b« ajif bie fjotw i ' v/ 

• • .*J*. f) . , .^ j ff ' ..... ' ' * . . |/»; j 

(25) ,=:=y+I.(|:_af)+J?_(|^.r)^^ .i>(.n 

rebuctrte (SUiö^nn^ (18) eine ^arabel be$ {Yoeiteti ©rabeS au§, 
n>el(be ble gegebene ^urt>e o^culirt -irnb eine.ju ber'^%:e bei y pa^ 
taUele ®rabe Aur 2tj:e b^t. » .... - . i 

3um ©cbluffe befferi/ woa . wir iiber- bievSSejö^mn« .ebenet 
6urt>en ju fa0en b<Jtten, wolleh wir nod) 'einen ' be'mcrfenlwe'rtb'en 
Ket>tf«fe ben^eifeti^ weld^et ii(j^ mif ,ben gaU. bejiebt/ n>o bie»£frb= 
nung ber SSertibrung eine ganje ^at)i ifl unb welcber ficb folgern 
bermafen «u^bificftn lagt. i ,-> 

^*ebrfr§ «• flSetracbteh wir jwet ebene Gurrten-/ bt^ 
teit @Iet<b'4in'8tn ^wiftben reibt« obet fcbiefwinflig^^n €05^ 
orbtnaten unter ber Sormt« ' > 



i.V' 



(26) y=^f{x)\ (27) y=J!?tx) • 

etfc^ftWln. 'gcrner b^jticbfteÄ eine beliebig« ganji'-S^«^* 
un* bi|:*eibeit Sünctionett: r.;.i> ./ 

(28)' ;•■ : ' 'p'^^Kx),, F^'^'K^). . \- r?--.,^^! 

fDlUni» ©ej-i^bwns auf a^ in b^r 5la^e etn^f .g^e^ebenirf 
^itnftel^r »vciit jKötfcben ben beiben 6urt>^n ^we ff&e«* 
r^u^rKngibf^'t iit«n iDrbnung jtattfinbet^jlettg bl^iben^rfn^' 
burc^fob^TUib^ir fid^ bie beiben (Surt^en^ inb<m fte fi^ b^ 
tfi^xenr) tt^:inn n eine gerabe äablijl, 3fi bage^ett n eilte 
Hnger^tte Saij^l/fo- bleibt bie Örbinate ber einen ßuVi^f 
tu bet '9la>e bc^ S5erubrungS|>untte§ beftdnbig größer 
als bie;*er"attbetm Snbticb ift in beiben gd'Uen bie b-ftr 
©tbiiiaten /(ar)\ F(j?) bie größte, wenn man aber bei* 
9bztü1fyt\xw^^^yxnH nacb ber@e1t^ ber })ofitit>en :v b^nötiä* 
gebt; beren abgeleitete gunction t>on ber Drbnuitg »+1^ 
fut ben erg^ab'Titen ?>uttft ben größten ffiettb be!ommt; 
JSeweid; ©enn ba bie Serubrung \>m bet «tenOrbnung \% 
fo ift t>on berir.Sifferenjcn: 

'F"*isc ^ {) -f" (x +1).', u- f. w- . :., 

wenn \nix\i^/gß biV ?fb(cfffe be5' gegebenen ^unfteä fubftitulrti bie 
JDifferenj: •.;;/'' , / . .' ; . 

.<M) . / 'F<--^^>(a:4-t)-^/'<''+i>(.r4-0 

Me erfte/ roA^ ni^f mit t \)crf(^winbet/ unb ba bie Functionen. 
^(«+;i>(;i.)^js'(n+i)(^j in ber 9Ml)e be5 S3eru^rung§punfte§ nac^ ber 

SSorauSfefeung jletig bleiben; fo ijl Har, baß bie SJifferenj: 



— wo — 

fic bUfin» |)«ntt «>«bcr ctnm Sßetl^ ^U, n^ einm wiäitii^ 
orofen SSett^ befommt unt> ^ not^tocnbig auf eine cnOti^C' M» 
^a ocrftbicbcitt &itiit tebucfart. jßcjri^nct nun fitnwc Im^ 6 
. eine Reintre 3abl ol» btc (Stnbctt, fo txffbt fUif taa btt Sormet 
(1^ @ettc 40 bM jDtfecenifalte^tiwnd: 

(Sl) F(x+i)-A«+0 = 

«nb ba fSr fe^r Reine SBett^e t)on i bie VuSbritcfe: 

®r5fien Don bemfelben Seteben ftnb; fo fann mmt offenbar beb«i|M 
tnti iai, totm bie TIbfclife a:+» febr wenig t)Of! bet ÄbfcijTe x 
)»tr^kben tfi, ber jweite. %beU ber <9(ei(bttng (31) eine ®r($c mit 
bemfetben 3eicben ald iai M ^robnctei; . . 

($2) ' t-^^^ [Fi-^i* (a:) ~/^<»' i> (ar)] 

(im wirb. $o{0li(t» i^crÄnbert ber ÄuftbrndP F(ar^t)^^(r+f)y 
n>e((ber biefem itotittn Zi^tilt gteicb ifl/ ba^ Beieben, mit tf iinl>. 
{«+ 1 , n)enn n eine gerabe 3abl ifl* Xldbann wirb bie ber Drbts 
naUn f(x -{-{), F^ar+O, welche 'toor bem ®erübrung§punffe auf 
bei ^ite ber negatmen x am fleinflen n>ar, auf ber onbirn @ette 
am statin i n)prau§ fotgt/ baß ftc^ bie betben Qm^m burcbfcbneb 
beri/ inbem fle ftcb beritbren. 2)a§ @egentbei( liinbet flalt^ nmnK n 
eilte ungerabe 3ab( if^« ^a ald^ann «^"^^ eine gerabe 9>oCen( Mti 
t tfl, f0 bat bag ^robuct (32) immer baffelbe äetcbeu/ oU bet %acs 
t^lf'(ii+j)(ar)— jrc+i)(a:) unb felgli* ijl bie Orbinate F(.r-f 
in ber SHäfft bed loerubrung§punFte$ befidnbig großer j&ber beßanbtg 
fUioer atö bie IDrbinate / (x + 1) , \t nacbbera biefet Factor pefftit) 
ober negatit) ifi/ b. b* ie nacbbem bie i^ift F^''^^^ (x) groger 
ober ftemer al8 bfe ®riS|le /'^•"^^^(.r) l(t. gerner ftnb bie UnU 
brikfe (30) unb (32) in ber erfien^ mie in ber {meiten Sorou^fe^ung 
fftr i^ojttit^e äBertbe t)pn » ®ro§en von bemfelben Seicb^ unb folg» 
IIA entf)>ri(bt bie ber £)rbinaten f(x)^ F(x), tätigt ieiifeitS be§ 
fi3erubrungd))untted am ar6§ten tMtb, immer berienigen ber obge^^ 
leiteten guntfipncn /^^"**U*^)> F<"+^>(.r) welche in bemfelben 
9)unfte ben grßgten GBertb erbdtt. 

3ufa| 1« T)a bie in einem gegebenen |)unfte an eine Suroe 
geM)gene Xanaente im ungemeinen mit bie(er @un^e nur eine SSiu 
rfibrung t)on Der erften Orbnung eingebt, fo liegt gewSbnlicb eine 
biefer beiben Sinien oor unb nacb bem S3erübrung§punfte über ber 
anbern. 3ebo(b fcfnnen fte ftcb tn gewfffen befonberen gdllen bm^^ 
freujen unb biefed ftnbet fQr einen gegebenen S^e^tb t>on x flatt, 
«oenn bie aud ber ©leic^ung ber 6uroe abgeleiteten 9Bertbe pon: 

(33) /, y% etc- . . • 

eine Sieibe bilben, fn welcl^er bo^ erße nidi^t fterfd^iwinbenbe (Sfieb 



— m — 

einen enbßcl^en Sertl^ htlfSK, rnib weittt btefeSQKteb eine abgeleitete 
Function t>on ungerabet £)rbnuna xft, totli^t in bcr 9labe bc^ 
S3erübrung§pttn{ted continuirlid) bleibt. £)enn betet^^nen wir burcb 
n trgenb eine gerabe ganje 3a^( unb nebmen an, haf, inbem bte 
©(ei^ungen: 



für einen getotffen SSert^ Don x erfuQt werben, ber correfponbirenbe 
fiBSectl^ i»on y<«+i> enbU(|^ unb ^n %x\l t>erf(t^ieben bleibt, unb a 



fei äberbie»: 

(35) 



y=a + bx 



bie ®(ei(bung ber Sangente. ^Da ouS biefer ®Iei(()ung allgemein: 

(98) /=«,y-=d, sr=«,...^'>=«, y<'^*^=o,ctc. 



folgt/ fo ifl !(ar, bag man, inbem man t)on ber (Suvot ut ber 




fen n>tr fc^ließen, bag iwif^en ber @urt)e unb ber Xangente eine 
jBerubrung t>on g er aber £>rbntt«g jiattfinbet. Sßenn alfo bet <tu^ 
ber ®((id^ung ber (iux^$ abgeleitete 993ertb loon y<"*^^> tn.berSlob^ 
bed betrachteten ^wtM eine ftetige Function t>on or ifi, fp burcb? "* 
fc^neiben fub bie 6urt»e unb ibre Zangente oermoae be^ £ebrfa|ed 2 
gegenfettig, unb al^bann iß ber 83erubrung5yunlt tm Sn^ejcion^» 
l^untt ber gegebenen 6un>e. 

3ufa^ 2. X>a ber iCrummun^Sfretö einer 6un>e in einem, ge;^ 
gebenen ^untt^ mit biefer (Sunoe mt 3(Qgemrinen eine ^räbrung 
ber jweiten £)rbnung eingebt, fo bur^^fcbneiben fid> biefe beiben 
(Sun>en gewobnlic^. Sebocb fann ed in gen>t|fen befonbern %äVitn 
aucb gef$eben, bag bie Crbnun^ ber Serübrung bo^^r ift unb iuris 
eine un^erabe 3<^^( au^gebrücft xotrb. HHhann fonn ed audS) f^^n, ba| 
ber ^rummungSfrei^ unb bie 6urt)e ftcb nid^t gegenfeiti^ burcbfcbnets 
ben. SBenn j. 93. bie gegebene <Surt>e eine 9)arabel, <SUu)fe ober ^9^ 
pe|;(>el ifl, fo finbet jYÖifcben bem Jtrummung^freife unb biefen 6urt>en 
eine SSerubrung ber britten SDrbnung fiatt unb beibe burcbtreujen ffc^ 
nicbt/ wenti man ben 93erfibning§punft mit bem @(beitel ber 9>arabel, 
mit ben (Snb)^untten ber %xtn ber SUit^fe «ber mit ben (litbpunftcn 
ber reellen X^e ber ^^perbel iufammenfaQen la^t. 






I . . ■ ■ ■ > 



i 



(gifte löörUfung» 



f - 



• < 



Ueber bnt - ®^braud) ber 9>ölatc<)0l:binatfn ^um ;2Cit&brfitfeh 
unb Tfuffinbcn t>cvfd)iebcncv Gigcnfdjaften ebener Siirb^n. ' 



.- Sn ben t^orljergel&enben SSorLefungen borten »ir. im .ÄUgeiÄiiien 
üorauSgcfcfet , bag eine ebene ßurüe bur(^ eine, ©leicbung jwitoen 
jwei recbtroinHigen ßoorbinaten x^y au5gebrü(ft fei. Aber oft ip ^ 
t>on 9lu|en ftatt biefer ßoorbmateh bie fcboh In ben JBorermncrum 
gen (Seite 5) angewcutbten ^oldrcoorbinaten r unb p anjunJenben, 
wetcbe mit ben SSerdnberlicben x unb y burdt) bie ^leictiuägen: 

(1) x==rcospy jß = rsinp 

Dcrbunben pnb. SB3(r woHen bter einige ber JRejuItate «nfffbren, 
auf rpeli^e man burcb btefe ©ubfiitution gefübrt wirb/ 

äundcbfl wollen wir bemerfen, bag bie ®rög'e r, burcb wefdbe 
ber Dom Tfnfang^punfte ober ^ole nad) einem bewegficben ?>unftc 
gejogene 8?abiu§t)ector bejcidbnct n>irb, immer «l§ ^optit) betröcbtet 
weibm muß, SQßa§ beri SSSinW p anlangt; weldjen biefer Sfabiu^^ 
tKctor mit einer gegebenen ^atbajcebitbet, fo formt, er p^fttiip ober 
negatb fein unb einen grifgern ober Keinem 3'^b!wn>ertb aW 21« 
ännebmen, wie andf) bereits erwd'bnt ijl (f. Sioyer. Seite 6).- 3)eif 
JBequemticbfeit wegen, fott in ^nhxnft bie ^Maxt ber ijofitiütn x, 
twn wetcber auS ber SBinfel p gejdblt wirb/ bie ^olarbal'barc 
genannt werben. ^ 

Aierndcb ijl «ar: 1) baß bie g^olargtciiibung tebe«' Äreife», befs 
fen SRittelpunft im 2(nfang6pirafte ober ^J>ote liegt, wn t>kx gorm: - 

(2) r=Ä . 

{ft;'wo /^'eine bem fealbmeffer beS JCreife* gfeid&e>ofi«oe Goiri 
flante ijl; 2) bag bie ^ölardcicbung einer t)om 'iCnfang^punfte auB* 
ge^nben ^albare t)on ber gorm: 

(3) P = P 

iji, wo P eine Jjofttiüe ober negatit>e Sonftante bejeicbnet. 3Ü)ie 
(J^leicbungr (3) brudft audf) biefelbe |)a(ba]ce nocb au§; wenn bie ®r6ge 
P fo JUS ober abnimmt, ba§ biefe 3u- ober Ttbnabme ein SBielfacbeö 
be§ Jtrei§umfange§, ober mit anbern SBorten, baS ^robuct auö jt 
unb einer geraben 3abl jum 5DJage f)at (Snblicb erbdlt man für 
bie in Stebe ftebenbe ^albare eine anbere, weldj^e nad) bemfelben, 
ober nacb entgegengefe|tem Sinne gerichtet ijl, wenn bie äus ober 



» unb einer uhgetttben Qci^Ui% ^^ 

.Sßenn eine ebene 6un>e burd^ eine ©(etcbung )n>ifd^en . -'boi 
rec^tn)intltgen Soorbinaten x, y <^u§gebfü(ft ijl/ .fp fann man ms 
t^ittelfl ber SoroiHn (1) ^ffir bie 8$er4nberlt^en d^ y unmiMKbar 
bie ^alarcoorbinaten Tübflituiren unb duf bief)('SBeife bie foc[enannte 
^P.Mgteij^u^j ber (JowDe erWtfiiu SB?im man j.». bieiire^fe 
wnWfifnj gwrbfnaten ?ine^ feften ^unfte« jnit |, n H"^ »it4?,'tP 
bie. $ j^arcpQrbi^tett . bef[e(b«R be^eid^net^ toüi^t mit ben er^h.^4 
bie ®itei(*vn8ei|: .; o .m '. .v'ir. - 



(4) f = Rco«P, iffcrfiÄÄlP 

«erbuhben itnb ; fo ficbt man ltid)t dn / baf tie @bi(^ung jtöf fcben 
rei^ihfttgeir @o»tbiiiaten^ ber burcb biefirn ^ntt fb 'gc^ooemn''^ 
"taben, baß fte mit ber jS^aligjx ber pofitiDen x beif -^UtM. ^iiU 
bet, folgenbe i|l: . . 

» • 

(5) J^^ll=ta«y^, Dber-2^=^tti=&^ :;; 

t» . • ■ . »>. *i\ '\ * *. ' «..'.•. 

unb if|re ^olarglei^ung : 

,^v rcosp — RcpsP^ r^np — RsinP 

. obiit,toaO«e {!<:■; ..^•, ' •.;:.■■':',;•.■;:.... 

(7) rsin (p — ^) = ÄÄMt^P— .-^.r" x- .7 l" • * f.:.,.« 

2Benn bie ^dn^e Ä.ijBeff(bn>iriM», fo'gelf)f bie ©erabe burcb ben 
ÄnfangSpunft unb-4|)re ;^olargleii^un9 .ofrtpwnbelt ficb int. /,) r» .^ 

'.(8) \ . •:^;(p~>(.)=o,. : '.. .. • ;.;•;:;:;.. 

Siefer ©(el^jung »trt» ©enuge aelefpef, wenn m<äf' fflp *'«^«tÄ 
eine aaniej.^Öl nimjjit, unfe v. ;.; , 

■ • « 

P = *±2jj^ ober'P=a^if2n+l)« ^ P, 

fel^t. Sebe bi^ . beiben legten fiUetcbungen i{| fao: .(SteicbtiQg (3) 
abnticb unb brürft eine ber beiben Jg)albaren an^f ^yoziöDt na* berr 
felben (Seraben,* abeV 'hadi entg^gengefe^tem^iSnme^ BtvU^tt [iii|>n»nb 
oom Xnfanööpurtfte ouSgeben. *. • 

9Ran fann in ber ©lei^jfng (7) für ben SBinfel p — t ben 
aSBin fei p — 1^ W<bt fubflituiren : benn e5 ift : - ••' < • 

unb folglidi^r > , \ : 
sin(P'-t)=^n(p-^^P^cas(P—t)+9in(P'-^tyco8(P—p). 

9lun folgt tfber mit jiSeritcfftcbtigung biefet legten %oxxMi ^u§ 
ber ©leicbung (7>: »^ ' . 



(•) 

Vbtt: 






ttin fibvt^en^ bfe ÜKei^ung (i). unmittelbar av% ber Sletd^una 
vbjfitiUn/ Staud^t man nur ju Umt^tn, bafi mon für bie bret 
SIntelp, P unb g?^ wf((l|^ brct gegebene SFi^ftmgen mit ber 
f)otart>alba)re bllben, bie brei lIBinf el p — P, unb tf' — Pi weldbe 
btefelben 9{tcl[^tungen mit bcr ^albairt Ibitbcft/ beren ©(eic^ungp^^P 
tjl, fubjlituiren fann. 

SSSenn man oud bem ^nnltt (|, «) aü Wtttelpmlt mit htm 
^bmeffer q einen .ftreid befc^reibt, beffen 3Ut4mng jivifdl^n te<|rts 
tMifitges GoprbtttAten: 

(11) (:p--|)2 + (y_,)2=^2 

tfl/ fo ifl feine $oIarg(et4»ifig offenbare 

(rco*p — R cosP)^ + (r «»p — RsinP)^=zQ^^ 
ober: 

(12) r« — 2ßrco*(p — P) + Ä2 = ^«. 

3n bem befonberen %aUt, mo ber fSRittelpurUt mit bem 7(n? 
fangdpuntte {ufammenfäat, rebucirt ftd^ R auf %xU mt> bte ©(ei- 
cbung (12) t>em>anbelt ff^ kt: " 

;. r* = 9% ober r=?:i^, 

b. ^. jte. nimmt bie gorm ber ®leidf>ung (2) wieber an. 

Tino) fann man ficb (eic^t überzeugen/ ba$ bie beiben ^arabeln, 
bie GUipfe ober ßpperbet, weld^e refp. bur4^ ' bie brei ®(ei4)ungen 
9»ii^n rj^ct^tioinfligeh Goorbinaten: ^ 

(13) y^ = 2ax, (14) y» = -^2aar, 
(15) Ax^'\-tBxy + Cy^ = K » 

Mifftbv&ät werben , folgenbe |)oIarglei(^ungen l^aben: 

fiim\ ^^ tacosp . . %aco$p 

vimy ' r= " ' ; a - a : » (i#) y=^ — ■ . o:^ > 
^ '^ «n^p ^ ^ '^ ^n^p ' 



(18) r' = ^co»«p+ 2ß«t»pco«p+ C«W 

~ A + C+^Bsin2p-\-{A-C)cos2p' 
SBBemt fM& bie S^orknet (15) auf AnttH f^genben: 



^ 



. I 
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(21) 


r« = 


ober: 




(22) 


r» = 



a«i« 



Ä««a#«p — ^»^«i«»f> • 



Uitt bt(.iBegrtf[ie ut ftjören^ woOeir t^fr aniMt^mcnr (af Mf'Gom 
^antcii <% ft i^ofttio fin^ itno iaia>b ift, f^ btücfr Mr <Sonftoitt 
a in te« fabeln (IS) waibr (14) bte ieifptltt Sntfrmiuig bt^ dreitni 
Dunto» ^m.e^tiUl, tu ber dlUpfe (Itf) bte balbe fftoft Vre m» 
in ber Spt^ptxM (20) bit l^olbe »eKe Hn Ottö. fBartegt moit imit bm 

Tlnfong^punft in ben fBrenn))unft \itf 9arab^( (14) unb fe^t 4 ~ ^» 

fo nimmt bie ®(ei(^ung biefer 9>arabel 5n>if(^en rec^tminflic^en Soor« 
btnaten bie Sorm : 

(») y2__4ji(^__U)^ obetx« + y« = (2Ä— :r)« 
tat, ithb ](^iermt$ fofgt^ bdg / wenn man* enpdfflt; ba0 bie ©t^fk : 

■ L • « • # * 4 

I •• . « 



4ß 

« 

unb umfome^r bie ®x5^ 2IL—x immer pofttit) bleiben muf# 

(24) , /(^'i + y.) = i/I-:r, 
ober: 

tft. Subfiituirt man nun bie 9o(arcoorbi|iaten fiir bie SBeranbetli^ 
4^en Xjjf, fo txmt man für bie ^MarglrKbung ber 9>arabeli 

(25) > + rcoVp=:^2R, cberi-=iy::^^. • _. 

f * '^ :. 1-f-cwp . . 

SBerricbtet man biefelbe @ub*jlitirtt(m fn bie jormel (24), fo er* 
gibt pdj barauS: ^ 

( r*:?t(2Ä — roD*p)«,i 

(26) {ober: 

I '[r(l + coÄp)--2ß][r(l — coip)+^Ä]i^O.^ ' 

2)a ferner bie ®rö|en >, Ä ftotl&wenbig »jofitit) jthb/ unb' ba bie 
(Srofie 1 — co^p ))Qfbii^ ober 0iu8 i^/ fo tß l(«|r/ baß ber S^ctor: 

immer elneYi ehblid&eh üon SluH t)erfdS)lebenen SBSert^ ^at. ^an lann 
alfo biefen gactor in ber gormel (26) bin«»e^eil, »tf^ »Äbur# 
offenbar auf bh. ®Iei4)ung (25) iurüct^efu^t n>irb« 

3n einer ßUljj^e ober Apjjerbel n^nnt man ba§ SSerl^al.thi^ jwis 
(^en ber ^ntfn^ntis einef fSrennpunfte» i^em !Ritte(|Ai<itte uitV bet 



ffalim grofen ti>!etT&llut.lfgt.k\»' (Siit^tUitH&t . <g». fet s bte|t$ 

SSer^ältnt^ , fo tfb bie @ntf(r|tung beS SKtttelpunfteS von einem ber 
äBrennjJunfte für ^le (gaM)fe^<ld); .. . --.» .:- 

(27)- asrivCo» — 62)', 

unb för bte ^ppetW (20):v . 

(28) • .^*^.vr(o» -f "ft*). ' 



1 \* 



ftakp^ in Utti auf ber Skitt b^r pofttbeit r» Üegeht^m JBvctmpiuilt 
unb ffir bie «gerbet in /ben. auf, bdrs©ttti bei: negdtiio«« jr.Itioei^ 
bf», fo erfc^meo bie ®(ri4ungett. biefer. (5ux^K:yi93fä)m. ted^inb 
tigEit öocrrbiiiaten unter bftn^gDrmeti;: ,..:' tyo -.ifiin^'.^' 



' * 



a^ 4--p— 1, . 






- . ■ < ^^ • , *^\ ' / ^ - ■ » ii: 

... fiBenn 51UUI; m bie{4 Ubtzn ©(dc^ungent führ i '{qnen;ai|§.beri 

©leldlsünaeh' (2t) ünb (28) aogefeitetcn SßJertVjfwtflitutrt/fo mwahs 
bcln fic ftc^ rcfp. in: _ -.^^ 

unb ,;-r^ : ■ . ■'.., i. ': .-^ .■.■■: . 

y2 = (,2-l)[(;^-.a.,)*^^^,^ 

ober: 

(29) ar2+y^^[a(l — a«)— 16a:]« 

unb 

enblid); wenn manJi^ ben ®(öW()un8JH (?9) ^inb (30). ^tt 
ber red[)tn>mflijjen ßoorbmaten'^olarcoorbinatcn fegt/ fo erhalt mm 
fi5j,jji^ Siolar^leic^ng ber gUipfe; ^^, .^ . ,, ,., , , , . 

(31) {r — a (1 — «^) 4-arco5p] X • ' ' ^"■'' '•■ 

[r + a(l — £?) -r «roo* pj=; ft, '■ t 
unb,,fur bMer ^^perbel; ^ .^.. ..^ . -r- '^'"l ' ^" 

-...■. .'.j ;,: (r+:4(e' — l)— ««rBOsl^jsiö. : "^ •• •■ i -■^•'•'. 
2)a in ber Sormel (31) bte 3«^! 6=\/('l - -t"") «einet ift 



."«'•■» •• ■.•••■• , ■. • 






. ,-•■,» 






betifelben alfo ^Hm^gtafli»! nnb i^te 5^acs|(4#imS| ber <SQi)>fe auf 

,;V:, 'f ;i ;■• :-^(i+ac«Wp)--i«fr-y«>=:,i'^^;': •:; ■^•''^ 

• »■?•»' ♦ t 

rebuctoen^. Sßenn'inan.k. bief^ testen. ®(eic^ttng ^aefitt^: 

■■■ " . '* .^ P=^0, P = « \ 

J)iefc Jbcibcn SBBcrtl&e, beten Summe = 2a ijt, brürfen bSCnti 
jfcrnutijjeji^ beö ^um. 2(nfang§jjunf|e genommeneri äÖrennpunfte^ t)on 
^eii; biibet} ^bsiinf/en ber gtö^en 2l']ce au§. 2Öa§' bkSleidjuug (^SÄ 

rnitmigtf^ in m\i)tt bie Safer i'== \/ ( } + — ir )' offenÄat . . gri^ 
I ober* 



- *'• j;:; • n-i 



l-\-ecosp ' 



4 / 



ci 






KV*.. 



r (1 — 6C0ÄP) + ö (f ^ — 1) = ®/ 

' " •»') '.', • y*TT ' ''< ■■ . ■■ » ' •!* ''4- - '. ». .» 

jericgpn, ^^.SBjunV&jnn ma%,B(äS) ab^r^leid&t'uberjeu^en^.'ba^^jebcbtetl^t 
Ufetern 'Äut; dnen '^er j.beiboi aü?eijge ber |>9)pe|M öU§brfi(|r Urib 



^■^"^^ ij». ..';/ ' , 1 1 .y I ...1*. • , f «J4 



„ y, '\ ^ 



folgt, bem Bweige angehört/ beffcn äÖrennpunft mit bcm^nföngSs 
pmttt ber (SaJrbh&teit iäfäötmertfdflt/ 'wiibÄHb^bft'«ekä(^ ^ 
aü^ tt>elc|)er: ; . .1 ^/ -^ 

unb ' ^ 

r = OD für )) =■ + arc cos ( — j 

föfgt,;, ^fm anberen äw^igj «i^ngebort.. ."'Äie> jbiiil?ei|'"aS^rt]^e;'t)9n!;p^ 
»elifaen mieb^p\3itt>efgf.Si«enäj;}d?« §3?er%:t>pri?^^ atbii^ 

^if.3^t(l[^tyRgea.ip)eler ^af^wn ,afi, pelcfye %m})totf n t>iefeä 5?»^ 



anlangt/ beten ^ifettn)=:^a tfl/ fp brucfen fie bie ßntfemungen 
bed jum TLnfan'iipnnm gen6mmen)ttt HxtünpAmti DOlt ben beiben 
(Snbpunften ber reellen V^re ber J^pperbel aud. 

2)ur4^ geonietrtfd|)e SSttta^^tvmm fontftt man bt> ntetflen ber 
Dor^ergebenben Formeln btrect afiffrelletf/ wenn man bte befannten 
etgenfdii^en ber tMtn, tbeU^ hidft fHonneln auftbr&fen/ jnittetfi 
9)olar€o6rbinaten audbrudFte. iBejetc^nen )• IB. P^ R bie ^^olaxcooxs 
btnaten eined fie(len |)unFted unb f einen tyeltebtgen )>oftttt>en ober 
negotmen SBtntel, fo lafit ftci^ letcbt bte f>0lar^lei(^intg jbet bttr# 
ben ^unft (P^ R) parallel |tt ber iutd^ bte ®let4^ung : 

«tigebrüd^ten (aeroben gejogenen @eraben ftnben. Senn n^enn tttan 
tiadt^ einem beliebigen fünfte ber @eraben einen 97abfu$t)ector r utfit, 
wlb ben: f^t^n #ber ftuntpfen SBtnfel/ tDd^^en ,bfe(er . «nbefkmtmt 
t>ertangerte 9{abiu^eCfor ntit bet ^albare (86) Jbilbet^ mit d bejet^^ 
net^ fo wirb^ber Sföertl^ \)onpj wtld^t bem fn Sittt ffe^enben StOs 
btu^oector enlf^rk^t/ offenbir buri^ eine bet Formeln r 

($7) p = ^4-a, p^f-^d±2nn, , 

ober: 
(88) p==^ — «, p = ^ — a + 2n« 

gegeben, wo n eine beliebige gänse 3abl ifl* 3tf ben(erfen tfl fers 
ntt, bafii bie Sormeln (87) geitomnfen werben mufieil/ wetm ^r 
um ben 2Cnfangd))untt beweglj^e ^abtuSioectot , inbeilt er t>on ber 
Sage, in weUt^er er mit ber ^albare (iä) jufammenf^Ut, audgebt^ 
Ijüx SSef^reibitrtg bf$ SinfelS 6 'eine bfte(te dtotationSbeweguno^an^ 
ftet)men muß , n^dt^renb bie Sormefn (88) im entg^gengefe^f en ^aUt 
angewanbt werben miiffen. t>rofidrt man nun ben S^abtu^trector r 
auf eine , auf ber gegebenen @<^abei! ferttrecbte Vre , fo erl^ält man 
bie {urteile Entfernung be$ XnfangSpuntted Don btefer ®eraben 'ym 
^roiectton, (tHb bt^e (iiriefle (SntfernuRg wirb burcl^ bad |)robu€t: 

rsind 

^tiOg^hxidtr^^idt^i^df vermöge ber Formeln (3Y) auf: ^ 

rsin(p — ^), 
imb t)ermöge ber* gormein (88) auf:- 

/ ' ^ rsindf — p) 

rebucirt. X>a \ivCa bie in 9tebe jje^enbe furjefle ©ttfernung offenbar 
. vdn ben' wtÄnbertfeben (Soorbinaten t^ unb jp unabbangrg ijt, fo ftnb 
tefr ju bem ©cblAifi berec^rtigf, baß ba« fJroWict tstnip^-t) ^ber: 
r^it-^P) m'c^f geöfnbert wer*,, wenn man barin Pfurp^ unb 
Ä für r fefet. gRan f^at alfo We ©teic^ngen 5 



wo«on iebe mit ber (Sleid^ung (V) öbetemfommt. 

flBiir'4tfi>Qdi mm 6ie f)o(ar0(e{(^una btis ans Hein ^nffeVjp R) 
«tt ailtteHwtatl^ mit bem ^oÄmefFer 9 l>ef(*nebeneir «reifeä t*en * 
SS(n)»':««n> bte (SeorbiiMten ttheS betttbisen fünfte» b<« Jtcefdünü' 
fangeä mit », r unb b<n »infel >»if4>en Jben btiben.Äabienwcto*' 
nn r.vR ihttrileict<^nct, fb ^at man: 

«!>u «ilhif öaitjc BaW bejei4)net, »el*e ft* ou* «uf'Sluir tebucU; 
ren tdtffl,: 3>4 \mvt Itt.bem 2)Mie(fe, b<ffe« Seiten r, Ä unb a- 
f^/ «ler- ^infeC ^ bem IRabiu» 9' gegentiberltedt/ f«, ^at m'oti. im« 
eitttttt befa?rateB «elirfofie ber aJrittonometrie: .' 

•> i* .. : '■ ■ ;■ • .'- iiaji_,k9_„a ■■:■■'. .-..• '.- .- ■•.■ 



,1 " ■ ■ - 

^ • I 

) . . . T' 






2 Ar ' 



ttrtb wnit. mim fdf.f feinen mitii |»-J>q: Jieij!M, fo erboit 
maa.b{e„$te(#n$S',... ' ~'; 

(41) -b«,(p.-P)=«!+g^. .. ; 

welche mit ber ®IetdSiung (18) fibmtriflimmt. 

Sueben wir nocb bie ^olargleicbuno einer Parabel, beren ®(bets 

Ul mit bem ?)unfte (P, B) unb beren »rennpunft mit bem 2(nfaBsfe . 

punttt iufammenfaUt 23enn. man.bie 6oorbinaten eine$ betiebioen 

• f)unfte8* ber ßunoe mit p^ r uhb Jien SBinlel jwifcben ben Sf abSns 

tectoren r, ß mit S bejei^net , fo ^e^felt bie gormel (SO) ibre 9fi^ 

l!*.^^iEii^f"5t-*^S^^^^^ 5)roiectiiHt be.^^ 3iabHi^er^8.r auf -bit »i» , 
Ut ^fdmti ben 3af)lenwert| beä ^Stobucte^t ;- ,1 -; - • . 

r cos 5 t±:r co^ (p — P) 






gum SJfage unb ba bie Entfernung beS IBrennpunfte^ t>on ber Sttcbts 
Iülif'!<9irflMii$«m%A ift; foi t| b» iSntfiRTiuffg beö ^unftef (p^r) 
wi|j^o«kb»«me #ffwbar ^ , ir. ^ 

:..»'"}'; • '•' r". '•'• T' . ' . .:':!. . ■ '•• - t\ ": ' 

:iJ'. ^or ««^i^^berJbefaimtetif Qtgenf(baft btt 9(otabü nnt$ btife> 
Sntfemuna audb;itteNi.S(itii0Dect0r r glet^^- feiiu . SRon l^t «({a;.,/r 



a.H'.-- ■,.ir.-t ..^,.^ 

1 -f COÄ l,p — P) ' ^ , ^ . 

r. Mo)}, bi^ft I^^e @Iei(^un3 mit ber QWeitkuar (fÄ)'fif>e04^ 
jTien, fo kQW*t man jur ^olatlialbdw wirbif _^^:nft«ln,:: WW«, 
Bpm Srgninjunfte btr ^arofcd gcgrii bm 0^\tflit^tfa. (äfn»0t 
ticljtcf i|l, uiili folfllic^. mir J*=ö ju ftfetn.- , . . . ■, ,t-. ...-.^^ 

eaipff, tDODon ein S«nnpunft mit Cra Jnfon^Spunfte unb tin 
(Snbpunft bei großen '2(te mit beqi .^nnltt (f^ R)>j)ufamintnfaIIL 
Dtnn eä fcitn p, r wifbir bie ?)oIaKoorbinaten tmrt beliebigni 
fünftes ber (Suroe unb S bcr SBittFel iivifdjeii bm Slabtnmdonir 
r unb il, augerbem a bie baCbe ^roge 1» unb t bie @icentrtc4(äf; 
fo ifi in bem Sireieife,' bentn bnt S9infc[rt>i^en bie beiben JdTenn< 
punttt unb ber $unft (;>, r) ftnb, eine bet Seiten,, ttmliäi. tit, 
enftfernugg bei S3renn))Uiittf, bera^obucti {luö. In gießen ^Creiutib' 
bn €ircentricit([t ober bet iSröge 2at gUtt^'linb tie. &(Ä>en' liübtai. 
iSHten, beinr Summe nacb einer' befannten Cftgtufttaft-bn SS!);^. 
ber grogen 3(re gleidj frin mu§, «erben burdj r unc 2a — r äuBi' 
ßebriiift. 3n bemfelben J^reierfe tft ferner ber bet Seite ia — r 
gegenüberliei^enbe SQinfeC^d, ivcnii bet ^nft tfP, R) mit''^ein ■ 
»om 3tnfanqSpun(te am voeilellen entfernten @nb))unPte ber oroSen 
titt iufammenfällt tfnb ^leic^ bem @u))|^»n(ntr. bj3. SQinttlä d,, 
b. ^.'« — ö, im entgegengefefeten galle. SBefen Witt, um \jU SSfc' 
griffe ju priren, bie jnjeite SJorauäfe^ung mactt, fo'ffrtbet man:" 

» („ ^ s) _. -^^.^ — 2 (««£);' — 

e ■ S»' ?.-,- ,■:■;: !::■■!.: i 

■ r- "a--'^> .■•"•';.;■.•■'■''■;;;■; 

uitV Yüehit ' miin fflr 4 feinen aliS ber ©Mtbuiin' <8Sh' ot&eleftfteit' 
SBett^i fubpituitt : , ■ • ■ •■' ■ ■■^-- 

C441 _ 0(1— f') . 

.^^ *^~.l + *co*Ui-/'7* .... 

Süieft Ie«te@(cicbung ent^kt stb« Nnf Mnltanttn SBinttM* itM( ' 
jreei anbete (Son(tan(en a, e, wooon bie ein« Burc^ bt« MoblulBKi 
tot R = a (1 — e) etfefet »erben tonn. Sernet roolteit wir bemcr: 
(en, bog bie Olei^iung i(44) auf *« ®lii(|)img (33) jutßifaefö()rt 
wirb, rtienn man jur q)o[at!)a[bare biejenige nimmt, roeldje Bon bem 
TtafMifläpunfte gegen >eii liÄdjItai Cn&t)unft bet gtoff« ZH in 
Cai4»fc geruhtet ilf unb »«n man frtgM(^.F=:0.pft*..- :..-.*.-) 



— tu — 

punFt mit tum Tijt^glipvatt vnbimn.&tlbäkl-.mt^m ftiuAfr 
(P,:iQ:|utbmmtnföIIt.i' &• ^tita p, r Irit 6oar&tnattn. ehtTIbelie: 

9mtieirattttteB r, R; fäisxe 9it Me reeUt 'Jtie bcr ^ptre«! unti sj 
bte fi)rcentrtntit-l»0rfeXi«r,.fo ijl ta Htm. üititilc, bt/^tn brti iBtm. 
firtfpiötn.in btttrbtibmrSSreni^iinitat usb bem fünfte (f» )')' liegen; 
«HC bn-j ®ptM;-. nÖmlkf) bit gtstnfectiigt; gnt^tniti^ ber ^bfU; 
fiSmniwnfti« beRt ^tcdnute Sai gUitb, utd> bte beibtitonbem @e&, 
ftn, -«trai.£>iiirani tKi- neScn ^Ixe bcr J^ntKl $U\it} ftiti Kai&. 
mttbat Deff,! bünti*^ uni^ 3a-^r ai^Aruiu. Vertier ift ia bitfeiifi 
TntitSt ber btr'@eiteSa4^r gf^eniäKrltcgti^ewahl gtnditgtei^t 
bent miniti S. ,$ti^n ^ alf|^: , - 

/ ' "^. ._ r^ -bfg«^)'*'- (8«+r)^. 

' z (2 o f) r 



(»).. 



a(6« — 1) 

»^«;^ _■■ :■■ *;= rH;.co.g >.- . ■ : , • ■: 

tmb'Wtntt man, S^T,S fiintu, aiiS bit ©Tei^iunä (39) ^ejog^nui ^ert^ 
fubjiituirt, fo^itbef tndh': " ' ' .-<.:■■. 

/«ft ^^ ^ W<^.-.li) ■ . .. :: 

3n btefer testen ®Ieiij)ung f6nnte man füt eint bet Sonfldnten' 
a^B ben fRabijj-5Pi(tßt: ß =; ra (* — 1") feigen; gerner tooaen wir b(s 
itifrfen, bag bte ÖKeit^ung (40) auf bie (5teid)ung_ (St) jurüdgeföftrt 
Mjirb, wenn man jur ^olor^albare biejenige nimmt, »e£d)e »om 
^tn^noäBunftt gegen bm ©djeifel teä bcfrowtefcfl §ijpertt[i<jtetflefl' 
fterritm,ift;''_imö roenn man foiglid) P=0 te|t. 

■ffijfemr (rwii ben 'ÄnfanggpunEf nicfct in tett ©tÄmjjimft'be^'A^i 
^jerirmineigeä '.^JevlcgtE, beffen *J)otQrgleid)ung uerJcingt wirb,, fonberii iff 
Ben-äirenjuntrbeS ^iiibern ^i}perbcl,;rDctgeS, fo mfigtc mah in'feer ®tei." 
(^unfl(M)offenbarr— 2«für2ä+)fe^en. 'St,m Wtt«foIflli*«Wbamii- 

' Ä(2ac-?r ^ ' - 

^^ O («"-!) ■ '■■■-■■ 

' ICO^^^-t'' " ^ - , .. . 

irnb fDlgtiii : ' - - 



r. 



— . m — 

4Benif nian iit Utfhr :le|tor #MrQtel Mt tw i ( tert r 
nbMrt, fö er^t mon bte iStfk^g 06) micher. : 

S)fr f>oIttrcoorbinQten famt man ft^ oidt^tblD^ gom HulbtiWMr' 
fbnbem Micf gum 2(ufftnben ^ mj^ebOKit 6t{|eiifcMbn ebener' 
Suti^n itnb jur SSejltminuTig i^tet 9lt{tteft>uitFte» tbrer Xnn; i(^er 
2>ur(!btnefferr il^rer ftngu(aren 9)unfte/ «.f. xk. mit ISort^etl fiebies- 
tten. ®efe^ j^ 99. man fud^te :bie betben Vren ober bie veeOc %rz 
ber burd(^ bte ®(ei(bund (1^ au^ebrficfte SAipfe ober -gerbet/ (o 
i^ e^ SU tiefem 3ioeae ^offenbar bin^eidl^nb, ^m at oi^ten ober 
I(e triften fSertb bed 9?abni^ectord t boppelt )u nv^i^eit. Semer 
tft etnlen(i)tenb, bafibtefer größte obqr KemßefSertb bem.' tf^dm 
ffen ober größten aakrtl^^beö.2(u^rtt(fe§J- . ;'- 

unb folglich bem burd[^ bie ®letct^ung: ^ | 

I2Bco«?ip — (-4 — C)#in2p = 0, r.r 

ober ton^ 2 p =-—-—^7 

bejtimmten SBertbe t>on p eritÄ)nd^t^ xotMci^n mm erl^alt, wenn 
man bie abgeleitete Function be$ 7(u6bru(re$ (49) gleich) 9{uU fe^t. 

9lun feitb aber ber ®letctjürtg (50) genügt, ttfenn manT 

• * « ■ - ' • . . ' . . . .* 

%B ' 
(61) p = ^arcton^ ^__^s ±»«t .. , 



\» 



(52) p = i.orc ta«i^ -j?^, + (» + i) «| , .' .; 

Xkxxcmii wo n eine beliebige ganje äabi ^ejeid^niet. , " 

S!)iefe beiberi legten ©feidjüogen, »elcbe ber ®Ieid^ung,(85/al&ns 
lieb finb; brücfen ixov^ ®erab;e ^t töeld^efl^ unter retpteh SSim 
felri fdS^neiben unb mit ben gefiicbten . 2(ren ber betrachteten: 6un>e> 
iufammenfaQen. Serher ^oojlen wir bemerfen, bap m% ber ©lei^' 
d^ung (aö) ^ 

sin 2 p. _^ :;CQ^>? ^ — + • ^ 

2fi • - il ~ C T: *' V^ -[4ß^ +-(^^ Cf\ i 

_ 2g^'?|2p-f;(^rTQco^2p I •- 

- . AÄ-^-t^C^-C)^-- ! 

folgt, unb baß mtt^n ber größte ober fUtnfle SBertb bed Vltfej 
btucfe« («) gleich « ' ' . 

(68) +^[4jB*^(i^i;u.C)2]^ 

tft. 

3u biefem ®((^Iuffe würbe man mtd^ gelangen #' wenn mm, bon 
beir ©kic^ung: i '\ 



^ • ' s 



/../, 



- — «9» — 

(J B «Ät »«•+ M r- (7) CO« 2 p]« 

■ '■• ;' ' : '•; _• ■; '*= «i» + (;ä - C)« ' , ' . '-■ ' . ■' ■ '-■[[ 

au^tttg& mt$ midier foldtii ba^ ^er äitll^tont^ l^eS ^tCn^udFtö (-8^ 
immer netner ifl/ a($ bte Sluabrahvurgel au§ ber @umme 4 ß^ jl 



{A^C)^, xotm bie 2>iffertnj »äcoä2/i — f^ — 0«n2p einen 
9PII. 9{]Li4 Derfc^tebenen 2$ert^ ^at, unb btefer £luabratn>urje( gUjfb 
#frbi wimn biefe Söifferenj wrfd^inbet. '^©ufifUtuirt nfan nun firfft 
feeS^^TröbtucfeS (49) feirikn' f l e i h p e n SBcrtb — V" [4 Ä'^ + (.4 -f 
C)*3i^nb fernen fttoftehSBert^ +^^ [4 B' + (^ - C) ^] fuc. 
cefiit* in bie^gormrt (18)^ fo erl^alt man bie beiben ®tei4)ungen:.; 

ÜSan !ann |t4^ (eicbt ä6erjeu()en, ba§ bie uorl^^ergelS^enben 
Sßcr^ tm t^ bie treiben tBui^eln ber bereits in ber £)iffercoiiair> 
©elte 243 er^ialtenen ®leiclS)ung: . ■ . . . r u\. 



(1--^) (^-c)=r 



fttib* JDÄ:i*r ^obiictr rtamiid;: 

• ' ' '» WT** m ' ' ' • ■ -t 

••-••'. AC-B^ ■■ ■ ■ ■ - " 

iii|»et.b«jl^e ^i*en Mt/^.ate bie S^ifferenj udl.C— BS .6> ijl 8ar> 
ba§ fie beibe pofitiD finb, wenn, inbem AC—B^ p^fitiö ijl, j^ 
C unb IT ©rogen ooir bemfelben 3eid;en finb, unb alsbann geben 
bie grogten unb fleinfien SBertl^e t>an r? jwei reelle 0r$fte 
unb fleinjle SBSertbe be* 9fabiuSt>ectorö r. dagegen bleibt nur 
^ner bjf lieiben SB5er%A)Wi r^ poftti\> unb ber «ovrefronbirenbc 
^erl& Don r allein rwU , wfenn JC — B^ i^gatit) wirb. Sn ber 
itbot fin^ee.bei ber (Suipft, weld^c jwei reelle 'Ären bat,, befanntlicfe 
bie 85ebingung^C — JB'^>0 unb bei bei- ' ^ppcrbel/ welche nur 
eine reeUe "Are. W, bie SPebingung AC-B^<,0 flaft 

SBon ben"6urt)en/ beren 't>erfc^)iebcne @igenf4)aften »leidster , ers 
fannt werben Mnneh, wenn man 3)olarcoorbinatcn anwenbet, woQert 
wir nocb bie ©pir ölen anfuhren, weld^e gewöbnlict^ einr-gro§e *Äm 
^/vai»:oft.i^^ üQenblitb 9iele SSinbungen. um beit ^nfiang^pmift 
nta4^en^''inbtm ftci) biefe. Sßinbvngen biefem %nfmd^P^^tt9 immer 
tnel(^r'iia(Krn^ 9ber ft(^ immer weiter bapon entfernen, ^ie ©pira« 
Itn, weifte befcmber^ bie ^ufmertfamfeit ber @eometer auf ftd^ge? 
iogen :^ai»my {titb bie ardl^imeDifct^e, bie l^^^perbolifc^e unb bie 
logarittrmifii^e ©^ptirale. 

."^it hat ac4^iiRebtf(^n ^pitaUi wadbjl ber 9fabiu3t)fctpr r bem 
SBinffl'Ji. j>ro^^ortional.. S^^re f>olar8leic^.un9 ijl folglich; 



(6«) r^api^<^^*' 

n>o a eine conftahttJSkS^e ^ejekbitet. \Wkmi Meff Sonflante )>o{u 
tttf {jl, fo tann man p nur p0fittt>e ^eT$t)e^^it(eflen; weil r nies 
mali negatit) n^erben barf« äB^nn man in liefet ^orait$fe^ung ^mö^ 
iM)>m p=2n entfpnd^nben SBert^ 49oft r tej^d^t^ f» ^at;fiMii: 






B<c::A%a«y , .£.' 



• 

ttn^ »)enn man ben Sßtn&( ^ '«öh tSuU (id^^ tn& pef&be ttniihbti^ 
toac&fen (aßt/ fo t)antrt ber äSabiuSuector. r i^DU^eh benfelbmQreos 
{en, ^an {ann ficb «(fo t>orj!eaen^ bai bte (Siur^c bur^i. eine« ^ 
tDeglicb^en ^utift befc^rteberi Yt>irb ^ wekb'er toom Änfangipj|m^' bejr 
Soorbinaten an^tl)t, ^xd) mit einet btrecten 'diotatiofr^ben>egurig um 
titeftn 2(nfang§punFt unenDli^ \>itlt ÜRale bewegt unb ftcb foitioäbs 
renb bat>on entfeint, ^hn man /nt bie ßonflante a ben zKdblu^: 
Dector R in bie @let(^ung (56) fubjiituirt, fo 9ern>anbe(t {te ^öf in: 

(67) »• = ^^/ 

itnb wenn mait^nit ^rxl^lm^ebe^ ben Stabiuevector R {inr ^fingern 

ein^^eit nimmt, fo \ioX man bloä:, •> **^- • 

S)te l^pperbolifcbe Spirale ift biej[enfge, «mm' $fa(ar^ei^ng 
man erlf)dlt/ wenn man in ber ®Uicbung a?y = a, wctcbe jroifc^en 
vecf^twinfligen 6oorb|naten eine auf ibre 2(fnmptoten belogene gleic^s 
feitijge Jgjppcrbel auSbrucft, für "bie re^tn>inrligen ßoorbmaten x unb 
y bte ^olarcoorbtnaten r unb p fubjtitmrt. ^ £)i<{e '^frdkle'tmb 
4lfo burct) \M ®leic^urtg : 



a 



(Ä9) rp = a5 ober r=— 

au6gebrurft. ®enn bie ßonftante a pofttib ängenomtWen Ybi^b, fb 
muß eö p ebenfalls fein, unb wenn moxi p iwifdj^'en ben ©renjen 
0/ (f> tqriiren Id'^t/ fo tiarürt r jwtf^en Pen ®renjen tro , •, fp 

bafi man 

■ , . , .. . ■ 

r=QD ^r p = 0, ... ,/ l 

r.=: für p=^<oD. . .\ 

^t ®ie 6tfn^ Rtmt atfo afö bur^) lih^n bMoe^i^^ ihrnft bik 
fdStieben4ttflrfe^ert werten, wetdjjet fic^) uneribli* tötete SRaU iwit 
dner bir^cten 9ti>tationSbewegung um ben tCnfan^iSiMinff betoctgt/ im 
b«m er t)on einer IJage ausgebt, worin er unenblK!^ weit otm'bieffew 
«lifängSpunfte entfernt iff unb fic^ bemfeMwn j>^t Onbe «nfibert» 
obne i^).n icmalS erreidjeh ju fönneu/ weil r nur b<mh tHrfdE^inben 
fonh, itienn t^ tnja^l ber Umbrell^üngjen irftenb(i(^ j)tD0 wirb. 
9Io4) wollen Wir bmcttm, bog bie 1^9]^rbo(tf(^e^hra<e bie 2U ber 



Zxt bet X paxaMt @krab4:tSren ©ktcf^ung imfdfm red;tn^UUgen 

ßoortinaten: " ?)r % " 

.l^^W^i6 srr.^ n>jnn i^nij njf:»Jj«-;3 :rn'-^:'rr.'fl si'i a*,-7I 
bung mit ber jweitcn ber ®Ici4)ungen (1) fWöfi • ''^ vw-^ «^ 

unb folflli* y = a fSr p=^w, welchem lefetjrn SBertpe, wie bereite 
bemerft »orben^ ein unenblicbir SBertb t)oit;^ entfpri^t f^i 
2)te loflariWÄlfibr «Darnft iftVbftiettige, fti'V)iR?*r ber SBmW 




l9 SeRBen £'angft^eutet werben, fo^r^att piii^,':«^^ W>}i^r;o'JS 



r*; 



•'•^^?^-^Q^^|^)^•^^ (^) 



ober: - . " 

(«2) ^ r = e '^ 

Sßenn bie ^a\)l A großer tfi aI6 bie 6(n()ett, fö ijl bte (Son^ 
flante a pofttio. SBä^renb aBbann p }Yptfcl(^en ben ©renjen: 

r 

/> = — OD 5- p =c OD 

loarürt/ ifl r immfr poftttt) unb ^ariirt iwifc^en ben ©renjen: 

JJferner i|l r =;; 1 für p = 0. 2)emnadb fönn man bie logöritb« 
mifcbe ©pirale offenbar afe t)on einem b?weojtrcben ^ynfte befcbries 
ben anfebeH/ welcher juerfl auf ber ^olar^albare in ber @ntfernung 
=; 1 -loom ÄnfangSpunrte liegt unb fidb bann mit einer birecten ober 
retrograben ^Rotationsbewegung ^m bjefen 2nfang§punft unenblicb 
»ieie SRate fobrebti bag er fidj) im erjten gaUe obne @nbe bat)on 
entfernt unb im {weiten gälte ftdt) bejidnbig bemfelben m\)zxt, obn^ 
i^n aber jemaB erreichen ju fönnen* . 

SBenn eine ebene ßurt^e burcb eine ©leicbung gw(f4)en 9>o(ars • 
coorbinaten auSgebrurft ift, unb man wiÜ fie fo Um ben 2(nfanß§s 

imnft brebeui ba§ jeber 9tabiu§t)ector einen SBinfel =P befcbreibt, 
b braucht man offenbar nur für bie ^olarcoorbinate ;> ben SBcrtb 
p — P ju fefeen, wo bie ®röße P einen pofitit>en SBertb b^ben 
mufi, wenn bie [Rotationsbewegung birect ift unb einen »negatit)m 
SBertb im entgegengefefeten gaüe, SBerfab^t man auf biefe SSeife 
mit ber ©letc^ung (62), fo erhält man bie ©Mc^ung; 



IM 



I 



<«) 



r < 



« • 



F-P 



r = e 












unb ^te.®Ietdbun3 (<IS) fann auf bte Sorm: 



.t T 



V h :f>Jr 



r=Il€i , ober p=a[i(r) — Kfi)J 



8*ta*t »erben, SBenn htan m blefer legten ®Ief<ftima föt bfc 
Mtbmaten r unb p jbre au« ben ®lei(^?uny« (V abgeleiteten 
®ertbe «< ± itnb y, ttamlicb: " '- * 

(06) P=orcteiiy((-^)),r==v^(a:«+y«) 

fUbftitutrt, fo^fbibet man itnm bk ^(etcbuns (4^ »er tr|len ftor» 
lefung, b, b- bie ©leicbung ber logaritbmiW^en ©ptrale mlftben 
re4>t»mHiflett Soorbinaten »teber» ^ ' 



( '. 



\ . 



-i— r — r^ 



i-'-f 



,< l 



■'x 'i • i. .i 



i> *«:u' • 



't" 






' n. 



t ■ 






.,- -'(f/ 



I 



;'. !r 



•)• 






T* 



rCl — 



. • j . } ... . >' ii • • ♦' . 






I 



Btddlfte IBotlefuttd» , 

Titmtnbnnq ber |>o(ärco0ibtii(it(R gut Sefitmmttng * ber !Re& 

einer ebenen 6urt)e, 



m man m ben Formeln, ^ n>el(be bte Stetguna^ ben Bogen 
^TÜmmungdbAlbm^et mer eberieii ^utiM'befKmmen^ fiir 



» '. 



SBenn 
ober ben 

bte recbtwinntgen (Soocbmoten 9>Q(«r(porbtnAten fubftitutren wtU^ fo 
btoucbt man nur bte ^kid^taiffn: ' 

(1) xzizreosPf y:=^rsinp 

an}ut9enben/ unb oldbann venoanbelt ftcb i- ß* bte Sormel: 

(J) tang^=^, ! 

»elcbe tofe %'ber erjfen ßoriefbtts obgefettet biben utrb'pr ben 
SBtnfel if unenbUcb t>tde Sd^blenmertbe gibt, woDon ber Ketnfte bte 
Steigung ber Sunoe ift, t>erm6ge be^ Sü^cbungen (1) in: 



^ corp dr —rsinp dp 

dr l + tangttongP *"^yv Pßi 
ober: 

(4) ; co*(*-i»)= ''** 



♦ I 



,1 .'S i 



' 'ft 



I k 



Si 



,/ 



rdp^ 

8Rm tfnntf ifibrigenl bte formet (4) tncb btcect olletttn; bmi 
ba t>crm5ge ber ©tetcbungen (l) unb (2) 
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cosp sißp cost _ fjnjf 

X 3f ' dx dy 

{|i/ fo crgiM ftd^ barau$: 

cot (^ — p) = —7-7- ^ 

^ '^^ sin (^ — p) 
I __ xdx + ydy 

(6) r^=x^+ yi , p = orc lang ((f )) , 






**r j,'2 I |.2 ♦ '♦ r**^* - y« ■ ^^-^5 

ober was baj|flbe ijl: ' 
^^ I r2dp = ^Ä^-yrfjf. ^ (IV 

vnb biefe ©M j^mrs frtbfl nbf bk ©let^jifn^ (4) rebuctrt tvfrben 

3u ber Oteidbuna (4) Knnte man aucb febf Webt gelange«/ 
Yoenn man {tc^ auf M^ Hn ber.n^in^ten SJorlefung aufgefleUten @ä^( 
flutte; benn in bei* V^rife^ergel&'enbcn SSorlefung baben wir gefcb^n, 
baß bie ^olargtet^img einer ©eraoen, beren terd'nberlic^e (SoorOi- 
naten r unb p jtnbr ijoribW^orm: 

tfi^ unb bomk bi|fe(.fikr<^ eitte ^ene^^uVociftreMif gegebenen 
f)unfte ber%t, miiffen bie SBhrtlJk 'btr"®tt)Perf: 

. dr '■■'■■ 

für btefen 9)unFt bei bem ttt^ergange t>on ber ®eraben jut Suroe 
mgianbirt :|feiiM;> SMfeltkitot tnfbr llufr't(fi^'^iitr(^ (H), 
fo erbatt man bie folgenbei-) - »- ',•> • •f-**^»^ ' ' '*.o •' -.r..- 



voel^K mit ber ©(et^^ung (4) fibereihfltmmt 90(9(14^ jitifdl^iefe 
(e^te ®(et4^ung für ben 93eru|Lningä)9Ulih '«^urc^ bte au9 ber ^(eu 

^ung ber 6un>e abgeleiteten ^ertl^e von r tmb «^r— t>ertftdrt 

3n/bem gaOe, i»o mmp^wc tmO/^ingljim^fa^ 
nimmt otnb bur A ; • . . . ^ 

r\ r"^ r'^j etc.... 



nämltc^: :.. -,i 

beiet(^net# rebucirt . {i<l()i ^ie ©leic^ung (4) auf: 
(W) co«(*-iJ) = -^. 



^. •! 



r ;/ 



Sft bte Oteicbung (4) ober (1^ einmal erwarten, fo lafteri^ft^ 
leicbt bi^ ^oiaraletc^ungen ber 3!angente unb Stormale einer ^benen 
Gurt)e ßx ^neit gegebenen ^imft • firiben. ©efefet j. 18. p-r be^ 
mifmn triebet bte ^olarcoorbfno^qi <bed föeröbriingilHU^^ M(b 
P, R bie t>eranberlidt)en Soorbinaten ber Tangente/ fo tfl bie ^Os 
larj^lcif^nfl biefer @era|i)en; \ . . ., , 



51 •. 



, (11) , RuniP-rip^^rsairip-^i^y, - , , .j 

wofem man ben SBinfel ^ burd^ bie ©leid&una (4) ober XlOVbJii« ' 
jltmAit ©entließt rttön nun aber; wie bei ber TOeituna ber ®le(s - 
cbimg (10) in SBorlef. 11. fo ergibt fiel), baß bij ßMVWt>ung (11) 
folgeftbermafien aü^gebrucft werben Üann: ,\^ * 

Stoenn UMm oifo fSx eot (4^ ^.p) flinrn 1ffiet«^>{e|t> f^^erl^alt 






f I 



Siefed i{t bie $0(arglei4)ung ber Sangente^. Um bie ber 9tors 
mate iu erbalten, bxm^ man offenbar nur in ier ©leicbung (12) 

färben SÖlHfet > ben ®infel ^ + 4" i" f?^^^- , ä)fcm*'>?t alfo 
wenn ^, H bie t>eranbarli(l(^en ^Soorbinaten ber 9temrale J^dHim: 



(KI0 



rr't 3'' 



« f 



66 |ti' nun t) ber Sßtnfel {wifd^en bet (etrad^teten StjiDe unb 
bem aud bem Vnfangdminfte mit bem ^albmefTer r befc^Heleneit 
iifitäfe^ fe» 1^-b€r.f|ri$e Simtet^' loalF^cr oen *er SEoi^eiitr^tar^Gum 

unb bem |)eri>enbiffl auf biefem Jg>albmcffer gebilbef wirb; fo'ijl -^ 

— © ber ft)i|e Sffimferjwfft^en'bemfelb'eri 4>öH>wieffer unb ber Zath 
j|^tficr;unb:.fbiglid^ ber ilemfie? bcc äal^n^nwertl^e t^ohi ^t^r *p« :9t4n 
Tat a(fo: 



« I. « . •• 



««»fl' » = C9< (t ~ * ) ~ i ''"^^^^ "~ ^^ » 



unb folglich: 

(15) 
ober: 



temg » = + 



t«»Ö'*'i=? i 






_^ dt(r)' ' 
— - dp ' 






. . I 



". A; j'-Vt 



fr 



,. Ibk ftrnet bie ®roge' iäng v noti^wenbta pp|ttto"iff ttub für fei)r 
tWne S<*!en»ettl>e »on. A» l»a« «et^ailtnff -^^ («WÄet'Wpte 

äeid^en bat, al^ ferne. ®rcnje -^ — =r'; 'fd muß* man DfrcnSor in 

ben jweiten Sl^etfen bei^' ©ieic^nngen (lf>) unb ^16) ba6 kelöfen + 
pebpien, wjejrin ber. ?^ab<u§öector r t>on bem^uiifte (/?, r> aji^ mit 
'bei;rt ^xnUip jugleic^ wad^fl unb.ba^ ße.^^en - int eritcjiacnä«' 
/e^^engatte. ; •,/ ^ ' . ' . V* V. ' .; :,.; 

' " 5Rocb Wollen wir benurfen/bag Pd& au5 ber ®Iei4)unö (16) 
unmittelbar bie beiben folgenben ergeben: .. . ' 

• (17) cos^= ^ \/[r^ + r^^^)^ *"^^ == ± V(r^Vr-0 ' 

i::. :@ft beiei^nt nun «.-ben \auf bet gegiebeneit %utt^t*-jmL' txnm 
feflen f)untte au$ gegäl^^Iten SSogen unb q ben ^riimmi^ai^albtiicf' 
fer,, fo \^at man (SUort. 5 unb 6): 

(18) •''- y8^:^'kx^^Ay^^, "., " (::i 



•(W 



r. 



i ) • « 



1 ^ dxd''y-—^yd^x 



« •• « > • 



I.« • 



@ub|titHfrt VfiM in bieiji legten S^rmeln.bte an^ bfn (^kidßp 
geh (1) abgeleiteten SBert^e. Don ar, y, fo <rJ)alt man hdc^ mM- 



unb n>W man p jur unabijanstgen ^.$nbr|^^^ 

gibt ri*: , „ ^i w , . 

{^99\ — t*^ U- V'^t , • f. 1 .,, , ^. « ,-. ^ -, ,. ^... ,?,,,, 

\^^/ . #4 — r^Tf.r !>' j ;fr.-' .1/. .■"••} Jw.j.iJ'^7 

(SS Derbicnt- bfmcrft ju i»eiben, bug bie.JRf Äsungen Stf)t ai-. 
gcfurjt »ci^ii owbbag man Kiae dt^bi^on iii^t -W-wrrtdl^ten 
|at, toenn man ffdtt ber^ÖItic^^unflen (1) bie p^Igeribeh^-anwenbet: 

(M) . "^ -- orrfif Z'?» fr^' ''•^ 

■ * 






9?immt man;^; »,, p'jur unÄb|anfl[g'ett SSittrSubeÄäl^en, ft%- 
gibt jid(^ auö ben »eHc^iirtgen (2i): v. - ^ V. 

(25) V> ^' • - V ^'^^ _ 



^Shtfttplictrt man mth 1) bte ®(ei^üR<|ün (25) vni 8>^'Me 
jtBttt« ber ©lel^ung?!» (25) «nb bte «rjle bet ©leittiungen {26)* mit 
etnaHb«t'/-4iBt <r#Ätt^.>n<"i unmittelßac: - - - . \ 

unb tä ergibt jt*, baf bte 2)ifferenj dxd^y^dytPii *tm 6^' 
efpcienten »on y — 1 in bem i)robucte: • .. . 

(r' -r'^=*r>(>'V r+ar'V ^^)rfp»^ j 
8lei4> tjl/ fo baf • 'S ; -v j "** 

(28) dÄcf'y — dy<P*f==R3!«»*(2 — nk^ + r')*;?« ) 

ijl. SSenn p nt4>t me^r jur untt^^Ai^gmDBeedntietfR^ Moni! . 
mcn w&cU, f» fanbe man;.. . 

(29) dar?..+ rfj2==rf,.*lj^?*«>p»'/ *^" '^ | 

' '^P09iei'l^i^t4(iiiai bttv ®»i$undc)i' (ti) unV t^t <£c (29) 



^ M9I -^ 

tinb (SO) ergeben fid) off(lil# hti ®ftUtm»0tm(22) itnb (23)<i#rr 
(20) ,unb (81) aud b^ (SUic^ngen (18> unb (10). 

^e& luht mut-]| unb if ^ red^tioinfifflrn (WiHfiaifn be$ tbrm 
fünfte (x, y) intf)m^<fibeit ^ J^ P, ^ 

bte 9>oIarcoo(btnaten oiefed iCrummuttg^rntttelpunfted/ wüd^ mit Un 

* 

loetbunben pnb, fo b^t man (SBorlef. tjr ■ 
tu* ^terouS folgt: . ' ' 

djc^ + dy* 

ober wa8 baffelbe tfi: ' , ... 

ydx — xdy .. d^dx^^ytfy^: :j ; o;..; i/> 



dxd^y--4yd^x)* .<:ä) 

unb wentf vÄian ijerrttttettl ber fformetft' (1)> (^), (2il)'v («0) unb 
(31) für ^ie re(btx9mEltsien Soorbinaten 9>^i^coorbt9(4ett fiA^tuirt^ 
fafWbet mä*: - :<'• ''^' \ .jjo 






"-I • * • dr^'-^-r^dp^ / -.^•«.' ■• 



SSienn man » jiit una6ll)d[itataen SS^anberltcbcn nöl^me/ '(» 

j? ■ i? ■ ■ ' '^ "■' •''•-■'''''" 

l.--.:f-^ciwf^-:..|i);=^4w.(:r--^^ W^ 

(85) ) ^ ' ^ 

; • ■ ^-J '11 -.-■ i» ■■■ **■:• 



Ni 






r' r' 4- r" 
fa»^ (P— rt= y n>4 -i T^ « » n V •( »'.V 

Strner wollen wir bemerfen, baß bte Sormel (S5) auop folgen« 
'ermaßen gefc^^rieben werben fann£ ■ ^ 

R k ^' ' ' ' 

1 k ■ a 



•• . •• 



mb aisbann w ftf bie betben anbern iur'Sotge: 

.» ■•*-.* •• ■ ».■.•.■, .' \i V* "r* 7 •■ ■■ ' • ■ . * 

f ■•■',.• . ■ : ' Y ^ I ■ - . ■ / • ■ * T ■ . ' • . J 

..■«.- «*:• t-. ■■ ;./'. - •• ■«..-. .■. . 

. '.fBtm.man amiMn ;{« bcr ,ncimifn, :»crfc{iin9 ou^feBtetr, 
icm^em jQl|§ge^t^ fi^. fatm nunt^btc^ ga beir Sonneih v(91) unt'. 
ÜkysiQdM^tn. SSidn bie^^Dlacgletd^uug beS^au4.btm fhinftt (P,-' 
f^.jaid ^^»nCyimfC mit brm ^mlboieffer ^ be^tcliciieir itceifcS ifl > 
Pofst^erg« JBotU):; . - ' ^ 

giun wollen »ir antft^«M**rt)>ÄfbtrjHbe Jtlt{§ ih^^ 
reis einer gegebenen 6uri;e in einem., ge\tti{1en fünfte berfetben werbe^ 



f*>'fat'btnraJtftmtH:uh*^ wn bem SSMfi' 

\^Mt Qtxtm bkftib^ WMt^ UWüm 9ih atibtm 2Bortert> bfe - 
ui& bet ©Iri^iinä ber^€tti^e <ib9c(eime»'?Bertbc'V#: >•? ' 

muffen ber tn\>tid)tn ©leicbun^ bei» JtVe tfeS unb ibrin äDifferenjidt 
gUicbungen ber erflen unb jweiten jDtbnupg HSenfige leijlen. Ueber^ 
bie§ fonnen btefe brei legten ©leicbungeh nttfer ber ^orm: 

— [Rcos (p—P)-f\ (<f2 r — r/^«) = — (rfr'-f»'«d|p«) 



wSgcMiA wAm, mit «tttoim cttif^t ft^ tooitf wmiittfHwr Mc 

• • • 

Jieo$(p — F) — 'r ^ Rtißtp — Pi ' ; / 

* " ^^ jg g. 1^«'» 

g«iii (p- ■P),(r>l»p-f^«rf p rfr)— [i tteotCp-^ P—r](t^t)—nip') 
ridrtPp—dptPr) +(2rfr« +r»dp5)dp T^" 

«fr'-f-r'aitp« ; 

"" r(drd»p— dprf«r)+C*dr4+H/ip'»)4?» 

mldK ^te ®Iei(ftungftt (Sl) unb (34) in fid^ begreift - 

. C^ vUefMent-iKmertt ju werben, tmf amatrtieAietllen'jber wxi, 
l^erget^enben So^in^li) ^^^ bor^K rem geometrifct^e Sbttxadftinstuk'ffi 
ifAttfi Unntt, wie wir nun für} jeigen wollen. 

•Inf eii|ir fb«nen.@ttn?e wollen wir gilbet ' ^rntiibe^ fle^r na(^e 
liegenbe fünfte btttail^ttn, "ber^n ^olarcoorbinaten refp. p, r unb 
?:+ *-m» «■ + At* ftab,! burc^ s wöltrn wir, wie QM6f;^mdff ben 
IBfigrn ber (Surve be^eitt^nen^ ti^ek^Kt gwifidi^etr einem fr^en t^vaätt 
tuA^benr ftanlte:(P3ir> liegt, ttnbbinrct) v. ben f)»i|en Sinfelf weU 
^h bleGiirMosnb ber du! betn Xnfon^dptinfte otö !Rittetyitn(t mit 
bem ^albmeffer r befc^^riebene itrei6 mtt einanber biiben,- wenn fie 
fid) burct^fct^neiben« £)te auf ber 6urve unb bem-£rei(e {wifc^enben 
Slabicnoectoren r unb- r-f-*Ar*Hiegehben JBogen werben . offenbar 
burc^ bie,3#enwert^e,ber bfibetv/lti^utfe: 



i « I « 






" '' '• I 1 ..•••'. ■.'.•:. -ij rrr. •;.': i 'f; • . j-* 



oii^Mift/ ,unb xoitin vi^i^ hin \i^i^ n^i^eii i^.^eb^ 

'net|>mrt^einanbcir bilben, nut ci {)eje^nel; fo ifi bii^ ^veme 9011 «» 
g«;wu • ber Öro»e ti^gjeicfe... gffiicr bilbcn bi^.Nit>«tr @rtn?iT uyb 
bij^i £a|i^ dl A^'^^in .red^twinCügeS £;reiftf/ in ii>eUi)!em bie: Qf^tt 
+'Ar bcin ©inlel «,;;aja^nu^^^^^^ ,,gßeni| bcr ä^t>gÄ»i±>A^ 
unenbüdf) Mein wirb, fo wirb ber in bicfcm J5rciccfe ber ©ebne Dies 
M fi3ogen8 gegenuberliegetfte SMnM febr^ wenig Mn einem reifsten 
t>erfcbiebeo.unb (ann fo(gli4) bui'4^:, 

oudgebrucft werben/ wa\4:.a.ei^.q9enbthdb«tletne 9^»ft bejetdbnet. 
golgli* ifl ber btitte^ ber ©ebn? be§ äSogjn« +VÄp. gefaenöbet* 
liegenlÄ mmii " '^ "■ ' «^ V> ^ T --^^ -^ .. 
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unb wenn man bie ®iiiu5 ber SSJinfel mit bcn if:ncn gcgeniibcriiej 
genben Seiten t>er3!cid)t; fo er()a{t man b'e (Gleichungen: 



Ay*_ sing _, r/\,p 

~ A* "* 



ÄIW f ^ — CJ + « j 



woraus ftd^, wenn man cos ( ß> + A jtatt «Vi ("T'~® + ^^ 
fe(st unb iu ben ©renjen vbttQtljt, ergibt: 

(42) +~7— =«iir, + — -i--=caÄü. 

SBenn man bte ®tei4)ungen (42) burdb einanber bit>tbirt/ fo 
erl^alt man bie ©let^ung (1&) wieber. 2Benn man fte bageoen 
abbtrt., nad^eih man beibe Steile berfelben jum £luabrate er^ooen 
f}at, fo erll^äU man bte ©leid^ung: 

ds\ ~ ' 

loeld^e mit ber ©leidi^ung (20) ubereinfümmt. 

SSetracbten roir nun baö Xfxmd, befTen* Spillen ber 2(nfang§5 
^unft ber Goorbinaten, ber $unFt (p, r) ber ebenen 6uroe unb ber 
biefem ^nnttt entfpred^enbe- ^rummungSmittetpunft ftnb. SBenn 
man ben ^rummunj^bdlbmefTer mit q unb bte (Soorbinaten bed £rüms 
mung§mitteI))unFte^ mit (P, R) bejetcbnet, fb ftnb bte bret ®t\Un beS 
£^reiecfe$ ref^. r, R uno ^. ferner tft flar, bag in bemfetben 
jDreterfe ber fpi^e ober ftumpfe 3Binfe( )n)i(cl^en bem Stabiu^oector 
r unb bem auf ber Stagente fenfrecbtcn ÄrütnmungSbalbmefTer q bem 
SBtnfel V ixoi^tn ber Xangente unb bem ^erpenbitel auf bem 97a» 
biu6oector ober bem Supplemente b{efe§ SBinM§ g(et^ i^, unb 
totnn man enbltdt^ ben SBinfel {mtfc^en ben SRabienoectoren r unb R 
mit ä beieldS^net; fo ijl offenbar (f, oorberg* SBorlef. ^Ui6). (39)): 

(43) ±8 = p — P±2na, 

wo n eine ganje 3a()l bejetc^net/ bte ftcb anö^ auf 9{uU rebuciren 
fanm Sßad ben britten 1Sin(e( anlangt, fo l^at er bte Summe ber 
betben anbern, nämltdt^: 

jum &uppUmtnte. SSergleicbt man nun bte ^inuft ber brei SBins 
re( mit ben brei gegenuberliegenben Seiten , fo erhält man: 

(44) _________ , 

unb >terau5 ergibt fidE): 



« 



iRstnd=:QStnVj 
R cos ö — r = + p cos V. 

SBentt matt m btefeti leisten ©(eid^uttoett für ten SEBtnfel d fei« 
tten avA btx ©Utd^uttg (4S) abgeleiteten äBert(^ fe^t, fo er^ä(t man 
^ie ®teict>ungen*(,aö) »ieber. 

SBtr ^aben ttun blob tto(|^ einige Vnn)enbungen t)on ben eben 
abgeleiteten S^^n^^ln ju nrodS)en. 

aSenn man bie ardl^imebifdt^e Spirale betracf^tet, n)eld^ burc^i 
bie ©lei^ung: 

(16) r = ap 

auSgebrucft wirb, fb' erhalt man: 

(47) / = «, r" = 0, 

unb folglich/ wenn bie Sonflante a al3 po\iih angenommen ti^irb: 

(48) tang v = cot (^ -p) = -, 

3u gleicl()er Seit »geben bie @leid[)ungeh (37): 



(50) 






(2 + pT 

SJemnadj^ l&at man futp=0: • 

(51) tow5rr = cof(^)=ton(7P=~, ü=2, ^=iB=g-f 

imb für p = OD : 

(52) tenflr t?=0, t?=0, tenflr (P— p) = -., 1:±= tf, Ä=a. 

2CuS biefen Sormeln ergibt Jfxd) leicht: 1) baf bie ar(JS)imebif*e 
Spirale bie ^olar^atbajre im 2infang§punfte berßoorbinaten berührt, 

2) baß ber 22mW v unb bie Krümmung — fßr tpa4)fenbe ®ertt)e 

t^on p ol&ne ©nbe abnel&men, wdl&renb ber SSSertlf) tjon R forttpa^- 

' renb junimmt, aber fo, baß er jtpifdS^en ben ©renjcn R=;-^i R 

z 

= a bleibt, unb *) ba^ ber i)om 2CnfangSj>unRe Mi^ bem Ärfim* 
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mung^mlttelpunfte gegogene STabiuSvector R für fc^r grofle SBertl^e 
loon p fajl ber 8dngc a ^Itxd) mt auf bem 9fabiu§t>ector r fcnfre^t 
wirb, gerncr, totm man in bie erjle ber ^Ui^ungen (50) ben 
aus ber gtoeiten ober aud ber ®lei(|)ung: 



_-±V(^-^) 



24-p 



2 



abgeteitetet! reellen unb popttMn SBertl^ t)on p fubjlituirt/ ft erl^dlt 
man für bte $oIarg(et(^ung ber @oolute: 



^-■V('-^) 



'*('-^)*[v/(-^)-f^]*- 



ben goorbinaten Ä=V» ^=="V ^«tfr^^^^^^n^en ©c^Iußpunft bor? 



£»tefe @t>oIute tft offenbar n)teber eine ©ptrale/ xotld^t tintn 

bitttt, in biefem fünfte auf bem mit bem Jg)a(bmeffer -^ an^ bem 

!Knfang§punfte. als ÜRittelpunft bcfd&riebenen Äreife fenfre^t ijl, unb 
inbem jie [xä) t)on biefem Greife entfernt, unenblid^ t)iele SBinbum 
gen t)Dn ber S3efc^affenbeit um ben 'ÄnfangSpunft ntad^t, baß fie [xd) 
bem Umfange eines jweiten ÄreifeS immer me^r unb mel^r ndl)txt, 
xotld)^ ju bem erjien concentrifd) unb mit einem boppelt fo großen 
^albmeffer befcbrieben ifl. S)a ftd^ bie neue Spirale unb ber^reiSs 
umfang, welkem fie ft^ unbejlimmt ndl)crt, niemals', treffen, fo 
fann man f^gen, bagi bie eine biefer beiben guroen bte Ti\^mptott 
ber anbern ift. 

SBenn man jlatt ber ard^imebifd^en <Bpixalt bie tiäf)mt , beren 
©teic^ung: . 

(M) r = ap" 

tjt/ fo fanbe man: 

-j/ / IS . o «(« — l)r 
unb fotgli^; ' ', 
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(M) tMg9=eot(i>-~p)=~, 

I V 

(W) 



^:^ ». 



(88) 



«llliy(P-p) = P+ — , 



SBenn in ben üorberse(^enben ^ornieln tie (Sonftante n po^io 
angenommen wirb, fo finbet taan totebet für p=0: 

1 9r 

unb ffir p = OD : 

(00) Uxngv = 0, i> = 0, «an^(P-p)=-j. 

J^teraui folgt , bag bie @uroe bie 9>olarbalbare im Tfnfang»- 
punfte berubrt unb für groge tBertbe von p auf bem dlabiu^oector 
r fajl fenfrec^t wirb, 3n betfelben 58orau6fe^ung werben bie p=« 
urtb. p = CD entfprec^enben ZJertb oon q unb R refp, = unb 
= Ob , wofern man ntcbt n = l fegt/ b. b* bie Sunoe (M) ft4 
ni(bt auf bie arcbimebifcbe Spirale rebucirt. Um ferner bie Goolute 
}u erbalten / braucbt man nur p jwifcben ben ®tei(bungen (S8) ^u 
climintren. 

SSenn man bie bur4^ bie ®Iei4^ung: 

(01) rp — a 

Ott^gebrüfte b9)><tboIif(|^e @)>irale betradl^tet, fo ftnbet man: 

a ,, 2a 

unb fblglidl^f wenn bie- @onflante a pofitio angenommen wirb; 

(OS) tang t? = — cö« (^ — p) = - , 

1 * P* 1 



(02) r' = ^^,r''=^,, 



(«) 



(«) 



P (1 + p^)*«'- 
to^(P-p)=p+jj, 



«•=[?r+('+F)']-F- 

^emnacb erholt man für p=0; 
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teiisr v= — cot f = taug P =r - , 

unb für p=aD : 
(W) ( • 1 

Ku§ tiefen i>erf(f)tebenen Sormeln ergibt ftc^ (etd^t: 1) baff fut 
fc^r- große SSert^fe t>oti ;^, b. l^. in Dem Z^tilt ber Ij^pperbottliGbeR 
@^trale/ loelcber fe^r weit t>om ^tnfahgCipunfte entfernt liegt unb faft 
mit ber Xfpnq^tote ^ufammenfäSt/ ber SBtnfe( v fa^ ein rechter unb 
bie JIrummung jaft ShtQ ifi, unb 2). bafi für toac^^fenbe Sßert^e beS 

mg 

SBBinlelS p ber Sinfet ü i9on r =-^ bi6 v = beflanbig abnimmt/ unb 

baß bofjelbc i>on bem itrummung^^albmeffer q unb von bem Stabil 
ttSpector B gilt, beren Sßertbe anfangt febr groß ftnb unb )u(e^( 
i»erfc^n>inben. Um ferner bie ®lei4^ung ber Q^olutt, loelcbe eine 
neue @)»iraU if( unb wie bie bpperbolifd^e (Spirale bie merfwurbigc 
€igenfcbafr Jl^at^ baS fie ftd^ bem 2(nfang9punFte befianbig näbert, 
ebne ibn )e erreicben }u fönnen, }u erMt^n, braucht man nur p 
iwifdben ben ®leicbungen (65) )u eltminiren. 

S3etra(j[^ten wir enbli(^ bie burc|^ bie ©leid^ung: 

(08) r^e" 

ou^georu^te (ogaiit^mifcbe Spirale, fo ftnben wir: 

(W) r' = -, /' = -^, 

unb folglich: 

(10) iang o = co^ (V' — p) = — , 

(71) ^ = ^l+l^y ^=(i+^yr=zrsecv: 

jDm @(ei(bung (70) ^tnüc^t, um ju jeigen/ baß bie SEangenfc 
unb 9lormale biefer CEuri^e bejlänbig biefelben Sßinfel mit bem fRa» 
bttt$i>ector r bilben. Xu§ biefer ^emertung ergeben ftcb unmittefs 
bar bie fräb^t angegebenen ^^eometrifcben ßonfhuctioneu/ welche alle 
Xanaenten unb SQormalen geben/ bie man burcb einen gegebenen 
9unrt an bie Qun)e »e^en fann* ferner folgt au§ ben Formeln 
(36): 
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r 



(») 






Ä CO« (P ~ p) = 0; 
(W) COS(P—P) = 0, »KB(P — p) = l, 



(M) 



a 



X)a ber nein{le Sßertl^ loon P, n)e(c|^et ben ©(etdS^ungen (73) 
®enilge letflen lann, 



(») 



P=P+l 



{{t; fo fann man U^an^ttn, bafi ft^^ bte 9?abtenioectoven r unb i2 
ber 6urt>e unb ibrer Soolute unter xeö^Un Sßinfeln fcli)netben, ober 
mit anbern SBSorten/ ba§ r unb il bte beiben ^at^eten eineS redi^t^ 
winKtgen X>mtd^^ finb, n>e((be$ ben £rfimmung$ba(bme{Ter iur 
£)9potenufe l^at. SBenn man enbltdl^ r unb p iYütf(^en ben.®teu 
jungen (68), (74) unb (75) elimtnirt/ fo erhält man ald ^olorglet^ 
d^ung ber Svolute: 



1 ifp-^V ir^^-f-^'H 



SEBenn man in biefer U^Un ®lei4)ung r för Ä unb p + -5- 

+ al(a) für P fefete, fo fÄme man offenbar tpieber auf bie ®lei^ 
d^ung (08), ^ierau^ folgt: 1) bag ble logarit^mlfcbe Spirale unb 
i^re (St)olute in>ei 6urt>en t>on berfelben ^onn unb benfelben £)i«^en« 
fionen finb/ unb 2) ba£i man, um bte @t)o(ute ju txl)alUn, nur bie 
(Süotoente fo um ben XnfangSpunft ^u breben braud^t/ ^a^ ieber 

i^rer |)unfte einen SBinfel ^='^-\-al{fi) mit einer birecten 9?otas 

ttonSbewegung befcf^reibt. 



\ 



SSon ber S^angenfe unb ben S3etu^rung§ebenfn/ bett 92oi*ma- 
Un uitb ber 3loxmaUhene in einem gegebenen 9)un(fe einet 
beliebigen Quxve. 2(fi)m))toten unb ftngutdre |)unfte ber im 

Siaume bff4)riebenen SurD'em. 



SBir n>oQen eine beliebige, burcb in)ei ®tetcbungen in>if(ben brei 
recbtwintligen ßoorbinaten x, y, z, au^gebrucfte Qurioe betra(bten, 
bufcb A«''^* Ay? A^ bie jjlei^jeitigen Sncremente/ wel^e a:, y, x 
bei bem Ueberaange t)on einem fünfte ju einem anbern annehmen 
unb burcb a, o, c bie SBinfel; xotldbt bie t)on bem fünfte (ar, y, 
z) nacb bem ^un?te (x + A^j y + A^j e + A«) gejogene ©ebne 
ober @ecante mit ben ^albaren ber po^tvom ^oorbinaten bilbet, 
bejeicbnen; fo geben bie ©leicbungen (4) unb (6) ber SBorerinnes 
Hingen: 

■ ^ ' A^ ^^^^r_ A.v 

. . V (A^»+A!f*+ZiiZ«/^''*''-VlÄ«:^+Z^HA*')' 

^ ' A^ ' 

cos c = ' 



COSa:=:- 



(2) 



COS a cos b cos c 



A^ A» A« 

SBenn man uberbieS burcb I, i?,* ? bie Goorbinaten eineS be^ 
liebigen 9)untte§ ber erwäbnten @ebne bejeicbnet/ fo bat man aucb: 

^ '^ coÄO CO« 6 cOÄc ' 

unb fotglicb: . 



(4) 



A^ . Ay A2 



SRan fonnte übrigens biefe leiste ®leidS)ung -aud) birect aufileU 
len, wenn man bie bciben hängen jwifcben bem ?)unfte (or, y, 2) 
unb bem fünfte (S, ij, unb jwifcben bem fünfte (x, y, z) unO 
(ar + A^f y + ^Jfj «+A2) fucceffioe auf bie brei Ttjten ber x. 



1^ 
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p z )>ro]icirtc. 2)enn olSbantt ergAc ft(b Uid^t; l) baf ieber ber 
rfid^e in ber %oxmtl (4), btd auf ba$ 3et4^n^ betn S8cr|^ä(tntf|e 
}n>iftben bett ^reiecttonen ber betben Sanoen auf btefelbe Zn unb 
fDlaltcb bem «erbältnijTe ber iänitn felbfl gictcb tfl, unb 8) ba$ 
biete brei fi3rö(be ®rd§en t)on einerlei 3ei(ben ftnb; namltc^ po^tm 
(Srögen, wenn bie fünfte (|, i2> t) «nb (*'+A^j y + Ay^ 
2-1; A*) in aSejiebung- auf ben funtt (x, y, z) auf berfelben 
(Seite (icgen/ unb negatttoe ®roßen im entgegengefe^ten ^^Ue. £te 
auf biefe SBeife abgeleitete Formel (4) erfhecft ftcb offenbar caxd) auf 
ben %aU, wo x, y, z fcbiefn>in!lige ^oorbinaten bejcicbnen. 

©teilen »ir unS nun vor, bag ber ?>un?t (^ -f A ^^ y + Ay , 
2 + A2) ftcb bem fünfte (ar, y, z) unenblicb ndbert/ fo näbert 
ftcb bie biefe beiben fünfte t)erbinbenbe ©ecante einer gen>tffen ®e* 
xahtn, tpelcbe man bie 2^ an gen te an ber gegebenen Qurot nennt 
unb fle in bem fünfte (x, y, z) httül^xU Um bie Sßin!e( a, ß, 
y )u erbalten, xotlö)t biefe nacb einem gen)iffen @inne toerlängerte 
S)angente mit ben ^alhaxtn ber pofttit^en 6oorbinaten btlbet/ braucbt 
man nur bie ©renjen ju fucben, gegen n)et(be bie SBtnFel a, b,'c 
contoerjiren, »öbr^nb bie ©iffcrenjen /^x, ^y^ /^z unenblicb 
flein n>erben. £)emna(b erbä'lt man mit SSerucfftcbtigung be$ in ber 
2)ifferenitalr. @eite 25 aufgefteQten $rin3i)>e6 au$ Un ©leic^ungen 
(l)unbX2): 

( rfar ' dy 

(5) ' y^'^yf (cto^+rfi(^+cfca/ ^^*P-y (dx^-^nty^^dz^Y 

dz 

>^s cos u cosß cosy 

dx dy dz '^ 

SSenn ferner 1, 17, S nicbt mebr bie 6oorbinaten irgenb eined 
9unfte$ ber @ecante/ fonbern bie eineS beliebigen 9)unEte§ ber S^an^ 
^ente an ber (bxcot bejeic^nen/ fo gibt bie Sormel (18) ber äiorer^ 
tnnerungen; 

m ^-^ —JÜLrJL — llZl, 

^ ^ cosa cösß cosy * 

unb ]^ierau6 folgt: 

. (8) . Lü^-JL^-lzi^ 



dx dy dz 

S)ie Sormeln (5), (6), (8) ftnbet flatt, rotld}€i an^ bie unab^ 
bangige Sieränberlicbe fem mag. £)ie le^te ®lei(bung fann unmit^ 
telbar au^ ber ©leicbung (4) abgeleitet n>erben unb folgli^ gilt bie 
Sormel (H) aud^ fär ben %aU, n>o x, y, z fd^iefxvinflige 6obrbinaten 
beieidbnen« * 

^an fagt, eineSbene berfib^^ ^ine Surve in einem gegebenen 
fünfte/ wenn fte burcb bie 3!angente ber Süroc in bicfem >Punfte 
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Qtf^t. 9la(b btefer ^eftnittatt ift Aar, bo^ man bitnb (tntn auf einer 
beltebiaen ^urve gegebenen 9>unft unenbltc^^ \>te(e IBent^rungSebenen 
an btefe (SurDe (egen fann. 

9Ran fagt/ eine ®erabe fei auf einer 6uroe norinat in einem 
gegebenen ^utiHt, wenn fit auf t^rer Sangente in biefem fünfte 
fenfrecbt ifl. ^mnac^ tann man offenbar in j[ebem ^mttt einer 
Qurot unenblidt^ t»te(e 9lorma(en ^iet^en, n>el4»e aUe in berfetben 
@bene liegen. £^iefe 6bene wirb bie 9{ormaIebene genannt. 
fBtnn man bie SSinFet^ mld)t bie Xangente an ber betrachteten 
6urt)e mit ben .l^albaren ' ber po{ttit>en Soorbin aten bilbet, mit er, 
ßj y upb bie (Soorbinaten eineö beliebigen 9unfte$ ber Slormalebene 
n**it I, 17, t bejeichnet; fo ifl bie ®(eid^ung biefer (Sbene (f. Sormel 
(06) ber aJorer.): 

ober; wenn man bie CS^Iei((^ung (6) berucfftcbtigt: 
(10) ii-x)dx + {n-y)dyf(t-z)dz=^9. 

£)iefe Ie|te Sormel ßnbet flatt, xotlöfti aud^ bie unab^angfge 
Sierönberlicbe fein mag. 

@^ feien nun: 



(11) 



tc = 0, f? = 



bie beiben ®let(bungen ber gegebenen Quv^t, b. i. bie ®letd^ungen 
ber Jf läcben / worin fte liegt , fo bag u unb v jwet f^uncttonen ber 
brei S>eränberli(ben jr, y, z bejeicl^nen. 2(ud ben ®lei(|^ungen (11) 

f^lgt: . . 



rfie j , rftt j , du j ^ 
rf.r-f •-7--rfjf + -7- rfz = 0. 



(12) 



dx 

dv 
dx 



dy 



dz 



^"^ + "37 ^y + Ti^^ = ^' 



unb wenn man bie ®iet((yung (0) berudPft^^tigt: 



(13) 



du i du a , du ^ 

i 

dv . dv a % du 



riefe le^tern ©leidt^ungen ftnb in SBerbInbung mit ber ®(ei(bung^ 

(W) cos"^ u + 008*^ ß + cos'^ y = 1 

)ur flSefKmmung ber SSert^e t)oh cosa, cosß, cosy, wn if^xtm 
3eic|^en abfbabirt, ^inrei<l^enb. (E§ ergibt {14) in ber Zf)at barau$: 



(16) 
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co9a ^ eosß 

du dv du dv du dt> du dv 
dy dz dz dy dz dx ' dx dz 

cosy 

^^ ^^ ^^ ^^ 

dx dy dy "dx 



=+ 



"■ r/dtt dv du rft;\^ t (du dv dudv\^.fdudv ^^Vli 

Wdydz dzdyj ^\dz dx dxdzj "^Kdxdy dydx) J 

£)emnadt) oem>anbe(n {tct^ bie ®(etdi^ungen (7) unb (9), b. ^. bie 
©leic^ungen bet Tangente unb ber 92ormalebene in: 

du dv du dv du dv du dv 

dy dz dz- dy . dz dx dx dz 

■ t-z 



(16) 



du dt du dv 



dx dy dy dx 



unb: 



(ir) 



fii ii-.il ii\ (t_r\^CiiLii_ iiii\„-.u) 

\dy dz dzdyj^^ ^^\dz dx dxdzj^ *' 

, /'du dv dtt d«\ . . 

+ v'rfT "57 ~ rfF rf^; ^^ " ^-^ = "• 

@tatt ber ©(etd^ung (16) fann man a\x6) bie beiben @5(c[(!^ungen: 

fefeen, welche fid) unmittelbar au6 bcn ©leid^ungen (12) in SBer^ 
binbung mit ber ©leic^^ung (8) ergeben. ®a bie ©leid^ungen (IH) 
beibe' in JBesie^^ung auf | , i? , g t)om erften ®rabe finb / fo brücf e« 
jte }n>ei Ebenen aud, n)elc^e ftc^ nad^ ber Süangente fdbneiben unb 
ben beiben Slad[)en entfpre^en, an^ beren 2)urcbfcbnitte bie gegebene 
6un)e entjlel}t. Serner folgt offenbör au^ ber Sergteld&ung ber %ov 
mein (12) unb (18), bag man, um- bie ©leid^ungen ber Zart- 
gcnte ^iner beliebigen ßuroe j'u erhalten, in ben ©iffe^ 
renjialgleici(>ungen ber ßuroe für b^ie 35ifferenjiale dx, 
dy, dz nur bie 25ifferen5en | — a:, ly — y, g — z ju fe^cn 
braucht. 

Sienn u bloi eine Function ber 8Jeränberlicl[)en Xy y ifl, (o 



i 
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brucft bie erjle ber (Bltiä^nn^tn (11) bie ?)roiccti(m ber Surt>e auf 
ble ebene ber ar, y tfu§. 3n biefem galle rebucirt jidj> bte erjle 
ber ®leid!)unaen (18) auf Vit gorm: 

unb brudt jugleid^ bie 3^ngente ber 9)roiectton unb bte 9)roiect|on 
ber 2:angente aud. £)a bte eben aemad()te JBemerfunjs von ber Sa^e 
ber @bene tftx x, y unab^^dngtg i% fo barf man fc^deßen/ baß bte 
$roiectton ber S^angente einer beliebigen 6uroe auf 
eine gegebene @be.ne immer mit ber S^angente ber auf 
biefelbe 6bene proitctrten 6urt>e {ufammenfällt, 

Wtan Unnti biefen @a^ aucb rein .geometrifct) bart^un; benn 
e§ fei (P) ein auf einer beliebigen 6uroe wi(lful)rl(<^ gewallter 
^unft unb (Q) ein ixotittx, bem erflen fe^r nat)e liegenber $un!t 
gerncr fei, rotnn bie Surt>e auf tint gegebene @bene projicirt wirb/ 
(p) bie ^rojection beä ?>un!te§ (P) uiib (y) bie beS ?)unfteS (Q)- 
@nblic^ wollen. wir nn^ t)orflelIen/ baß ftc^ ber $unFt (Q) bem 
?)unfte (P) o^ne Snbe nähert, fo muß pc^ au^ ber 'ä)unft (y) bem 
fünfte (p) fortwd^renb nähern. 35ie ©ecante PQ ber im Äaume 
betrachteten 6urt>e l)at offenbar bicSecante py ber })rojicirten 6urt>e 
gur ?)rojection, unb ba btefeS ber gall ijl, wte Kein bie ©ntfemung 
ber fünfte (P) unb (Q) and) fein mag; fo fann man be^auipten, 
bat eS auc^ nodl^ ait ber ©renje jlatt ^nbet, b. b. wettn ftd^ bie 
i^ecanten PQ, pq refp, in bie bur d^ ben ?)unft(P) ber gegebenen 
6ur\)e unb bur^ ben ^unEt (p) ber .projicirten . 6urt>e ge jogenen 
Stangenten t>ern>anbelm 

9Bir wollen nun von ben t>or^erge^enben Sormeln ^einige %tu 
wenbungen madjcn. 



JBeifpiel 1. Setra^ten wir bie 6Hip 



t, weld^e au§ bem 



£)ur4)fdi)mtte be§ ßplinberS mit FreiSformiger S3af[$/ beffen (Sleic^ung : 

(20) a:« + j^ = «2 

ift unb ber (Sbtnt: 

(21) • Ax + By + Cz = D 

entf))ringt. T)a bte Differentialgleichungen biefer SUipfe refp. 
(28) xdx-i-ydy — Qs ^da: + Bdy + Crfz = 

finb, fo leijien bie Sßinfel a, ß^ y^ weld^e*bie S£angente mit ben 
J|)a(ba]ren ber ))o{ttioen ßoorbinaten bilbet, ben beiben ®(eict^uftgen: 

(23) afcOÄa + yco«/S==0y AcoBa'\'Bcosß-\-Ccosy^=^^ 

@enuge* "^an l^at folglidi;: 



(«) 
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t 

eoMa eoMß coty 

1 



[„.+(£i=^)']i- , 



Semer er^ft man für bie ©(etc^ungen ber Xangente: 

ober n>a& baffelbe ifl: 

(») ^H-»i» = Ä% ^I + Bi2 + Cf = />,. 

unb bte ®Iei(bung ber 9lorma(cbene t^erwanbelt ftc^ in: 

£te ®(ei4)ungen (25) bnlcfen, wie Itcb enoorten lte9, bteSan^ 
aente an bemitreife aud, welcher bieSiift) be^ (Sptinber^ btlbet unb 
m ber (Sbene ber x^ y liegt/ unb bte @bene ber betracbteten ßurDe felbfl. 

jBeifpiel 2. SEBtr woUen nun bie (Suroe betra<bten/ welcbe 
ott^ bem 2>ur(bf(bnitte be^ gerabcn Jlesetö mit freiöformiger SSaftd/ 
beffen ©leicbung 

(27) a:^+y^=«^s« 

ffl/ mit ber &tntx 

€ntf))rtn9t. Sür bie ©leicbung ber 3:angente erbalt man: 
(2») ' ä:| + ffi? = a'^5, ^| + Bij + CS = I), 

unb für bie ©(eicbungen ber 9iorma(ebene : 
(M) C(fy-ijj:)+(Bf-^i2)o«r+ac-^y)(f-z—a«z)s=0. 

TAt ®Iei^ungen (20) brütfen, wie ju erwarten war, i^ei 
(Sbenen au$/ moüon bie eine burcb ben 2(nfang$punft unb burcb ^^^ 
erjeugungMinie bc&itegetö gebt> wabrenb bie anbere mit ber @bene 
ber 6un)e jufammenfäUr. Um bie S^ngente an ber gegebenen (Suroe, 
we((be ein beliebiger Jtegeifcbnitt fein fann, ju conflruiren/ braucht 
man nur biefe beiben Sbenen ju conlhuiren. 

JBetfpiel S. SBir woUen jel^t bie au$ bem £)ur(bf(^nttte ber 
Äugel: 

unb be$ geraben Splinberd: 
(32) (j:-~iÄ)2 + 5« = iß% ober j:^-lif-r+s2=», 



— 157 — 

bcffen (Stunbflad^e ein Sxtii t#, weld^er tcm ^bnnefTer ber Augel 
jum £ur(^mefl€r 1)at, entf^^ringenbe 6un>c betrachten. 2>te ^toitu 
tion biefer Sunoe auf bie (Sbene ber x,^ y tjl offenbar bte Darabel: 

(53) y^ = R(R^x), 

bte auf bie (Sbene ber jt z ber Attii ber @rttnbfld<f^e bei Spünber^ unb 
bie auf bie@bene ber yz bie üemniScate, welche bur4 bie ®lei4^ttng : 

(54) R^z^ =f (R? - y«) 

auSgebritcft wirb. Sclglid^ ftnb bie ^roiecttonen ber Xangente ber 

fegebenen 6un>e auf bie (Soorbinatenebenen refp. bie SEangenten an 
er Darabet/ an bem Areife unb an ber Semni^cate/ b. f). bie brei 
®eraben, n>el^e burc^ bie ®(eic|^ungen: 

(55) (x-iÄ)| + = S=iÄ^, 

t Ä^zC~(Ä2-<2y2)yi, = y* 

auSaebrficft werben. SßaS bie ©leic^ung ber 9tormalebene betrifpt/ 
fo fann fie unter ber Sorm: 

au$gebrü(ft werben. Uni ber Setraci^tung biefer legten ©leici^ung 
ergibt fic^ unmittelbar, baß ber bom V;nfang§))unfte na<^ bem. 
9>unfte (x, y) gejogene SJabiüStJector in ber Slormalebene liegt. 

Seifpiel 4. @ine 6un>e/ welcbe auf ber Dberfläc^e eine» 
oeraben . SptinberS mit frei^formiger SaftS fo gebogen ifl, baß il^re 
3!^ngente mit ber SrjeugungSlinie beS gplinberS immer benfelben 
SBinrel bilbet, wirb bie @cbtauben(inie genannt. Um bie S3es 
griffe {ufiriren, woUen wir annel()men, paf bie Zxt beS S^tinber^, 
weld^e anä) bie Zxt ber @4^raubenlinie genannt werben tann, 
mit ber Hxt ber z unb ber Arei$ ber ©runbfläcl^e be» SplinberS mit 
bem bur4^ bie ®leic^ung: 

audgebru<ften Areife iufammenfaQe. 3n biefem legten Areife wollen 
wir un6 einen beweglichen .fKilbmeffer beuten, weld^er juerfi mit ber 
S^baxt ber pofttiDen x gufammenfäOt unb ^6) bann mit einer hU 
reden ober retrograben 9iotation$bewegung um ben !2Cnfangdpunft 
brel^t 6nbli4^ wollen wir ben t)eränberlid^en äBinte(/ welcben bie^ 
fer ^atbmeffer befcfereibt, mit +p bejeii^nen, wenn bie SlotationSs 
bewegung eine birecte iji, unb im entgegengefegten Salle mit — p. 
Um bie @(^raubenlinie ju conjhuiren/ brau^^t man ftcb nur oorju^ 
fieUen, baß i>on bem Gnbpunfte be^ bewegtidl^en ^IbmefierS aui - 
auf ber (SrjeugungSlinie M GplmberS nacb bem @mne ber po^u 
«en z, wenn p pofttio ifl, unb nad) bem @inne ber negatioen z, 
wennp negatio wirb, eine bem SBinfel +p ober bem jwifd^en ben 
@c^enfeln biefe* SBBinleW liegenben 93ogen ± *p, welcher burc^^ 
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I 

ein 9)robuft wn ber %OTm ±aRp an^tixudt werben f ann (wo 
a eine conflonte iaU ijl) proj)orttonaU ian^t genommen fet. Ttnn 
H feien x, y, z hit ^oorbmaten bev bur(b ben (Enbpunft biefer 
£ange befc^rtebenen Qwot, fo b^tman offenbar: 

(S8) x = Rcospj y = Rstnp^ z = aRp, 

tinb (hieraus folgt: 

(SO) dx=-—Rsinpdpjdy==RcospdPfdz=aRdp. , 

S)emna(|^ geben bie ©leid^ungen (5): 

sinp " cotp 

(40) ( 

9{un folgt aber offenbar au6 ber (e^ten ber ®(ei(bungen (40), 
baß ber SBinrel ^, loeldben bie Sangente an ber 6urt>e mit ber %xt 
' ber z unb folglich mit ber SrjeugungSlinie be6 Gpltnber^ bUbet, 
conftant ift. 

Um bie @(ei4)ung ber @cl^rauben(inte jwifcben red)tn>tnF(tgen 
(Soorbinaten ju erhalten, braucbt man nur p in>tf4)en ben (äletcbuns 
gen (38) ju eliminiren. SBenn man p juerfi ^wifc^en ben Reiben 
erften biefer ©leicbungen eltminirte, fo fd'nbe man bie ©leicbung 0^7) 
n>ieber, welche xa ber^ SEbat eine ber ©leid^^ungen ber (Sur))e i(l. 
Serner folgt au§ ben ©leidj^ungen (38): 

unb folg(i(|^: 

(41) '^ = tang — j^^ ^ obtt z==aRarctang\(^j. 

S)iefe te|te ©(eic^ung brudt bie @(l[)raubenfläd^e ouS, 
weld^e bur4^ eine (Serabe erjeugt wirb, bie immer in einer auf 
ber Are ber z fenfrecbten beweglicben ßbene liegt, bie biefe Are in 
bemfelben fünfte atö bie @bene fc^neibet unb ftd^ um ben £ur4^s 
fcbnittspuntt fo brel^t, bag {te in ber beweglicben ^bme SQSinfel be^ 
fcbreibt, welche ben t>on bem in 9{ebe fiebenben fünfte burd^laufes 
nen Sängen proportional ftnb. S)a biefe Stäche ben 6t)(inber offem 
bar nac^ jwei' @c^raubenlinien fcbneibet, beren corref^onbirenbe 
fünfte auf ber gerabeh @rjeugung§linte ber Släd^e in gleichen @nt< 
fcrnungen loon ber Zxt ber z liegen; fo fann man bebaupten, bafi 
ba$ @9fiem ber ©leidl^ungen (37) unb (41) biefe beiben ®cbraubem 
linien au^brüctt, xoevon bie eine mit ber gegebenen Suroe (ufams 
menfaUt. 

SBenn man bie SSeranberlicbe p jwifc^en ber erften unb britten 
ber ©lei(i()ungen (38) jtatt iwifcben ber jweiten unb britten elimts 
nirte, fo erhielte man {tatt ber ©leid^ung (41) eine ber folgenben: 
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(42) x = Rcos -2-^*, ober z =aRarc cos ((-^j) > 

(43) y = Rsin — ^> oter z = aRarc sin ( (-r-)^ • 

SSerbtnbet man eme biefer &ltid)un^tn mit ber ®U\69\xnQ (97), 
fo erhält man lieber ein ©pflem jn^eter ©(etcbunj^en, n>e(^e bie 
beiben @cbraubenlinten , n)ot>on bie tint mit ber gegebenen {ufams 
menfäUt^ unb xotlö^t betbe auf ber gbene ber zx ober auf ber @bene 
ber yz biefelbe ^roiection b^ben, auSbruden tonnen. 

^tnn man enblicb bie ©leidbuna (42) mit ber @(eicbung (43), 
ober eine oon biegen mit ber ®(eicbung (41) loerbdnbe, fo erhielte 
man ein @9{iem oon in>ei ©leicbungen, welcbeS nur bie erfle ©daraus 
benltnie, woju bie ©(eicbungen (38) geboren, au§brucfen tonnte. 
Serner wollen wir bemerfen, bag man bei ber Unterfucbung ber ®5 
oenfcbaften ber ©cbraubenlinie ^a^ ©pjtem ber (Sleicbungen (38) mit 
S3ortbei( für bie ©tetcbungen 5n>ifcben recbttbintligen (Soorbinaten 
fubjiituiren tann. SBir baben bereite gefeben, wie ffdb <tu^ btefen 
le^tern bie äBertbe t>on cosa. cosß^ cosy aiUittn laffen. SBens 
bet man fie nun auf bie S3ejtimmung ber S^angente unb 92ormaU 
tbtm an, fo erbait man für bie ©(eicbungen ber Tangente: 

(44) 1-^^ — V — y ^ £-g 

'—sinp cosp a ' f 

unb für bie ®Ieid()ung ber Slormalebene : 

(45) (ij— y)coÄp — (S — ar)«np4"fl(f ■^z) = ^- 

• 3n ber britten SSorlefung baben wir gejeigt, wie ficb bie Tffpmps 
toten ber ebenen ßuroen bejtimmcn laffen unb mit berfelben Üeic^s 
tigfeit tonnte man bie tKfpmptoten einer im Sfaume befcbriebenen 
unb bur^ jwei ©ieicbungen jwifcben ben recbtwintltgen Soorbinaten 
x^ y\ z auSgebrücften Guroe, b. b* bie ©eraben, wet(ben {tcb biefe 
ßurüe obne @nbe nd'bert, obne fte iemalS treffen ju tonnen, beflim.- 
men. Um bie SSegriffe ju firiren; woflen wir juerjl annebmen, bofi 
bie nicbt ju ber @bene ber yz parallelen ^Kfpmptoten gefucbt wur:: 
ben, unb eö feien: 

(46) y = Jta: + Z, z=.Kx'\^L 

bie ©leicbunjjen einer berfelben, fo tann man aud ben ©leicbungen 
ber Suroe bte SBertbe loon y unb z oS,f> Functionen loon x, ableiten, 
welcbe ftcb für febr groge 3*ablenwertbe von x faß auf bte burcb bie 
©leicbutigen (46^ gegebenen SSertbe t)on y unb z rebuciren unb 
unter ben formen: 

(47) y = «:a: + Z + i, z = i:+L + / 

erfcbeinen, wo i unb / jwei t)eranberli(ll^e ®rdM be^itiE^nen, weUE^ 
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1 1 

mit — jugtetcl^ «etfd^ipinbett. Senn man aber — gegen bie ®renie 

9hiQ conoetgiten (aft^ fo ergibt [xdf fliccefftoe aui ben ©leicbungtn 



(48) 
(49) 






Um atfo bte (Sonfianten i, JST ju befKmnten/ brms(|^ man in 
ben ®(eicbungen ber 6urt>e nur: 



(50) 



y=zsx, Z = SX 



}U fe(}en unb bann btetSrenje ober ®ren)en ju fucben, gegen xotW 
bte SJerdnberücben « unb 5 contoergtren, wäbrenb ber ^ahUnwtxtii 
von X ebne 6nbe wäcbfl* 9lacbbem man bte 6on|lanten k^ K ge« 
funben l^t, etiält man ferner bte Gonflonten l, L, wenn man in 
ben ®{ei(||ttngen ber (Sun>e 



(51) 



y = kx + t, z = Kx + T 



fetst unb bte ©renjen fucbt, toelcben ftcb <unbT für n>a4^fenbe iah 
lenwertbe von x obne @nbe näbern. 3ebem S^fieme enbltc^er SBertbe 
ber @ro§en i, £, /, L tntfpvid^t aKbann eine.Xfpmptote ber gege- 
benen Surve. 

@(b(teßt man auf btefetbe SBetfe, tnbem man aber bte ^ocrbi^ 
naten x,y,'z mit einanber verlaufet, fo erbält man offenbar bie 
nt(bt }u ber Sbene ber z x ober ju ber Sbene ber x y parallelen 
Xfis^mptoten. 

Wtan tonnte bte 2(f9m))toten einer im 9taume befd&riebenen Qaxcot 
au(b befltmmen, »enn man enoägt, ba§ ibre ^rofectionen auf jebe 
ber bret Soorbinatenebenen im 2(Ugemetnen ^fpm^^tcten ber auf biefe 
Ebenen yrojicirten 6urt>e {tnb. 9lur toiirbe ftcb bie ^roiection einer 
ber erflen ^(fpmptoten auf eine ber bret Goorbinatenebenen auf einen 
^\xnH rebuciren, wenn biefe Xf^mptote auf biefer Sbene fenfre^^t 
n>are unb aföbann würbe biefer* ^untt tm @(^lie^ung§)>unft ter 
))rojictrten 6urt>e. 

Sßenn man j. S. bie J^^perbel betrachtet , welc^ au§ bem 
£ur(i)f4)nitte einer Sbene^ unb etned <|)9)>erbo(otbei > bte ref)}. burd^ 
iwei ®lei((^ungen von ber Sorm: 

(52) fxJ^gy + hz^^Q, 

unb 

(5») Äx^+By^'\'Cz^'^tDyz+2EzX'\:Wxy=c(m9t. 

au$gebru(ft werben, entfpringt; fo fann man, wenn man ft^ einer 
ber oben angegebenen 9)ift(>oben bebient, lei(bt beweifen, ba^ biefe 
^9perbel bie ®eraben ju Ttfpmptoten ^aX, welche burcf^ ba6®9flem 
ber beiben ©(eicf^ungen: 
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(54) 



. /'«+fl'» + *« = *> 

auSjebrudPt »erben. 

3um @ct)lufre tiefet SSorfefung xooUtn xoix noö) btmttUn, bafi 
bte ^rojecttonen ber @4)ltefiung6puti!te, SiüdU\)xpunttt, loorfprtngetu 
ben fünfte, vielfachen fünfte unb überbaupt ber jtnguld'ren ^untte 
einer im !Raume^ ,befc^r|ebenen JSvn>e a^f ^ebe. ber br^ef^ßoorbtnatem 
ebenen fünfte betjttwn tKrt'^nb, »ric^ a&er oer pf^tcirten ßurtoe 
angeboren/ weswegen n>ir anä) ju bem in ber vierten S3or(efung 
ubfifi.bie ffngitlaren ^nttt ®ß\c(^m h^^t ni^^ »^it<^ ^ii^ufi^seft 
wetten. 



\ \ 









ff 



» « • 



t* 



p«^ «•« # y < ■ ' 






. . ■ - . J ' ., > J i i . .' . 



•# 



, )> 



' "x 



\ 1 



I 



, \ 



■ f 



* 



< < ' . > 



'. • t«'/«.- \ ( ' • 



. • .^. 



/■ 



.-^T'-^K 



C^oiu^. II« 



11 



• . } 






Sbetra^Un wir eine; burd^ bie @Ui6)mQ: 

(1) tt = 

, ouögebruJfte frumme Sladjje, rorf m eine Function ber recbtwinfligen 
ßoorbinaten .r, y, z bejeicbnet. SBenn man burdb einen ciuf bicfer 
Slacbe gegebenen ^unft (x, y, z) eine jweite Slacbe geben lä^t, 
toelcbe bie erjle nacb einer getpiffen 6urt>e fcbneibet; fo ifl bie in 
biefem fünfte an bie I)urd(^fcbnitt§curt)e gezogene S^angente ber Simd): 
fcbnitt ber Jbeiben, burd) bie ©leicbungen (18) ber Dorbergebenbcn SSors 
lefunQ au^gebructten @benen. 9iun ift aber bie eine biefer Ebenen, 
nätnlid) bie, beren t)eränberli(be 6oorbinaten |, 17, £ ber ©leicbung: 

©eniige leiften, offenbar t)on ber 9?atur ber iweiten frummen fjladfje 
unb folglich and) t)on ber ber ' 25urcbfcbnittScurüe unabhängig, golgs 
lieb liegen bie ä^angenten aQer auf ber erflen frummen %läd)e bur^ 
ben ^unft (x, y, 2) gejogenen ßurtjen für biefen ^unft in berfeU 
betf ebene, ©tefe 6bene, beren ©leicbung mit ber ®teicbung (2) 
tuberein jlimmt, wirb bie an bie erjle frumme glacbe burcb ben gege^ 
benen ^unft gelegte SeriibrungSebene getrennt.*) 

2)ie eben ^emacbten ©cbfuffe finben immer ftatt unb bie &Uu 
4jung ber S5enibrung§ebene würbe bicfelbe gorm bebalten, wenn 
bie Serd'nberlicben x^ y, z in ber Function u nidjt mebr recbtwinfc 
lige^ fonbern fcbiefwmHigc ßoorbinaten bejeicbneten. 

SBenn man, inbcm man x^ y unb z ju gleicber ^zit \>avüxtn 
Idgt, bie enblicbc ©leicbung ber gegebenen gldcbe bifferenjirt, fo er* 
bdlt man tbre 2)iffereniialgleicbung ber erflen £)rbnung, nd'mli^): 



♦) JDic eben jur SBeftimmunQ ber SBerü^ningöebenc einer frummen gläd^e on^ 
eegebenc «Ofetbobe Ijjat 2Cmpfere juerft in feinen aSorlefungen an ber pos 
Ipted^nifc^en ©d^ule gegeben. 

fr ' J . ' . 
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.^\ du , jMltt , , du.j. \ ^ 

'^ A da: Äy ^ * tf2 \\ 

. . SSerglei^t «jan Weife fe^te ©leMmng wit ber^^feicjuwa (2) 
l<><;irflM^ {|c^f ^«ß man, um bt^ ie^t((Ming bex iBetubruiii^s 
efreiiii rjtt .erl^alten,. in bet ^^^iffetengialjfcic^una m 
frummen gld'c^e nur bie enblic^en 3>iffcrertAen | — or, 
fl — y? S'-z. fö^f *><« Differenjtale dar, rfj, dz ju fefeen 
brauet. 

Sfeenn man burd) ben ?)tinft (.r, ?/, z) ber geaefecÄen frummen 
gta^)^ ^me auf bct SÖerfi^i'uitg^cocne' fenfrccbtc ^erabe jte^if, fo ' 
■ wirb t>icfclbe bic tiefem fünfte entfpred5)cnbi 91 r m a I e genannt, 
ea feien A, /n^ v bie SB5infe(, »elcb^ biefe, nöcb einem gewiflen ©tnne 
verlängerte 92orma(e mit ben ^otbaren ber ^fttioen Sootbinaten 
btlbet; fo {ann bie ®[ei(|^ung ber ^erübru^g^ebene auf bre )^rm 
gebra4)t n)erben: 

(*) (I ~ ^) CO« ^ + (^ — y) cos fi -\- (t — z) cos V = 6 

(f. Sorer. Xufg. 4). ©oUert nun bic ®(ei(IS)ung«n (2) unb (4) 
übereinjlimmen unb fiur beliebige ®ert^e ber SJeranbeirUdM |i ^ 
biefelben SBertbe r>on ^ — z gÄen, f0 ijl efifurberlicb unb binrei^^ 
d^enb, \>a^ bie 6o{tnu$ ber SSinfer^» ^^ i/ben beiben^leicbungen: 

/dw\ / du\ • 

.-V co^A \dx / cosfJL ^_ \dy J .', 

cosv / du \ ' COÄ1/ / d^ \ ' 

- V^A \dz) i 

welche beibc in ber ©tei^ulig: ; . / 
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COÄ^ /JO^/i COÄV 

TIES /-£«X (A!L\ . 

'.■■.■■■ -1 

* ■' . •4*>' • . •[ j- ■' -' - . -■■• ... ■■ l ..k' ..i.,! i 



eritbatten finb, ©enfige leijiMT* 

©c^t vpm nun ber Äürje wegen: . ^ 

(') (•'«^v'i(#)%(^y+ (¥)*]. ■ 

fd trgibt ftft auf &er (SJteic^ng («>; töcnn m<m %<k% bop^Äf« 3efe 

^ep »uf^b^ 3eidj^eÄ-.+ rebucirt: .. : , -.- . / 

, \ du \ du . \ d,y 



Öm fer^^^tif'ÄSihfrf ij fip.vm uijKntmen / tnüg rf&n cnfc 
it^et b« ®(^c$ttna^n'(«>. mt W Wirt^un^en (») «HnJcnbeW; '*= 
^ hd(*b.em bie ' 9iotmfltt »on'bem ?)ünftie (ar, y, z) .auS*natfr brtn 
•einen ober anbem ©mne oerliangett ift. ::.;.;;,: 

''' Sft'bie gonnel (6) einmal öufgefteßt, fo (offen pd^^bir (reiben 

. ®let(j(^9ett ' ber bur* ben ^nft {x, y^ z) gejogenert giormalc 

teii^t finben. 35enn rotnn man bie t)eränberlid)en Soorbinaten bie= 

ttt ® eraben. mit- i? V^t bejelc^net , fo t)<»t man nad) t>im , xocA m 

ben SBorerinneriingen e. 6 unb 7 gefagt ijt: 

" ^- ^ *• COSX COS^i COSV ' : ' . 

unb wenn man für btc ®röpen: " \ 

cosl^ cos u, cosv 
jbt> j>artwUw ^bflekiteten gunctionw : T .!,. 

^ dx ' rfy ^ dz 

fubftituirt, w^l^e ir)«cn proportional Pnb) fo erbd'lt man bie ©leis 
c^ung: ' 

f du \ / du Y fdu\' 

\dx) Wy / Vd^/ ' ' 

n>el4)e bie beiben gefachten ®(eidimn$en in f[cl() begreift. 

©er fpige SBinfel;, w^Ic^en bie SBerubrnng^ebene /n fünfte 
(a:, y, z) mit ber ßbfene ber a:y tilbet/ wirb bie Sflcigung ber 
Äangente ober bie ber frummen gldcbe in biefem fünfte 
genannt, .tiefer ®intel i(l offenbar bem fpifeen SBinfel gleid^ welchen 
bie Normale mit ber "Sr^ ber z.bilbet. .SSSeiin man biefe ■Sll^iguna ber 
frummen' Städte im ?)urtfte (ar, y, z) mit t bejeicbnet/ fo ijt ber 
S58ertl^ üon t einer r>on benen, welche bie ®(eitlj)ungen (8) uitb (9) 
fßr ben SBinfel v geben. SRan \)at fotgIid(^: . . •.. - : .. 

(12) ,co«r=+l-^, ,(18).*ect=± ^^ 



jB fdz ? ^ ^ -^ \^ .— . / ^tt 



Vir) 



xpo man fi5r ba§ Setdjien + ba« 3ei(|>en + n^bmen inufi, xMxin 
ber SBBertb t)on -^^ pofttit) ijt, unb ba6 Seid^en — im' entgegen 

gefefetm JJ&Dte. . . . .. _ 

/-.N ®J^^^«^«^ bemerft ju werben, baß bie ®lef*ungen (2), (3), 
(«)/ (ph W unb (11) mc^t geanbert würben, wenn bie geafhene 



— I«Si 



^ umme %iä(l^i ntc^t burd^ bte ®let4^ung (1) , fonbern t>ütA Vit 
fblgcnbe: .^ ' ' '^ 



(14) .»=?c 



I 



wo € eme cc^nflmite @räge Umvl^mt/ audgebrädft lofirb«. , , 

SBenn man in ber ®U\ä)m^ (2) bie 6oorbina/m |, ^, t^. 
conjiant unb bic ßoorbtnaten x, y, z al§ t)eranbcrnc^ betrautet, fö 
erl^alt man nid^t mcl[)t bie ®Iet(l)uri9 ber SJcröbrung^ebene ber ^Prnms 
ni4jn glä(be (1) ober (1*)/ fonbern^ bie ©leicbuns . ciaer apfeevii,/ 
frummen %läd)t, wield^e t>er ge^metrifc^e Ort ber f)un.?te i^* «lo- 
bie^auS ber ©(eid^una (U) . (^geleiteten tfummen ^tö^KH/ jinbert. 
man ber @onj!ante c fuccefTtoe i>erf4)iebene SSertl^e bei(eg|;/ üp)t tben 
ebenen berührt werben, welche ben $unft (f, iy, J;) entbalten. 

SDeSgttid^ert, tüenn mart in .ber ®(cicbung (11) bi^; ßoijrbinaten 
.r^ 2/^ 2^ allein a(& oerd'nberttc^ betrai^tet/ fo erbält moh nubt mel^r 
bie ©Ifeic^ungen ber 5Kotmale ber frummcrj .glädf)f .(l) oper (14), 
fonbern bic @leldi)un(}cn einer' Surüe, »eld^e ber geometiJifcbe JDrt 
ber fünfte ift, wo bie eben erw^bnten gldd^en t)on b^n in) ^Mfte 
(I) V* S) iufawmenlaufcnben %>rmölen gefcbnitten werben. 

^mn bie ®(ei(it^ung ber gegebenen frumr^n ^läö^i knter ber 
gorm: ] 

(15) , z=f(x, y) ober f(x, y) — z = ö 

evftt^einen fofi/ fo braud^ man in brr ©Uic^ung (1) nur 

(16) . u^f(x, y)-z ,' : 

ja fe^en. • SSetut man t|t tkfem befonbetn SaBe ber ^ür^e tnten 

fet?t^ (0 i)at man offenbar:) . . ' 

unb bie £)ifferenjiatgteic^)ung ber frummen glad^e loerwönbelt jid[^ in: . 
(19) pdx-^-qdy ^ dz^=^j ohtt dz=pdx-\-qdy. 
^ gerner rebucirt. ftcl> bie ©lei^^ung ber »erill^rungSebene W* 

(2»)' $-z = pß-^) + ?(^-y)v i 

unb au§ ber ®Iei*ung (11) folgt: ' 

oter WftS b<#Üx ift: : 
(22) S^ar-{-p(g — z)=0 wnb 17 — y + ?(S — 2) = '>- 
«töbonn 9«ben au(^, bie ®(eMiungen (12) unb (IS): 
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1 ■ . .. . 



(2J) co*r = ^j^j:^j^p^, 

(2i) sec X = /"(l + J>» + 9'). * 

(25) > tt-j-'©-l7-*'4".*** =0» • - 

MO «-) v, w,... t>erFc{)tetiene ^uitcttonen ber IBerinberlt^itn x, y, 
z fte^et^nen, ou§aetiTUd(t wütbe, fo müfte man in bte'®U?^ungen 
(•), (»), («), (8), (9) ttnb (11) für u offenbat « + t3 + to4-.,.- 
feieft/urtb.mttn erhielte folglich fßr feie ©letc^ung bet Seriii^rungieoefte : 

/"!«. 4. -^ _L i!£^ V 4. ^ J*« 4. i^ + ^\ 

I , /rftt . c?i? , dw\^.* du , du l du 



m 



+ • • • « 



SBerttt i« ber ^«cl^ung (») bie ®rüfi[f« le, Dy «;... 9411^«^ 

unb ^)omo9ene Functionen ftnb unb. jtpar bie erjlc t)om ®rabc ;ii, 
bic jwcite t)om ®rabc m — l, bic britte t>om @rabc ?n — 2, u. f. f., 
fo WiA bHfe ©leidjung etne (Dgenannte frUmm^ SI44>e bcö mtea 
®rabe{^ auS. 3tISbann folgt m^ ber gormet (aOi) unb au§ bcm 
8e<)rfafee über bic ,l[)onio9enen ^unctionrn: <• 

I/£Äc , dv . dw . \f. . fdu . dv , dw , \ 
Kd^+d^-^-d^+'-J^fKS^-^d^-^Ty'^-)'': 
+ (^+^+gH-...)e^=m««4'<m-l)»+(»iv-2)«+. .. 

unb wenn man bie ©leidjung (25) berudPfic^tigt: 

IBenn man in ber ©leidjung (3J8) bie ßoorbindten 1, ft, t aB 
conjlant unb bie ßoorbinaten .r, 5, 2 ,ät$ t)ertfnbjerttdj betracbtw/" fo 
erhalt man nicfet me^r bie ©lei^ung einet SSerübtungSe'bene ber 
frummen glddje (25), fonbern bic .®leid)ung einer jtDeiÄtt'frtinnnert 
gtacbe iiom.®rabe. ^-^1, vpc{^c bie iperubrung^unfte .ber ppfkn 
mit ben biirc^j ben' ^unft (1^ Vs X) ä^'^fl^^« 85eru^ruttg6eoen^n 
mti)äU' SEBemi bie erjie ^Idfe^e 10m iioAtitn ^aH ^ , ^0 t^cirt 



iSbtn^* dyt^tmUnn öif^ folgewbeit 8eJ)rfcH| eril^ft) wcfeett : *' "- ^ 
eei!^rfa|. S&entt mäh butd[^ eintn geÄebeneti ^urtft 
ÄH^ftte^tad!^« be§ jwelteir ®rabe«f äBetubrungieberten ' 
U^t/ f^-Iieg^n alle »erö^rung^^unfte auf etner etertefi 
auirve. ^ ' 

IHfetitt matt « = 0, «? =0, etc.,,r. fefet, fd tebudtt fW) bi^^ 
dldd^ung (») «uf bie ®lcic^uHg (14), m xotlxi^ u etne ejanjt uttS* 
l^omogene f^umtion beS (grabet m bejetd^net uttb bie ®Ietd^ung bet 
S3eru^rung6ebene ober bie ^(ei^^ung (28) t»¥n)anbe(t ftdt^ titf^ ) 

(29) --1 — 5 + — j — »2 + -^, X'=^'ii^c. 

^ ^ dx ^ \r dy ' ' d;; /;? ) 

SA tom gefd^e^ boiß bie butd^ etaeit gegebeiunt ^unft (x, ?/, 
z) an eine hummt^^lä^t aelegte jßerui^rung^bene fte nur in bte^ 
fem ^untf e trifft , ebet bof {te btefetbt nad^ ' einer obet mc jJH^rn 
Sinten htxMxt, ober fte enbtasb ^^^ ^uier anbern @^Ue Uur4)f^nets 
bet. SBenn man in, ben bciben (el^tien ^Sütn bie ©(ejd^ung ber ges 
gebenen fruminen Jtädbe burcfe : ^ • *• 

(30) /(a:*y, 2)=Ü, 

unb bte t>eranber(t(()en Soorbinaten einer ber Sinien^ nacb n)e(cber 
biefe ^läcbe Don ber ä3erü^rung^bene Jberübrt ober butc^fcf^rittt^h 
wirb, burc^ |, «^ g bejcic^net, fo muffen bie ßoorbinaten 1, i?, 5 
ben betben ©leic^ungen: 

AI, 1?, = 0, 

(31) { dx ^^ ^^^ dy ^^ ^^ 

+ — ar — (^■*^^)--* 

offenbar ®enüge leijfen. SBettn man auf ber frummen %l6iS^t eine 
eber tttebtere gerabe Stnien Rieben fann, we(ci)e but<^ ben fhinfl 
i^9 Vi ^) gabelt/ fo fäUt jebe biefer £inien notbn>eti^ ttiit ibm 
Xams^nU jufafttmen unb liegt fetglicb in ter S3erä^rtingde%ene; 6^^ 
miflirt man atdbann S jnoifd^n ben ®Ieid^n^n (31), fo er^dd malt 
fine @tei«^ung )ti»ifd^en ben »eränbertid^n | , i/^ r0ü09tt ®tn&st 
gefdt^ief^tr n)enn man für rf eine (itteäre ffntKti») t^en i fkl^t. ®enii 
biefeS ntcbt bIo$ ber ^aH ifl für einen beftimmten ^unft ber betrardfir^ 
ttten Stä^ev fbnl^n füc aUe ^mltt »iefev ffiiä^ unb fotglkb für 
dOe aBert()e «»on .r, y^ r, n)et^ b^ @(ei(^ung (3(1) ^ettOg« leiffen; 
fo gebart biefe ^äcbe ju benen, voeI4)e bur4) bie SSen^cgung eitier 
gtraben £inu meugt toerben fönnen unb n^el^e man be6ioegen ge:: 
rablinige glasen nennt. Unter ben gidcben biefer %xt finb befdn^ 
ber« tne t>et>e(o)>f)abeln gldcben ju bemelffen, mefcbe loon 
teber iBevfibnittgdebene nocb einer Stjeugung^Unie berubrt n>ei^s 
ben. UnUr bin bei9tlo))))abe(n 9läil)tn itnterf^eibet tMn- itObtfhtu 



-^ tl66 — 

Uxf bip C9ltnbrtf(^eit %iäAtn, xodiibt ^utii^ bU ffkPfiffmt ^i»m 
ffetö m fid) fclbfi patMd bleibenden @(eraberi er^eu^ xoerbeai M^ 
^te.ileaelfla((^eni beten (Srieugim^^tinie beßanbt^ bur^ benfe(^ 
ben f)unft gebt. ^U sctabltnigea Si^^^^/ »e{c^ m(|^t be)>e(pp9<u 
bei fti^b/. t9erben,tptn^fd[^ie|e Slä^Q jgenannt^. SBtr n>i^8en, üun 
t)on ben üorbtn abgeleiteten sormeln eimg^e ^nn^enbungen geben^^^.. 
Sdiiiputh 3uerf| motten toir bte au$ bem ^nfong^punfte 
al& 3Ki^telpunft mit bem £albmef(er iB btidfxkhmt ^uge{p(ib^ bt:; 
trachten/ tpelcb^ bur4) bte ®leidi)ung: 

(32) . :r» + y«+2^=Ä^ 

ou6geb?öcft wirb. 2)ie J^iffcrenjialglei^^üng biefet glad^e ijl^ , . 

(33) xdx + ydy + zdt:^0. 

SSon tx^Sa ai(b für bte ©leicbiöig bct Bcrä^rungMene: 

' f ober a:| + y^ + ^S==^'^ 
wÄ^rcnb bte ©(etd^u'ngen ber IRormate in btt j^orm«!.: . ^ 

iC y Z •....:■., r 
• . . . 

msM^ matt auf: . 

(35) 1 = 1=1 '. ; . M. . , 

X y z 

rebuciren fann, entlf^alten finb. j 

35te bem |)unfte (.t, j^, 2) entfprec^enbe Steigung f fann fer» 
ner burd[) eine ber Gleichungen: . .^ ' « ... 

z N . . B 

z 



(36) CO« r = + lg * *«c 1^ = d: "T • 



bejlimmt iDerben. SBenn man in ben ®letdi)ungen (34) w^.y, z 
pOem a($ t)ecanber{t(b betra(btet/ fo brucft bie erjle etcre neue iCus 
•d«(ffä(^ au§./ toelcbe bie . €ntfernung bed ^unftei Ü, i|,^) ^em 
<(nf<t)ig^nEte ium £)urd^mefTer bat unb .bie )n>eite biucft fmmtt 
Sb^nf . mi. £)iefe ebene fcbnetbet bie beiben ^ugelflädi^en nö<b 
^ii^m eiitiigen Steife ,.n>e((b<r ber geoinetrtfi^.jDrt ber ä3cräbrungö$ 
j^Mnfte .b«r gegebenen £itge(fla(be mit ben an btefelb« burc|i ben 
^mhXi$ 17, 5) gelegten »eröbrungöebenen ijl. , . 

: ^9 bie (^Xtiäfixm, (35) anlangt , fo gibt {te immer biefelbr 
iivak, man mag bie doorbinaten bed ^unft^ (|, 17, p ober bie 
beä ^junlteS (o:^ y, z) als tDeranberlidf) betra4)ten unb fie brütft in 
allen. S^Uen jeine burc^ ben Xnfang^|>un{t gebenbe ®erabe <k\&, wie 
<tu(i) AU empörten war* 

jBeifpiel 3, SBir wollen ferner annebmeu/ bte gegebene 
trumme %ai^t wäre eine c^linbrifcbe/ beren (Srieu^un^ÜntejU ber 
^e ber z (parallel unb beren S3ap eine in ber ^bene ber xy lies 
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(37) . /(x, y) = . • ■ , ' -l 

audgcbrMt. @e^t nun (<# ber .£ä<ie «i^to: "i ■ ,i, 

(») ^^=»(-.''»).^=«(-.». 

fo wirb ixt '©Utc^üng ber S5erii()rungSebcne : 

(ab) . (|-^)9^(^, 2^),+ (i?-^»)2(**») = 0, . .... .., 

getnir folgt öu* ber ©Ictc^ung (11): -• ;' "-'^ 

unb man crf;alt folglich) für bie ©leic^^ungen ber Normale: 

(40) (|-4:)2(a?:, y) — (v-V)9<^y »)^'0, f = 2. . 

%^i bm OHü^witn (39) imb <4*) folgt offwbwT/. bÄg;-!« 
SBeru^rung^ebene immer ju ber Ire ber z parallel unb btC'9^tmi^ 
immer auf biefer Tin fen!recbt ijt. 35a ferner bie ®lei4>ung (80) 
üon z unabbä'ngig i% fo wirb bie frumme $lacbe t>0R jebtr SDerub- 
rungdebene md) einer @rjeiigung§(ime berührt, wd§\ lei^t f\>oxi)tx ju 
fet)en war. ^ ' - - 

SBenn man eine^arabel, eUipfe ober ^pperbel jur ®alf9 ber 
cptinbrifcben gldcbe nimmt, fo ifl fie bie D]berP<kbe eine§ .parabos 
lifcben, elliptifcb(elt ober ^i)perl^olifci)efi S^linbe^^. 

SBeifpi^l 3. ^ aSctracJ^tcn wir ferner dm Äegelfld Jt[e , beren 
©pil^e, b. p. ber gemcinfcl)afüicbe 5)unft ^Uer (|rjeugungStm|^f^ mit 
bem 2Crifangopun!tc ber ßoorbinaten jufammenfdlu unb nehmen wir 
}ur Soft^ betfdbn eine, ebene (knvot,^ beten .@6ene jn t^r^tal 
xy parallel tjl, unb bie ^albare ber pofitioen z in ber^ntf^rnun^ 
1 t)L>m 'ÄnfangSpunfte fcl)netbet. ©nblic^ feien |,ij. bie' ii?erdnbe<t§ 
ct?en ßoovbi'naten biefer ßun)e unb: . . . '..^ 

(41) ^ fß.v)=^ 

tbrc ®leie()ung. 55ie iSrjeugung^linie, »eld(^e . burd) bei^ .^unft 
(|j^) biefer ßurw gebt, tuirb offenbar burcb bie bciben®leic^urig^n: 

(42) -_|, j^f, . ^ 

/ ' *• . . , ,'■'■•*/ \ ' ^ i 

ÄU*gebruc!t. jBJei^n man- rfun jwHfcl^^l! tt$\tn lefete» /^eitibungen 
unb ber ©leidpitng (41) | unb ly eliminirt, fö tfi Kor; bap bie re^ 
fultirenbe- ® leicbung : ' . ^ ' . * 

(«) >(7'f) = « . 

für alle fünfte aller (grjeugung^littiert erfüllt wirb, unb pe briMt 
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bte JtegilllM^i cM. Senn num mtn büfelbett eej^idtfimit? 
gen, wie im t)Drl^ergel()enben jBeifpttfe ottwenbetr fo finbet mon fik 

tie S)iffereniialglet(lt^un8 ber ^egetßäite : . . - 

(H) »(f,f)*»-+i;(|,|)»*' 

I • ... 

SBejeicfenen nun ^ytiA nic^^t mel()r t)ie ßoorbinaten einer auf 
ber ^egelfÜM^e bcfd^riebenen Qux\>e, fonbertt bie 6oorbinaten ber 
fi3erubrung§ebene ober ber iRormale im fünfte (.tr,i^,2)^ fa ergibt 
{t4^ 1) ba| bie ©(eidbung ber S3eru^rung$ebene auf: 

[?»(f.f)+?'0'O]'' 

nbutirf n^itben fann, unb 2) *Äg bie ®lei4nmgen ber 9lermale m 
ber fermel: 



V ^ 



Kf'i)+«(f.i) 



en*!>Älten finb. 25a bie ©leid&ung (45) nid^t gednbert wirb, wenn 

iBOn. barin xyyunh % fo oarüren li^t, ba# bie 83eril^ä(tniffe ^, -^ 

tön|]tant bleiben, fo fann man bel[)au))ten, baf jebe Serül)rung§ebene 
W frumme ^lac^e na^ einer ©rje^gung^linie berfilS)rt, xoai leicht 
»orl^^er einjufeben war. 

3u bemfelben ©d&luffe würbe moh^ gelangen, wenn itian er- 
i»aj)t, baß in bem gegenwärtigen Salle bi< ®(ei4)ungen (31) bur4i 
ote fbtgenboK erfe^ werben: 

(f-f)'(f-.-l)+(f-f)«(7-i)=r 

unb ba bie ßoorbinaten x^y^z immer ber ®(eid^ung (43) ®enüge 
leijlen muffen; fo ift Kar, baf man ben ©(eic^ungen (47) ©eniige 
leiflet, wenn mmt 

(^) ! = £., |.=X 
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xAnrnkt. 9un MUHn «ftit MffiB "Mbm t^tm 9M(lficngm v^ett- 
hm tttfAM)(tit(^n (SomriHitat^ii |^ ff, t offtnbdr «ne 3eM&e Sfme 
aus / welct^e burd^ bte @pt^e unb burcl[^ ben $unft o:^ j^^ z ber SU^ 
getfloc^e gel^, b» l(). eine ^ytw^vai^UMt tiefer S(<4>^ 

SSkrtn bte Mt%t{fi<i6$e Me eined gctAben S^^X^ mit fretSf^YniK 
ger «5(if!§ fefit fotb fo braudS)t man tm ble 6wtt)e <4l) auf eirwrt 
jetet6umfang ju tebucirefi/ beffm SRittcljjunft auf bet 1f^ ber t 
liegt. aBemt man bcn '^afbrneifT« biefeg Äreff«« mit il frejefd^het/ 
(0 totttiKmfbetn fk^^ bie gormcln (41) uitb (48) tej\>. hu 

(49) . ir+ij' = Ä% 

(»0> - • ir^+y» ==««««. " 

3(l^batm fann bte. ^iffereniia(g((eidi^ung bei:\^eg^(9acl[ie,attf bte 

(81) xdx-^-ydy^R^zdz. 

^Sim (inbet alfo für bie ©Icidj^ung ber. äSeröJ^rnag^eÄetteVi. ^ .? 

(52) a:(|^a:)+y(i,-2f) = Ä^2«-^.). ^>« / 

(58) ; . . arl + yi^^Ä^zS, . . . . 

unb bie ®lei4)ung€n ber 9{ormale ftttb in ber formet: 

I — ^ _ iy — y — i^^ 

/e|N . i _ a:(g-.t)+y(i?-y) + g(e-s) **" • '' 

__ x(|--j:)+y(i; — y) + 2(g— >^) 
entbalten, au» weldf^cr folgt: 

X y 

<EnbIici[^ fann bie iRetgung f ir ber frummen %lii^ bur4^ - ^ine 
ber ®lei(^ungen: 



ooÄ'r 



=^ (i+Ä')' «««*^v O+f)' 



\ « 



(96) , ^ 

tang ^ = ^ 

beflimmt" werben. TCuS biefcn legten ©leic^ungen folgt, baß bie 9lei« 
gung.bi^r (rummln Släd)e con^t unb. baß fte, ,n)ie ju ersparten; 
bem Komplemente ' beS 3Btnfe(§ pifd^en ber %xi unb ber ^rj^u? 
gunqSlinie ber Ä«ge(flddE)e glcid? iir. gerner folgt offenbar au§ ben 
©lefcbungen (55), 1) baß bie ^rojecfion ber 9?ormale auf bie (Sirene 
ber xy mit ber ^rojection ber ©rjeugungölinie jufammenfattt unb 
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ttttn WtitUtpwiH btr :KHfaiq§|Hinft ifi unb wdctfe.buni} ;NttVua£t 

f^ie ®[«ict)ung (02) tnrüdtr wemi man baitn ;>:, if . unb s aatin 
al& DerönlKrltd} betradttet, tin ^ptrbeioib mit eimin ga^.aug, 
tuflcn reelle "Sväx )u bcn Htxn ber x unb y paiaüel ftnb unb wt»: 
in «11] Eurdjmeiftt' mit bn Entfernung btä 7(nfan98*)U»fte8 osm 
fünfte (|,'j;,£) iufammenfaltt. 3n bemfelbengalU bnlcEt bit ®Ui= 
^ung (53) eint neue @bent ouS, nxl^te buifb ben 3(nfdng^unH 
3«t>t. S'iefcJ .fiDtjerbüEoib unb bicfe Ebene fcijneiben bie Äiaetfläfte 
tm Tdlgemeinen nad) jYvei ©rjeugungf'! inten, meCcije bie IßetuprunaS^ 
[tnien biefet glädte mit ben burift ben $ui^ (£>)]j£) Selegte» Be= 
ruljruTiflSEbenen finb. , „, 

IS«8 bit ©teidtungen (55) anfangt, fo brüifen fw pffenbur, 
wenn man bacin x, y, z aücin fllä Derönbetlii^ betroclftt, efnen 
■ftrct? aus, wcldjer bie Entfernung beä ]fnfan,q§))unEteä voi|:bem 
?)unfte (g, ij, 5) jum ©urt^meffer bat, unb luelqier bie Äegelflädje 
in bemfrtbtrt ßrfe fttjnetbet, alä baä »on biefem %)v.nht auf ttt JCe= 
gelpädte gefiiiülö gierpäibifei. : 

SBenn man für bie ^leicbung einer beliebigen frummen %{ä^t 
bie ©Icidiung (.10) fubilitulrt, fo rebuciren Pd) bie ©leicijungen (M) 
auf; 

(sr) |'+,'=KH" ^s+„=«»={. 

SBenn man jroifdien biefen legten ©leii^ungen un'b ber @lei: 
^ung (30) z unb % eliminirt, fo ftnbet mön:- 

(x^+yä)(g« + ^«)-(3:,t + »'))' = 0, 

ober xoai baffribe ijt: > 

unb IfierauS ^(gt: ' 

(58) 1=5. 

SBetin' man bie ©leidjun^ (58) mit ber jiiwiten ber ©lerrftuns 
gen (57) verbinbet, fo finb bie oeränberlid)eti Qoorbinaten |, tj, § 
offenbar bie ^oorbinaten einer ©eraben, n?eli$e burcb ben 'ttnfaiigS: 
pun(t unb lÄiccfe ben |)unft (.t;, y, z) getjt. Eicfe ®n«be ip in ber 
%\)&t bie eiitjige gemeinfi^aftlidieiünie ber ^egelflä'cbe unb ber burd> 
ben ^unft (a;, y, z) an fie gelegten ©erübrunaöebene. SBfnn man 
(ine ?)arabe[, gUitjfe ober ^^jjerbet jur »ofiS ber Äej^elRacbe 
nä^e, fo wäre fie bie Cberpctje eineä (jarabolifdjen, eni)}tifi:^eii 
ober l)PP«bo(ifd)(n ■Regel*- 

JBeifpiel 4. SBir »ollen burcft a, b, c brei (jofttice Eons 
ftanten bejeicljnen, unb bie bucctj bie enbli^^e ©leic^ung: 



du^gebruifte frumme f^oct^e /tetra(f)teti.\ f>tefe fntmme %la6)t, f|f((|)e 
@Utpfen al§ ^nxi)\ä)mttt fjiH n>eAii.infen fte mif Sbenett fc|inetbet, 
wcl*e ÄUf.b^r Xjre bei ^ f(^fti*t rm^^unb,«ar(a>el^ wwn ,mw 
ffc imf'Sbtnrn bur*f<J)rieibet,.n>el^e oWf.ber w bcr a: olJer Vei i 
fettfred[^f1tnt), ijl We JDberflätbe tineö. cUjijtifd^en ?>arabblöibc6.. .2)5 
man/ »enn man bfe ©Ufc^jung (SO) bijfercnjitt, ' " . ; 

finbet, fo ill bre ©leidjung ber Seru^rungSebcne.beS. cÜtplifdS^et? 
i^arabotoibeä: . . 

(61) :£.(|^,;f) + X(q_2,)=|(f_2),; . .. 

ober: .. - 

(TO) O* "t -jT^ ^ • A 

^ ^ . ar o" c 

feaS bie ©Ici^ungcn ber 5Rormale antangt/ fo fttib {te in bcc 
Sormet cntl^aftcn: 

)* ' ^ y . 

(**) l _ .r(g-.r).+ y(i;-y) + 8za-2) 

. ' a-^ (l-x) ^ b^ (f, - y) ' '■''■'': .-, 

(64) j ^ y ' 

( a:(|-a:) + y(,,-j,) + 2zfg-z) = 0. 

Die te^te ber ®letc|)ungen (64) jetgt/ bdfi bie 0lorma(e beS c(s 
liptifct^en ^araboloibeS in einem gegebenen fünfte in ber burdb bte^ 
fen f^untt an ein Stotation^eUipfptb; be^n ^itte()}un(t mi/' bem 
Ttnfangdpunfte {ufammenfäUt/ ttnb beffen ®(ei4;una «t?;!- ber ^^m^ 

x^+y'^ + tz^ = const. 



', . . 



ift, gelegten' SBeriibrungSebehc liegt. 

SBenn man in ber ©(ei^ung (61) or, y unb z allein allt^rs 
dnberlic^ betrachtet, fo brücft jte ein jweiteg 9)arabo(oib t)on berfet^ 
ben> Sornt/ aB boS erßt au^, ober beffen 2(jre mit ber burdb bje 
®Iei*lihöen: , . , 



(65) ; ' a: = i ;y=a. \ 



.•V 



aufgebrühten ©erdben {ufammenfaUt uhb beffen ^e^tet in.ein^m 
^unlti biefer Tixt liegt, welcher ber iDrbinate: . 



< < . »i 



/ 



Mi 



*!-) '=«-i(&+i^T: 



ehttVrt(t)t Sit bemfilben Saite briuff l)le;®tetd^tma,(Q2;) eine neue 
'i^ette' au3/ »etcbe bie 2()ee ber z xa mim ^mt trifft,' beffen 
tttrttiate z = — S ifi. ^tefe neue Sben^ fcbnejbet ferner bte beU 
ben ^arabotoibe nacb einer Suipfe, lüetcbe ber geometrifcbe iDrt ber 
SBerubrung^punfte bed gegebenen '9arabo(ptbef mit ben burd^ ben 
$unlt (|ji7,£) an bafTelbe. gelegten -Serubrüna^benen ifl; 

Um )u erfahren , ob bie bnrcb ben ^unrt (ov y, z) m bie ge^ 
gebene fmmme -^Idcbe gelegte S3erubtungSebene bfefelbe but^lfcbneis 
bet ober nicbt, braucbt man nur ju unterfucben^ ob man ben S$er^ 
anberlicben |, ij, f tiebrere ©^fteme reeller SBertber beilegen , fann, 
wel4^e )u glctcber Seit ben beiden ®teid^ungen: 

(67) 11 + 21 = 21-, 4 + 0=l+L 

®enuge leiflen lonnen. SBenn man aber jwtfcben biefen legten 
@teicbungen unb ber @leicbung (dO) bie SSeränberltcben t, unb z 
äiminitt, fo finbet man: • " 

a? +6- +o« +6« "* \1? + t^y -"' 
ober xoai ba|felbe tji: ' ' ., 



(^)+(^)=» 



Ser vorbergebenben ®leid[)ung !ann man nur ©enüge let:: 
fteU/ wtnn man 

fefet, unb (i!A%ann folgt au6 ben ®lei(Jbungen (59) unb (Ö7): 

'*' ' Siöldli* ' ift bet '9)unft (^»jhf) ber einjigk gemeihfÖS^aftticb« 
fMtitft' be*- ^5teraboIoibe8 unb ber »crubrung^ebene, wid 'Icicbt Dors 
ber ein^ufeben n)ar. 

SSeifpiel 5. SBir wollen ferner bie burd[) bie enbli^^e ©leicbung: 

• ^, T ' : a^ b^ c ••• 

' fluSgebrÖdfte' fruinme'Sldcbe beträd&ten. JJtefe fjlacbe, welö&e fi^* 
perbeln al8 2>urcbfcbnitte gibt, totnn man fte mit ßbeneh fcbnetoet/ 
bie ju ber ßbene ber x y paraUel fmb unb Parabeln, xotnn 
fte mit @benen gefcbnitten wirb, »ellä^e auf ^it %xt ^er a: ober ber 
y fenfrecbt pnb/ ijt bie iDberfläd[)e eine§ bVP^^bolifdbcn ^araboloibe5. 
fefe' fcbWelbet bte ßbent ber ary offenbar n^cÖ jwci geroben ^imen, 
»elcbe burcb bie ©leicbung: ' . . - . . .. 



I9V 



ober bitrd!^ t)ie'fh9 korauS tvgriftenten Mtm 'QNei^MtN^fft 

' ' * . . * 






auögebtudt toerben. Slerfa^rt mah nnti/ n>te im mrttn ißtifpitU, 
fo erhalt matt für bte ©leid^ung ber SSttül^mn^thmt M l^pperbo? 
lifd^en |>araboloibe6 : • . . . o 

(72) £(L=-) + i.^^ld£, ober 

(„) £|.._i!f = l±£., 

unb fSr bic ®(et4)unsen ber Slormole: 

(74) * . y ' 

©fe rel^e ber ®til6^mstn (7t) jetgt, baf bte Stbtmafe beÄ 
b9|^boßfid(^tt f^abofoibe^ in ber S3eru^ntng6ebene etttfi ^btotronS- 
etti|>fe{be$ liegt, befen Wtitttt^pmtt mit bem infangdpuntte {ufam^ 
menf40t iM) beffen (Steigung txm ber Sotm ifl: 



^^ +5* + 2-"* i^cansU 



1 1 





Sßinn man in ber ®(ei4^mtd (T2) bte ^oDtbinaten or, y, « allrtil 
als oeranberlict^ Ij^racbtet, fp brii^t fle ein {loette^^^rafaoloib'^imi 
berfelben Sorm olli. ba§ rrfte aui^, aber bef^ %%t mit ber '@itt»bn| 
iufantmeft^ldtf. miä)t iuxib bte ^(eidiungen (€6) • att^ebefidt tMrt« 
unb ber ^ä)tiUl be{|el6en mit einem ai^ bitefcr XTe.'ltegellb^»/*)M 
iDrbinate : 



(75)..' . = e-f(|^--|r) 



% 

1 1 



l't« •'! 



entfpredS^enben fünfte. 3n bemfelbcn gaUe brficft ' bie ^(eidf^ung 
(73) etn'e neue Sbetye an^, welche btr %xt ber z jn einem. Sänfte 
fcbneibet, beffen SrbiJfote ^ — t ift* 25tefe neue ßbene fc^eibet 
ferner bie beiberi^araboloibe nad^ einer ^pperbel, mlö^t ber geomes 
trifcl^e iDrt ber (Ber9{)n(mg^)mnfte .be& gegebenen $arabotoibea mtt 
ben burcb ben ^unft (|, i^, g) an baffclbe gelegten äBerubrung^ebenen ifl. 
§Sen$jnan bie burc^ beti ^mtt (^r,-^^ z) ;ber gegebenen 9(ld^e 
ge]()enben ^ten 4^aben n>iQ/.n)el(^ t{)r unb ber loerAl^rungSebene 
gemein finb, fo braucbt man nur bie iBebingung auftuftellen/ baf 
bie t)eranberlid^cn Soorbinaten J^i?,? ben beiben ©{rfepngetir 



ca 



©enfigen iiiuiftri*: JBenr ntaii >)i»ir4^ ^iefim Ü^m iSHdäf^ngtn 

unb ber ©let^^ung (68) bte Soorbtnaten t unb z eltmmtrt/ fo tx: 
ffäit man: ., '• \ - ':. , » .^^ 

ober n>a§ baffelte tfl : 

unb ^lerau6 folgt: 
(18) " izif._JlZJL, ober: 



(TO) 






SD8enn man bie ©leiApngen (78) unb (19) fucfeffit)^ mit ber 
jweiten ber Oteid^imgen (lö) oerbmbet, fo erl^dlt man jwei ©pjle:: 
me t)fm @tei(i[)ungen/ n)4t^ ^n^et auf bem 9)aral^o^pibe burd^ t>tn 
^untt (^ir^'if»?) d^iQgene '®frabe> au^brudfeii. $S}fn|i ild^. bUfei? 
^unß bewegt, fo erjeuot jebe ber Niben ®eröbcrj ein jböP^Uf*«^ 
^ farabolbib, wenn \u^m fo^ bewegt, bagt^re ?)roieeHi^iWfi.b« 
ebene ber x y immer ju Girier ber ©eraben parallel bleibt, nac^ 
xoüd)tn biefe ebene ba6 ftarobotoitr fcbnetbet/ 

g« ift wol^l ju bemerken, baf alle . Sr jeugungSlinien bießbenc 
tet arf 4<bneiben unb baf bie Unterfu^ung tfret (8{cidi)üttgen t>tv^ 
«nfaifttwirtr, werni ntan annimmt, bafi ber ^vivXi (*,y,2) in bte^ 
fn^J&ftntft. ih auf einer bet ®erabm (W) obeif (71) liegt. XK:: 
Utttn' ^gibt unmittelbar, baf ein erilc§ ©pftem bort @tjeugung^s 
ttnienbAi^ m @leid^ungen: 

.. . . ■ 

wclAe man auf: , .. - . 

^"^ ♦ ! ■ €t b X c* a ^ b a 

itbttcircn fatm, unb txK ^weitea« @9]iem< buridl) bi€ ^leid^^ungen : 

tt)erdi>e"ra(in aiif: ' .:..;;. 



j: i'j 



* % s \ 
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rebuctrert fanft/ auSgebrucft wirb, gcrner ift ju bemerken, bafl bdS 

2 T - 

SBcr^dltniß -^-^ für 6ief«be erjeugungSlihic conffänt bleibt unb bei 

bem Üeber^ange t)on ber einen @rieugUng§(inie ju ber anbern ben 
SBertb Derdnbert* 25iefe§ JBerbaltnig ijt fofjglic^ eine fogenannte 
n)il((.ti^btn4^e 6on{ldr!te4 SBB^nn itiän btefe gonftdnte burdb S 
|e)ei4)nef Unb äugerbem in ben ®leicbungen (81) unb (jBS).«:, y^z 
Vatt |,ij,f fefet, fo »ern>anbeln ^d) biefe ®lei(IS)ungen refr* inj 



(84) 




Ober: , 


, 


(95) 


ä b ^' a ^ 6 (Sc 



9Ran !ann ffcb (eid^t bir^ct uberjeiiflen, i&fitht ber, bur^) t)aS 
(Spjiem bet (Sleicbüngen (8-1) ober (851) öu^gebrucften ©eraben ganj 
in ber Dberfidcbe be§ bpp^tbolifcben ^arabotoibe6 liegt; benn »enfi 
man entweber^bie ©Icid^ungen (84), ober bie ©teicbungen (85) mit 
einanber multiVticirt, fo erhalt man offenbölr bie ©leic^ung (Ö8) 
»ieberj 

2)a bie burd) ^indn gegebenen ^unft ber S!)berfldd()e beS t>t)j)ers 
bolifcben ^ardboloib^S öel^gtfc lÖeru^rtin^Sebene fie nur in biefem 
einem fünfte berührt, fo ijt Flar, bag btefe ^äi)t feine bet>eloppas 
bete ijl unb ju ben fogenanntcn n)inbf^iefert'Sld4)en gel>6rt« 

äBeifptel 6i sSenn man ba§ burd^ bie ^Itiö^ünsi 

(86) . aiy=ici 

au^gebrilrfte f^pperbölifcbe ^araboloib betrö^ttt? fo txi)&it manfut 
bie ©leid^ung ber 93eru^rung§ebene : 

I 

ober : 

(88) ä:ri-\-yl = c(t-{-z)j 

tinb für ine ®lti6)ünQtn \>tt 9lorma(e: 

(80) I *(*^*) — ^(^^y)"^ . 

Kü§ biefen le^ien ®(eicl()uri.4en ^olgf , . bag bte SRofmdW bie ge^ 
taie ©ürcbfcbnittSlinie ber bur^) beii *^unft (»t^j/^z) an einen ftp? 
perbbttf^ert Gplinbet Unb art (\n SRotatioriSellipfoib/ <ortd^ n^ps 
burc^ bie ®leid^wrtgert$ • 

\|.2 — ^^ ±= consL^ ±' -f- y^ -h 2 2^ = con«^/ 
ou^ebrudft werben/ gelegtem iBerü^rung6ebenen i|l< 
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«e>ei*net man fcmt t>te »eranb««*« 6Mtt>in«t«n einer bet 
erjeuflungWinien, worin t>tr |>unft (ar, y, 2) tieg*/ mtt |, ij, 5, fo 
l^ot man: 

(90) {i? = cg, ari2 + jf| = c(C + r);' 

ünb au8 ben ©leic^unflcn (90) in SJerbinbung mit ber ©teic^ung 
(86) folgt: 

lij-harjf — arij — y| = 0, 

ober wa$ ba1|«(bc ifl: 

(Ol) «-■ar)(i?-y) = 0. 

X)ie beiben erseuttungStinien »»erben alfo bur^ bie jwette ber 
®lei<H>un9en (90), »erounben mit einer ber ®Ui(^ungen: 

(98) 1=*, (98) ij = » 

ftufgebrfirft, unb bie eine berfelben iftbeflanbig aufberTCre berarunb 
bie anbere bejlänbig auf ber %xt ber y fenfce(^>t. , . , 

88 e i fi» i e 1 1. JBetra^ten wir nun bie frumme 5lad(?e be8 jweu 
ten ®rabeS/ wtl^t bur^) bie ©let^ung: 

(9*) Ax^+By''+Cz^-\-iDyz + 2Ezx + iFxy = K 
ouJfltbrucft wirb; fo ift bie ©iffcrcnitalglcicfeung biefcr glac^e: 

+ (Ear + Dy + Cz)rfz = 0, 
unb für bit ®(d*ung ber äSBetö^rüngSebene erbalt moxi folgU4>: 



(95) 

ober: 
(06) 



w%enb^bte ®leldi>ungen ber Slbrmale m bet gorntet: 

t-z 



Ex-i-Dy + Cz 



en(^a(ten ftnb. SBenn man in ben ©(eicbungen (95) unb (96) bie 
^oorbmaten Xy y, z aUetn al§ toerdnberlid) betrachtet, fo brucft bie 
erfle eine nt\xt%iäd)t be^ iioetten ®rabe6 au^, m^d)t ber gegebenen 
fibnlic^ ift, HVfy n)ot)on ein 2)urdS)meffer mit bem oom TfnfangSs 
pmttt na^ bem fünfte (|,iii{;) gezogenen diabiu^ector jufammens 



flQt, Unb bie jn^eife brStft ettte neue ^ene ätldi £)(efe <S6ene 

f4>neibet bie betbcn gldcbcn beS jweitcn ®rabe§ nacb einer einjigen 
ßunoe, tt>el4)e ber gepmetrrfcbc £)rt ber S3erubtung§punfte ber gegei 
benen gldcbe mit bert an jie burcb ben ^unft (|, ly, g) jÄegten »i» 
tubrunflScbenea iji/ 

SBaS bic SBinfet A, ^, v betrifft, vDef^e bie burd^ bert ?Junft 
(^'> y> z) geioaene 9?ormale mit bcn J^albarcit ber po^mn ßoorbis 
naten bilbet, fo ergeben fie ficb au^ ber ©lei^ung (6), welcbe gibt: 

cos^ cos^ 

(98) / Aie + Fy + Ez ~ Fx + By + DT 

cosv 

Ex + Dy + Cz ' 

SBeifpiel 8. 2>urd) a^ hj c woUen wir pofitit)e ßonflanteri 
Be^eic^neii unb ein SQfpfoib betracbten/ beflen, ju ben Soorbinatem 
axtn parallele '^xzxi burcb 2 a, 2 6^ tc auSgebritcft xotxbtn, fo tfl 
bie ©leid^ung biefeS @Ut))foibe6: 

unb bie ®(eicbung ber S3erubrung§ebene ^ 

xo&^ttn\) {t^ bie @Ietdl)un0en bec iRormate cxA ber ^otm^i 
aoi) oMI-:r) ^ 6Mi?-?/) ^ .cMe-z) . 

ergeben. Um ferner ju erfahren , ob bie burcb ben f)]unft {x^ yi z) 
gelegte JBerubrungSebene ba6 ©Hipfoib fcbneibet, ober nicbt, braucbt 
man nur ju unterfucben, ob man ben S$eränberli<ben ii Vt t ^^^^ 
tere ©pjleme reeUer 2Bertt)e beilegen fänn, weld^e §u gleicher Seit 
im beiben ©teicbungen: 



(102) |,+^ + ^=l, |^ + if-+,. 



= i 



©enuge leifleit. mn folgt aber att§ biefen lefeten ©leid^Ungert in 
Cerbinbung mit ber ®Ui($ung (99): 

0ber was ba{fe(^e t|l: 



— MO — * 

Um ber wx\)ixiti)tnbtrt ®tet4)un^ ©ettfige )u Uxfttgf muß man : 

mb folglid^: 



1—IL=L=± 



2 ^ ^^ * 9 



.2 



a^ "T- ^2 -r ^ 
b. ^. ' 

feigen. Solglid^ ip ber ?)unft (.r, jf, z) bcr clnji^e gcmcinfd^^aftlicbe 
^unft bed 6Uipfoibe$ unb bej ißerübrung^ebene, n>ad letcbt Dorber 
ju (eben wcnr. 

93etfptel 9. SBit n>oSen nun bte burcl^ bie enbljcbe ©(eic^^ung: 

ouSgebrfidPtc frumme Stacbc betracbtcn. 25iefc glac^C/ wcl4>e @nip5 
fen al§ 2)urdbfcbnitte gibt, xotxm bic fcbneibcnben Sbencn auf bcr 
!K]re bcr z fenfi'c^t finb unb ^ijpcrbcln , wenn . fic auf bcr Are bcr 
X ober ber y fcnfrc^t finb, tjt bic iDberfläcbe bc§ ^^pcrboloibcS 
mit einem Saci)e. SBcnn man burd) bcn ^3)unEt (.r, y^ z) eine fBc« 
rubrungSebenc unb eine 9lormale an biefeS ^i)peiboIoib tegt^'fo ers 
i^aix man atö @(eicbung bcr SScrübrung^cbenc: 

c 






»o^rcnb bic ®lcid()un9cn bcr 9lormale in bcr formet: 
(105) ^''ii-^) ^ l>Hri-y) ^ cHl-z) 

X . y z 

cntbalten finb. Um ferner ju erfahren , ob btt ©eriibnmgScbcne 
biefeS ^9^)crboloib fcbncibct ober nicbt, braucbt man nur ju untcrfus 
dbcn, ob man ben SSerd'nberlid)cn 1^ i?? 5 mebrerc ©pftemc rceUcr 
SBSertbc beilegen fann, welcbc ben beiben ©Icicbungen: 

2U gletd^er 3(tt ©enüge («tflen fönnen. iRun fotgt aber aue liefen 
legten ®(et4>ungen, in SSerbinbung mit ben ©teic^ungen (103) t 

Y£l-i_ Jl^ /^ ^' ^jL\ 1 /"^ 4-llV 

=0+^)0+*)-0+f)'. 
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ober, wa& taffetbe ifi: 



2 



unb folglich: 

(108) 
ober: 
(109) 



^v-zlL—lizl. 

ab c ' 

ab c 



SSerbfnbct man fucceffit>e bic ®leic|)un9en (108) unb (109) mit 
ber jwcilcn ber ©Icid^ungen (106), fo erl)dtt man im\ä)tn ben 60:: 
orbinatcn ^^ V> t iw^i ©#eme t)on ©leid^ungcn, »cld^c jwet ©es 
rabe auSbriirfen/ bie auf bcm ^^pperboloibe bur^ ben^unft (x^y<,z) 
gejogen jinb, SBS^nn ftd) biefer ^un!t bewegt, fo bewegt fid^ jcbe 
ber beiben ©eraben anii) unb erjeugt ba§ S)\)pzxhoioib mit einem 
gadj^e. ^ , 

£)a aöe ©rjeugung^linteh bie (Sbene ber x y treffen, fo fann 
man ben'^ünft (a:, y, 2) mit einem ^untU ber @Ui})fe: 

nad^ weld^er biefe ßbene ba§ ^t)perboloib fd&neibet, jufammenfaHen 
laffen unb folglicb in. t>tn ©lei^iungen^ ber beiben ©pjleme ber (iu 
jeugung§linien.z = fefeen. 2U§bann oertoanbeln fic(> biefe ©leid^Jum 
gen für baS erjte @t)jtcm in: • ' 



^ ^ a- ' fc^ ^ 


aÄ c' 


unb für- ba§ jtoeite in: 




<"») #+f-'. 


a6 c 



25ie erjle ©leid^ung, weld&e bei bem Uebergange t)on bem einen 
©pfteme 5um anbern biefelbe bleibt, jeigt offenbar, baß bie ^rojecs 
tionen aller ©rjeugung^linien auf ber Sbene ber xy gerabe Einien 
finb, n)el4)e bie eben erwähnte ßUipfe berubten. 

SBenn man jur 85creinfad|)ung ber Stecbnungen: 

(113) x = rcosPf y = rsi^Py 
fefet, fo gibt bfe ©leidf^ung (110): 

(114) r = 



(O^W^P + Ä^COÄ^P)*' 

unb man Ht folgltd^: 



— 18» - 

nbco»p 

ahsinp 
y — L , 

(a* «Vi - p + 6« CO«* p)^ 

Sßenn man bie t)or^ergeI^enben SBtrt^e t>on :i: unb y in W 
®(ei(^ungen (111) .unb (112) fubflituirt unb bann bartn x^ y, z 
für £, 17, £; fegt/ fo loerwanbeln jtcb btefe ®Uld)\xnQtn refp. mt 



(110) 



tin^: 



(11t) 



— X COS p-\-ry sinp = (a' «Vi'p + 6* cos^p)* , 

ycosp — ar«>ip = (a* «*fi«p + 6* co«^p)*- , 

— a: COÄ p + T- 2(^*»*P = («^ sin'^p -f- ft* 00«^ p3*. 



gcsinp — ycoÄp = (a',5Äi*p-f-6* co**p) 



^^ 



!Dtan fann ftcb (eicbt btrect äberjeugen/ bafi jebe ber burcf^ ba$ 
©pftem bcr ®lci(t)ungen (116) ober (X17) aii6gebru(ften (Seraben 

Sanj in ber iDberfläc^e be§ ^9i)erboIoibeS mit einem g^cbe liegt; 
enn, wenn man bie beiben (Sleicbungen (116) ober bie beiben 
®Iei(bungen (117) jufammenabbirt, nadjbem jeber SEbeiC jum ßuas 
brate erhoben ijt/ fo erbatt man btc ®(eicl)ung (108) wieber, 'Anger* 
bem wollen' wir bemerfen, baß bie ®röge »^ wel^e für biefetbe 
@rieugung§linie con{lant bleibt ^ wieber ben SS^mfeC au^brudPt^ weL 
^en bie *Äre ber x mit bem t>om 'Änfangöpunfte nad^ bem fünfte, 
wo bie betracbtete ßrjeugungSlinie bie @bene ber x y trifft, gejoge? 
nen SfabiuSoector bilbet. 

So fei nun: 

1 

/^^o\ /c ä«'tep + (a*«'n*p + Ä*co5'p)' 

^ ^ bcosp 

fo ergibt {td^ mi ben Formeln (116): 

a», i_|=«(._|).i+±=^i+|).' 

yxn}^ au8 ben gor mein (117): 
' SSfnn man bagegtn: 



/^9^\ fc acoäp-^-Ca^sin^p + h^cos^p) 

, sin p 



i 



fe^te, f» folgte ou» ^ir Socntfln (11«): 
unb ouS ben %pxmtln (117): 

,«) .J_l=.,(a-£). !+£=•(. +D. , 

SBenn aifo ber IBu^jlabe @ eine lotUfu^ritcbt Sonftattte be:: 
jetdt^net, fo lonnen bte ©etaben^ Vüelcbe bte @rieusungBltnten be§ 
^9)>erbototbed bilben, burd^ bte ©let^ungen (11»), (120), (12S) 
ober (123) (tuSgebrüdPt n^erbcn. ferner loollen xok bemtvUn, bap 
ftc^ btr (Sleic^uncien (119) unb (122) auf eind ber betben ©pfleme 
Don @r;ieugung^lmien belieben, toäbrenb ftd^ bte ©(etc^ungen (120) 
unb (123) auf ^a^ anbere Softem bejieben. 

S)a bte burd^ einen gegebenen ^Punft an bte t)Uxflä6)t bed 
^p))erbo(otbe§ mit einem Sad^e jgelegte Sbene btefelbe nur in einem 
etnjigen ber fünfte, too jtcb betbe treffen, berührt/ fo folgt, baß 
biefe Slac^e feine beoelo))pabe(e ifi unb ju ben fogenannten i9tnbs* 
fcbiefen gldcben gebort. 

^eifptel 10. S3etracl^ten wir ie^t bie bixxi^ bie enbli^^e 
@ieid!)ung : 

(124) 

au^gebrücfte frumme %lä(i)t. S)iefe %läd)t, weld^e (SUipfen aü 
2!)urcbf4^nitte gibt/ n>enn bie fcbneibenb^n ßbenen auf ber Hxt 
ber z fenfrec^t ftnb unb ^pperbeln, to^nn fte auf ber Vre ber x 
ober bery fentrecbt ftnb/ beflet^t auS jn>ei Säcbern/ wo in jebem ber^ 
ber (Sbene ber x y am näd^ften liegenbe $unft auf ber Vxt ber z in 
ber Entfernung c oom 2Ciifang$))unfte liegt. 2(ud biefem ©runbe 
i^eigt ber oon ber in 97ebe ftebenben f^läcbe begren5te Mtpn tin 
£)9perboloib mit {wei ^ädE^ern. SZtnn man burd^ ben 9unft 
(x^y^z) eine S3erui)rungdebene unb tim 9iormale an biefed ^pptr^ 
bolotb legt, fo ^^ält man aU ©leict^ung ber jBeru^rung9ebene: 

> » 

loali^renb bie (Sleicbungen ber 9tormate in ber fformel (105) beft 
t>ori^erge(^enben Säti^pitM mtWttn {tnb. @cb(ie|t man^^ ferner n>ie 
in biefem SSeif^ele, fo l^at man offenbar fiatt ber ^etc^img (10^ 
folgenbe : 

worauf folgt: 



r« 




»' _i ».„ *' ,jL ^' 


c* 


ja -1 OOCt ^2 1 j, — g2 
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mA mm man bic mtläjm^tn (IM) ttnb (185) berftfff^^tlgt: 

golfllf* ifl ber ^unft (ar, y, z) ber einjige ftcmemfc^aftncl^» |>unft 
be« A^perboloibee unb bcr SScrü^rungScbene, 

SSetfptel llf S3etrad^ten n>ir enbli(^ bte burd^ bte ©(etd^ung 
(41) in JBo^lefung U, nämlicb; 

(1») « = a JB arc taw^^ ((-l^)) > ^*«^^ » « * '^^'^^ 

«t^gebrötfte^ fc^raubenfSrmtge gld'^e, fo iji bie Dtfferenjialgjci^uaa 
berfelben: ' . 

- n xdy-—ydx 

(128) {abtti ' 

' -^ dz=xd^ — ^d.T, 

ffolglid^ ift bte ®leidi)ung bcr JBerfl^mnftSebcnn 

^oÄdtenb bt? ^leid^ungen be? 9?ormaIe in bcr tJormelJ 

a/2(J; — z) _ y — y _ j — x 



(lao) 



^2-{-ya — a? y 



entbaltcn ftnb. SBermitteljl bicfer ttcrfd&iebcncn ©Icid&ungcn lanrf . 
man leid[)t t)crfcbicbcnc ©gcnfcbaftcn bcr in SRcbe fiebcnbcn gta'cl&^ 
finbcn unb-j, SS. bewcifen, t)a^ bte SScrubrungöebenc bte frummc 
Slad^e nad^ unenbltd^ tiiclen Linien fcbnetbet/ n)Qt)on bte eine mit 
her (Sr jcugunaSttnie , b. i). mit bem ttom SSerüt^vunj^pnfte auf bie 
tjfjce ber z gefällten ^erpcnbifcl jufammenfällt. 

8u bemerlen ijl/ baß bie Üvt ber z ganj in ber burcb bie 
©(etd^üng (127) auggebrüdPten frummen^S^acbe liegt. 3Bjenn man 
bie ©leid^ung ber SBerubrungöebcne für irgenb einen auf biefer Hxt 
Hegenben ^nnlt l^aben »iU, fo muß man in ber (Slctcfcung (129) 
bie Goorbinaten x unb y auf 5WuIl rebuciren/ ober »a§ baffetbe ifl, 
in ber ®(eicbung: . ^ ' 

melcbe auS ber Stimination t)on y jwifcbcn ben ©teicbungen (127) 
unb (129) entjtebt, ^ = fefeen. ^ SJerfdbrt man auf biefe IBejfe, 
fo erbalt man für bie ©leidbung ber ^ern^rungSebene in eitieiit 
3)unf te bcr Ä]ce ber z : 

rj z 



I ^ aB 
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©fefe ßbene, xoel^t immer Dcrtfcal ifl unb bte erwähnte Hxt 
entbatt, t)eranbert alfo tbre Sficbtung mit i'tt Orbinate z beS S5es 
tubrung^punfteS unb nimmt biefclbe JRicbtung wtebtr an, wenn ba§ 

ajerbattniß —^ um eine beliebifle tniafjl flanjer Ärei6umfdnge jUs 

ober abgenommen b^^t. 

3ui9eiien bieten bte in einer frummen l^lacb? liegenben Sinien 
ober ?)unfte d'bnlicbe bemerfen§»ertbe ©igenfcjaften bar, toie bie fim 
guldren |)unfte ber 6un)en; Unter ben pnguldren fünften ber frum* 
mtn Slawen ftnb befonberd bie gu bemerken , buv^ toeldE^e man um 
enbltcb lotete IBerfil^rungdebenen lesen fann. 3n jebem joI^en f)un(te 
werben bie au§ ben @(eicbunsen (8) ober (9) abgeleiteten SBertbe toon 
cosXy cosfij C08V unbejtimmt, wetcbeS nur !n Jtoei gdßen jlattfins 
b(^n fann, nämtjd; 1), wenn wenigflenS eine ber ®ro|en: 

du du du 



dx' 



dz 



einen unbestimmten SQSertb belommt, unb 2) wenn biefe bret ©rogen 
alle jugleicb 9luU. ober unenblidb werben. 3n bem einen unb bem 
anbern SaUe loerwanbelt itcb bie ©leid^ung (2) , welche bie S3erui)s 
rungSebene au§brucft, burcb @ubilttutton ber Sßertbe t>on x, y, z 
in eine ibentifcbe ©(eicbung, ober w^igfleng in eine ©leic^ung^ 
wetcbe eine wiUfubrlicbe Sonßante entbd'lt, 

JSetracbten wir j. S3. bie @pi^e ber burcb bie ®(eicbung (50) 
auSgebrucFten ^egelflacbe. ^a biefe ®pi^e mit bem 2(nfang^punfte 
iufammenfdUt , fo finb bie jugebörigen äBertbe oon Xy y, z 3lnU 
unb wenn man biefe SBertbe in bie ©(eicbung (53) fubjtituirt , . fo 
t>erfcbwinben ibre beiben 'Sll}^iit• SBenn man jebocb ftatt ber recbts 
winfligen Soorbinaten x, y bie ^olarcoorbinaten r unb p, weld^e 
mit* ben erflern burcb bie ©(ei^ung (113) tjerbunben fihb, eins 
fubrt, fo gibt bie ©leid&ung (50): 



(131) 



+ ^ 
- R' 



unb bie ©leic^ung (53) wirb allgemein 

(132) tcosp + risinp = Ri. 

T>k ©leicbung ber SSerubrun^Sebene erttbdtt alfo nur ejge ber 
?)olarcoorbinaten , nmiid) t>tn SSSmfel p. 2)iefer 9Binfel, weldbcr 
für alle anbern fünfte ber Äcgelfidcbe aU bie ©pifee "beftimmt ift, 
ijl eS aber für bie ©pifee felbjl nicfet mebr unb üerwanbclt pcb alS^ 
bann in eine, willfubrlicbe Sonjtante. 25en üerfcbiebcncn SBer/beU/ 
welcbe biefe ßonjlante erbatten !ann, entfpredben uncnblid^ t>iele, 
burcb bie ©leidbung (132) au§gebriicfte S3eritbrung^beneh ber S^-^ 
pelfldcbe,^ 



92ittelpun!te tinb iDurc^mcffer t)et frummen %l&6)en unb bn 
im 9taume bcfc^ricbenen 6ui)>en. 2f]cen ber Frummen S(d4)en. 



Unter bem ÜRittelpunFte einer (Surt>e ober einer Frummen 
^Idcbe t)er|tebt man einen $unft Don fold^er SSefcbaffen^eit/bag bie 
t>on biefem ^nFte nacb ber 6ui'\>e ober nad) ber Frummen ^lacbe 
Sejogenen 9?abtertt>ectoren \t ^mei unb jmei einanber gteicb unb nad) 
ent^egtngefe^tem @inne aericbtet ftnb. 2$enn eine Frumme Einie ober 
S(dd^e emen 9R!ttel)>unrt l^at unb man oer(e<)t ben 7(nfan0§punFt 
ber ^oorbinaten in benfelbeU/ fo ttoirb bie ©letcbung ober bte @leis 
(bungen biefer Frummen Sldcbe ober Sinie jmifcben gerabttnigen <§0s 
orbinaten Xy y, z nicbt geanbert, xotm man —a: flatt x, — y 
^an jf unb —2 ftatt z fe^t. SQ3enn ber SKittelpunFt mitbem^unFtc 
xufammenfäOt/ beffen 6oorbinaten a^bjC ftnb/ fo mirb bie®Iet(bung 
ber Frummen gldcbe ober ba^ ©pjlem ber beiben ®leicbungett ber 
ßurt« nicbt tocrdnbert/ wenn man 2a — ar ffir Xy 2b — y fftr y 
unb tc — z für 2 fubjlttuirt. 

93eifpie(e. t>it Frumme %lä(i)t be$ jweiten ®rabe$/ wtld^t 
bur(b bie ©leicbung : 

j ^a:^- + By2+c2^:^2Dy2 

^ I +iEzx + 2Fxy=^K 

ouSgebrücFt wirb unb bie Guroe, nacb weld^^er biefe %iä(i)i burcb 
bie ebene: 

(2)^ X cos A -}- 9 cos II ^z cos v =; 

gefcbnitten wirb, baten *ben 2Cnfang§punFt ber ßoorbinaten jum A^^ 
meinfcbaftticben 2RitteIpunFte. 

9Benn Xj y, z recbtwinFlige ßoorbinaten bejeic^nen/ fo b^ben 
bie Äu^el: 

(S) (a:-o)« + (y-6)« + (z-.c)2=Ä^ 

unb ber bur4^ ba^ (Softem ber ©(eicbungen: 

(x — d) cosX + (y — Ä) cosfi + (z — c) cos V =^0 
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du^gebrucfte StwA ben 9)un(t (a, 6, c) )um ge|Nfüifd^aftti(|Kn 

mttttpnnttt. 

eine frumme £inte obeY fftad^e fann unenbltcl^ viele ÜSitteU 
punttt traben. SBenn man jl ^. in einer/ auf einer gegebenen (^^ 
raben fenfrecbten ebene eine Suroe befcbt^ibt^ toeld^e einen bittet 
pun!t auf biefer ©eraben bat unb man confiruirt eine cplinbrifcbe 
^läd^t, beren SaftS biefe @urt)e i{l unb beren erjeugungSlinie ju 
ber genannten ©eraben ))araQet ijl; fo ifi jeber ^unft biejer ®era$ 
ben offenbar ein ^itttlpuntt ber cp(inbrifcben S^äcbe. 

Sebe, burcb ben SKIttefpunft einer frummen Sinif ober %läi)t 
geiogene (Serabe ijl ein Durd^^meffer biefer frummen Sinie ober 
glä^e. 

eine %xt einer frummen ^läcbe ijl eine ^erabe Sinie, wtlibt fo 
gebogen ift, bag fte iebe ber ebenen :l)ur(bfcbnttt§curt>en/ toel^^e man 
txHit, w'enn man bie frumme gladbe mit ebenen fcbneibet, bie burcb 
biefe ®erabe geben, in jwei fpmmetrifcbe Sbeile tbeilt; eine fold^e 
Tfre ifl notbvoenbig auf ber frummen ^Idd^e in jebeni fünfte/ voo 
fit biefelbe trifft, normal, wofern bie burcb ben 25urcbfcbniftSpHnft 
gejogene S5erubrungSebene nicbt unbejtimmt tüirb. gerner ijl jeber 
^unrt ber Tixt offenbar ein ÜRitteljjunft ber SurcbfcbnittSötrüe/ 
xotld)t mm tti)ält, wenn man bie frumme Sldcbe mit einer auf ber 
Zxt fenfrecbten unb burcb biefen ^unft gebenben ebene fcbneibet« 
SBenn alfo biefe Are mit ber 'Are ber x jufammenfdUt unb bie 6e» 
orbtnaten x, y, z recbtwinflig ftnb, fo' nrirb bie (Steigung ber frumi 
mtn §ldcbe nicbt gednbert, xomn man barin ju gleic^^er 3^it -— jf 
für y unb — 2 für z fefet. 

e§ fei nun 
(5) tt = 

bie @Ieicbun0 einer uberaK gefcbloffeneö frummen %lad)t, wo a= 
f{x, y, z) ethe Function ber red^twirtWigen ßoorbinaten .r, y, z be« 
jeicbnet, unb wir wellen annebmen, bag ein gewi{fer ^unft (O) 
ber einjige ÜRittelpunft btefer frummen ^Idcbe unb aller mit ebes 
nen, ,bie burcb ben $unft (O) geben, in biefe Sldcbe gemacbten 
S)urcbfcbnitte fei. SBenn bie frumme f^tdcbe u = eine ober meb« 
rere Ären b^t, fo mu§ ber ^unft (O) auf jeber berfelben liegen^ 
weil bie, burcb biefen ^unft fenfrecbt auf bie Ären gelegten ebenen 
bie frumme f^läcbe nac^ Sunden f^neiben,. beren eingtger 9Rttte($ 
puntt biefer $unft ift* SBenn maft Der S3equemlicbfeit wegen bett 
?)unft (O) in ben ÄnfongSpunft ber 6oorbinaten \)er(egt,.fo bitbeu 
ber vom ÄnfangSpunFte nacb bem fünfte (x, jf, z) ,ber frummen 
%iää)t gezogenen SfobiuSüector unb bie in biefem ?)unfte errid^tete 
Normale mit ben ^(baren ber po^tmn Soorbinaten SSixdtü, beten 
eoftnud einer @eit§ ben Soorbinaten: 

unb onberer @ettS ben abgeleiteten Functionen: 

du du du 
dx * rfjf ' d% 

^proportional {tnb% 
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SBit füoQeit mtri annel^ntenr baß bet Sfabtudioectoir mit einer 
Hxt ber frummen gtdcbe jiifammenfaUe. £)a biefe Are nac^ bem 
loetter obeti ©efagten ttn '.KUgemeinen mit ber burcb ben ^unft 
(x,y,z) erri^tetett 9{orma(e {ufammenfäUt/ fo werben bie ®rdßen: 

' ^^ ^^ ^^ 

da: ' rfy ' d2 

offenbar ben Soorbinciten .r, v, z proportional unb man ^t folgs 
lid^: 

.^v \dx ) \dyJ \dzJ 

KP) = ^^ — = . 

• X y z 

^ . (g^ ijl iu bemerfen, baß an ber ©leicfeung (6) nid&t^ ju ins 
bem n)are/ n^enn bie gegebene Stäche nid^t burc^ bte®(eid)ung (5), 
fonbern burd; folgcnbe: 

(T) t£ = c, 

• 

»0 c tiXit conflante ®r6§e bejeicbnet , au^gebrücft' wörbe. 

£)ie ®Ieidi)ung (6) ifl in S[$erbinbung mit ber ©leic^ung (7) 
jur S3e|limmung ber ßoorbinatcn o:, y, z ber fünfte, wo bie burcb 
ben Xnfangöpunft an bie frumme gUicbe m = gejogenen 9lormas 
len biefe gleiche treffen, l)inreic^enb. Seber biefer 5JcormaIen cnts 
fpri^^t ein befonbere^ ©pflem oon SSBcrt^^en ber SJeränberlic^en 
X, y, Zy unb wenn biefe -iSSertf^e in ,bie gormel; x 

fK\ COSk COS II COSV __ X 1 

^ X y 2 " V (^^+^^ + 2:^) 

fubjtituirt werben, fo geben fie bie SBinfet A, ;*, v, welche bie nacfe 
bem einen ober anbern ©inne verlängerte 9lormale mit ben ^albs 
aren ber poftttoen @oorbinaten bUbet. SSBiQ man nun wiffen/ ob 
bie betradj^tete Slormate eine 2Cjce ber frummen gleiche te = c j|l/ fo 
brauct)t man biefe %i&iit nur mit @benen ju fcbneiben, wel4)e auf 
biefer 9lormale fenfrecbt ftnb, unb ju unterfudE^en, ob ber Mittels 
punft ieber ©urd^fc^nittScunoe auf ber SRprmale felbft liegt. Slimmt 
jman nun auf ber nacb bem einen ober anbern @inne t)er(ängerten 
Normale einen ^unft, weldber üom XnfangSpunfte um bie gange k 
entfernt ijl, fo ffiib bie 6oorbinaten biefe§ 9>unfte$: 

kcosXfkcosuL, kcosv 

unb bie burd^ benfelben 9)unft gel)enbe unb auf ber 9lormale fenf- 
rechte 6bene wirb burc^ bie ©letc^ung : 

(9) X cos A -f- y cos ft + 2 cos v = fc 

au^gebriidFt. fStan l^at alfo naö^ ben weiter oben gemadt^ten 38es 
merrungen nur ju unterfud^en, ob ba§ ©pjlem ber ®leic^^ungen {7) 
unb (9) veränbert wirb, wenn man für bie ßoorbinoten Xy y^ z 
bit 2)ifferen Jen : , 
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ikcasl — X9 21c cos II — yy ikcosv^z 

fubftituirt, unb ba bic ©lelc^un^ (9) nad) biefet ©ubjljfutton i^re 
urfpriinqlicbe- ^cxm wiebcr annimmt, fe mu^ man^ inbcm man 
./•(.r, y\ z) {iatt u fc^reibt, b{ü§ untcrfudj)cn, ob bie ©Icic^^ung: 

(10) f{2kcosk'-'X, 2kcos(i — y, 2kcosv—z)=z0^ 

für ieben SSertl) \)on k auS ber SBerbinbung ber ®(etc(>ungen (7) 
unb (9) berDorflcben fann- 

SBcnn bie/gunction u eine O^omogene Function be§ twten ©ros 
beS ijl, fo i)at man: 

unb bte ©leicbung (6) l^at na(i[)jlc]^enbc jur golge: 

( du \ y rftt \ / du\ 
.12, dar y _ V<<y y _ Vrfzy _ mw 



SBcjeid^net man altJoann ben \)om TfnfangSpu'nfte nai^ bem 
fünfte (o:, y, z) gejogenen 9IabtuS\oector mit r unb fefet folglid^: 

(13) a:2+r+^-^r^ 

fo ergibt fid^ au§"ben ©leicbungen (7) unb (12): 

( dtg \ / du \ / du \ 
dx ) _ \ dy ) __ \dz ) _ mc 
^ X y z - r'^ * 

& tjl »ol)I ju bemer!en/ ba§ bie ©leidbung (6) nadj) ben in 
ber 25ifferenjialrecbnung SJorlef. "22 aufgehellten ^princi^jien für bie 
trumme glätl;e u=:0 ober tt = c bie ^rogten unb fleinjlen^SJertbe 
ber gunction ar- -f j/* + z- un^ folglicb bie größten ober flemjlen 
SBertbe beö Sfabiu^oectorS r bejtimmt. SBenn alfo eine tmmmt 
£}berfla(l()e eine ober mebrere, burc^ ben TtnfangSpunft gel)enbe %xm 
l)at, fo mug ber, ^{abiu'6t)ector nocb einer biefer "Ären gerichtet fein, 
um ein SKajcimum ober Ü)Jinimum 5U werben, waö übrigen^ leicj^t 
t)orI;er einjufeben n>ar. 

2)ie eben aufgehellten ^rinjtpien laffen ^6) nun leicht auf bie 
TTuflofung ber folgenben 'Aufgaben anwenben. 

'Aufgabe 1. .25en 9Rittelpunft unb bie 2f]cen ber burd^ bie 
®jleid?ung:. * • 

(Ib) I ^^^ + By'^'}'Cz^+2Dyz + 2Ezx 
I +2Fxy+Gx + Hy + Iz = K 

auSgebtudften frummen SläiSbe beS )V9eiten ©rabeS ju f{nben, }mm 
fte foldbe t)aU 

'jtuflofung. SBenn bie ^(acbe (15) einen SRittelpunft f^at 
unb man bejeic^net bie Soorbinaten beffeibm burd^ xoj yo» z^, fo 
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brauet man, um" beii Tinfansivwat in tiefen |>wift ju wriegen, 
nur :r + aro für *, y + yo für y unb z + so für z in bie ©teicbung 
(15) ju fefeen; Da ferner bie tran§formirte ©teif^ung, nämtict): 

+ 2 (^«0 4- Fyo + £"20 + <?) « 
. . +2(Fxo + Byo + Dzo + H)y , 

= K—(Axo'^ + Byo'^ + Czo''-\-iDyoZo 
+ 2 £zo aro + 2 Faro yo + Gxo + Hyo + /zo) 

ni*t t)cranbert werben barf, wenn man ju gleicher 3eit — or für x^ 
— yf&xyunb—z für 2 fubftttuirt, fo muffen ^xö^ t>\t (Soeffictens 
ttn t)on X, y, z tn ber tranSformirten ©lejcbung ouf.SRuU rebwiU 
ren. ^an |)at alfo: 

j Axo + Fyo + Ezo = -G/ 

(17) Fxo+iByo + />zo = — fl^, 

£j:o + D 1/0 + Cro == — /, 

unb fölfiti^: 

_ (ßC-D^)G+(DE-CF)H+(fD-BE)l 
^^^ ~ ^4ßC— /> '^ - £^ß - F'C+iDEF ^ 

/1ö^ y — {D E--CF)G+{CA-,E^)H^{EV^AD)I 
(1»;^ Jfd— ABC—D^A — E'B-F'C+tDEF ' 

_ (FD^BE)G+iEF^AD)H'h(AB-F^)I 

9lun geben aber bie tsjleicl^ungen (18) jebeSmal ein erngigeS 
@9fiem enblkber SBertbe üon ^to, 2^09 zo, wenn bie ®roße: 

(19) ABC-D\4-E^B-F^C+2DEF 

^ einen »on 9JuII üerfdjjiebenen 2Bert^ f)at Sie frummc glddl^e (15) 
\)at folglicb ol^bann einen einjtgen ^ittelpunlf, weldS)er in einer 
enblic^en Entfernung \>m 2(nfang6punfte liegt. SBenn man bagegeti 

(26) ABC--D^A'-E^B^F-C'\'2DEF=0 

fefet, fo wirb bie ©ntfernung beS 9RitteIp«nRe6 wm ?(nfatfg§tJunfte 
unenblid^ groß, b« b« e^ gibt feinen ftRittelpunß' me^r, wofern ntc^t 
ber jweite SSIf^eil jieber ber ©leic^ungen (18) unter ber gorm % ets 
f4>eint- 3n biefem legten galle erhielte man unenblicb üiete ©pjle» 
me »on Sßtrt^en fAr xo, yo, zo? welche ben ©Uicftungen (17) @u 
. ntige leiften unb bie Irumme Sld'c^e (15) ^d'tte folglidS^ unenblic^ 
vitit 9tattlpixntte. 

ffienn bie %läött (15) emen 9Kittel)»ttnft ober unenblu^ Diete 
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^itt«())unfti M uitfc ff wirb einer btrftlhtn nim Tinfan^ipunttt 

genommen/ fo xoitb bie ©leid^ung (15) auf bte ^orm: 

(1) Ax'^ + By'^ + Cz^-{-2Dyz + 2Ezx + 2Fxy = K 

2uru(fgefii()rt SSenn man außerbem annimmt, baß bie Soorbina^ 
ten X, Vj z red^^tn^innig ftnb/ fo t^erificiren biefetben jiebeSmal bie 
auf bie "gorm: 

Axr{-Fy + Ez _ Fx + By + Dz 

(21) ^ X - y 



Ex-^Dy-^Cz _K 



,t 



rebucfrte ©leic^ung (14),' wenn bef \)om tSnfanflSpunfte nac^ bem 
9nnttt (or, y, z) gejogene SJabiuöoector auf ber gegebenen gldd(^e 
normal wirb. SD?an \)at folglich? al^bann: 

(A^-^yr + Fy + Ez = 0, 
(22) J Fx + (B^^'^y + Dz = 0, 

SBenn man {mtfcIS^en btefen Ul^Un ©Icic^ungen x^ y unb z eli^ 
minirt, fo erhalt man folgenbe^ * 

@e^t man enbltc^ btt Stwcit tpegen: 

(24) 4-=*, 

fo oerwanbelt ftdE^ bie ©leic^ung (23) in: . 

^«^ I (^-^^(^-^nC-s)-^DHA-s):-^E^(B^s) 
(20) I ^FHC-'S) + 2DEF=0, 

unb au$ ben ®(eicl()ungen (22) in SBerbinbung mit ber (SIelcbuna 

(Ö)folgtt ■ 

A cos l + F cos II + £co^ v^^scosX, 

(26) I f co5i + -Bco5fi4~^<>o*'' = *^^*f*> 
JE cos X + jD CO* ft + C CO« v=s cos v* 
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Die ®iet4MUi6^n 

£ange: 



=N/(f) 



)ebe$ auf ber (rummen ^dc^e normalen StabtuSt^ectdrS utib bet 
SSinfel A, fi, i;, i[9e(c^e etn normaler 9?abtu§t)ector mit btn S^alb: 
arett ber )>o{ttit)en 6oorbinaten bilbet, ^tnretcbenb. 

SS tfi üon SBtcbttafek, bte Xnjal^t ber ^plteme ber reeUett 
SEBertbe, n>eldt)e bie ©(etc^ungen (25) uhb (26) für bte Unbefanm 
ten CO« A, coj? ^, co« i; unb « geben tonnen/ ju befiimmen« ttm ^teri^u 
ju gelangen; nooUen n>tr iunä^fl bemerfen, ba^ bte ®letc^ung (25) 
aud ber ßltm matten ^on cos l, cosfij co« v {YDtfcben ben ®letcl(^ungen 
(26) entfprtngt unb bag ficb für einen reellen SBertb ^on^^, wetdper 
ber (Slei^uncf (25) ©enuge leiflen fann, auS ben ®leic()ungen (^) 
ein einjiger i&ertb iebeS ber SJer^dltniffe: 

cos II' . cos V 

^ unb f 



cosl 



CQSl 



ergibt. S)enn bie beiben erflen ber ©leic^ungen (26) fu^vn auf folgenbe: 



(27) 



COS^ __ CQSpL COSV • 

FD - E{Bs) ~ EF-D{A-8) ~ {A-sXB-s)-F^ 



+ 



y[[FD^£{B-s)]H-[£F-OiA.s)iH-[{A's)(ß's)^F^^\' 



(SS entfpri^^t alfo iebem reellen SSSertbe ber Unbefannten s eine 
einzige ®erabe, *n>eldt^e nac|^ 'ixoti entgegtngefe^ten 9Ii^tungen ii>erldn:: 
gert werben iann. . 

3JJan fann Pcb aucb leidet libetjeugen; bag tk ®leid[)ung (25) 
ntc^t gednbert wirb, wenn man für bie ßonjtanten: 



anbere ®roßen: 



A, B, C, D, £, F 



%, ä8, 6, J), 6/ g 



fe^t/ wel^e bie ßoefftcienten bet £luabrate Unb ber bo)$pelten $rd^ 
bucte ber Soorbinaten in ^er ©leicbung auSbrildPen tonnen/ wetd^e 
ftt^ auS \>tt ©teic^ung (1) ergibt, wenn man für baS ©i)jiem ber 
redS)twinRi3en ßoorbinaten x^ y^ z t\n anbereä ©p'ffem red^^twintlr^ 
ger Soorbtnaten i, ti^ i fubftituirt. Um biefed )U beweifen, wollen 
wir annehmen, baß bie x\aä} bem @mne ber ))ofitit>€n (Soorbinaten 
t>erldngerten neuen üxtn ber ßoorbinaten |^ ^^ g mit ber ^atbare 
ber pofitiüen x bie SBinfel «o^ «i? ^2» ^^^ ^^^ Ädlbare ber poffe 
tioen y bie SBinfel ßg^ ß^, ßa unb mit ber ^albare ber pofttioen 
z bie SBBintel y^? Tif y% bilben; fo ^oX man (f. SSorer. @. 13): 
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» 

I = 07 cos (»0 *^ y co«/3o + 2; cas 7^0* 

(29) { ij = xcasai +jco«]5i +^cö*yii 

{ 5=a; cos a^ + 3( cos/S, + 2 co« y^» 

unb wenn man bic afö Functionen oon f,i/,g auSgebrilcften SÖert^e 
»>on or, y, z in ben erflen Sl)eil ber ©leic^ung (1) fubjlitilirt, fö 
(r()ä(t man eine anbere ©leic^un^ \>on ber gotm; ' 

. (30) j n^+^V^ + ^i' 

i^terbet ift ju bewerfen, baß man t)erm5ge ber in>tf4)en bett 
beiben 2lrten \)on Soorbinaten aufgefleUten 97elattonen unb für be* 
liebige SBSert^e ber !ßeranberli<beri |j 1?, g ibentifcl?: 

f)at. !Kan fanil alfo bie ©(eid^ung (31) in SSejtebung auf febe bet 
aU unabhängig betrachteten JÜeränberlic^en |, 1/, g bifferenjiren* 
SBerridbtet man j. 25. bie Differentiation in SSejiel^ung auf S nritf 
erwägt, bag man t)ermöge ber ©leidbungen ('28): 

— = cos ao i "jffc-= c^* /^o > -^ = cos y0 

l^at/ fo erl^äU man: 

(Ax + Fy + JBz) cosao + (Fo: + Äy + Dz) cos /J^ 

4-(Fa: + I>y + Cz)cosyo = X|+Si?-4-e?i 

Ober wa§ baffelbe tfli 

{Ax+Fy+Ez)coscco + (fx+Bil+Dt)cosßo 
(82) I +(Far+Z>i(4-Cz) cosyo = '^a:cosao + 2/cö*/'o+ 2COSyo) 

' + S(^<^<>*«i+yc0si3i4*co*yi)'F®(^cofia2+y<^^*/*«~l"^^^^a)* 

i)agegjcn fa'nbe maxi, wenn man fucceffipe in S3ej«g auf jebjt 
ket ajeranoerlid&en tj unb £ biffer^njiite: 

. (^a:+Fi(+£z)cosai+(Far+Btf+l>z)cos/Ji 

(38) ! + (JE^+i^y+C';^)cosy, ;=g(a:cosaü4-2(cos^o + 2 cOsyo) 

( '\'fß(xcosa.-^ycosß.'\-zcosy^)-]-X>(xcosa^-^ycosß^+zcosy^)^ 
QFaud^p. 11, 13 
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I (-4jr+Fy4- Ez)co$a^'^(Fx+Bjf^Dt)eosß2 

35tc ©leid^unoen (W), (M) unb (84) ftnb notfewenbifl ibcn^ 
tifcl^/ b. b- fte mujTen für aUt möglichen SEBertbe ber SSeränberttcben 
X, Vj z erfüllt werben. Wtan fonnte baron^ leicbt bie ®ertbe \>on 
3t, 35/ ß, J), e, » «W Sunctipnen t)on ^, B, C, D, E, F 
unb bie SBert^e blefer lefetem ©röfen olS gunctionen ben erjlern 
arx^tbxüät, ableiten. ISenn man in benfelben ®(eic^ungen: 

X=:^COSk, y:=COSIly Z^=::COSV 

4 

unb ber ^urje wegen: 

« 

Icostto cosX-^cosßo co5|tt + co«yoCOÄi/ = cOÄg, 
coseci cosk-i-cosß^ cos^i-]' cosy^ casv = cofWt9 
cosa^ cosk 4- cos ß^ cos^i -f' cosy^ ^osv = cos 91 

fefet, ober wö§ baffelbe i|l, burcb 8, ÜR,,9l bie SBinfel bejei*net, 
n)eld)e ber 9?abtu§t)ector r mit ben neuen Soorbinatenaren bilbet; 
fo erbalt man/ wenn man bie ©leicbungen (26) berlid^c^tigt: 

I2£ cos 8 + g coäW-H^coä SH = scos 8, 
g coA' 8 + S5 CO* 5K + ^co*>2l = * co* ü» , 
e CO* 8 + £ cos Ü» + 6 CO* gi^s^o* 9?. 

T>ao ©pflem biefcr brei ©leid^ungen ijt bem \er ©leicbungen 
(26) gleicbgeltenb. SBenn man alfo jwifcben ben (Sreic^^ungen (36) 
t>\t ßofinuä ber SBinfel 8, gR, 5R eliminirt, fo mug nm t>ie ©lei. 
d^ung (25) wieber erbalten. SBenn man aber biefe Elimination 
t[>erri4)tet, fo erl)ä'lt mag bie ©teicbung: \ 

(37) i (^-*)(a5~«)(6~*)-2>'(«~5)~g4»-*) 
( ~s-(6--*)+2j)es=o. < 

golgli* ijl biefe ©leic^ung mit ber ©leidSjung (25)\ einerlei, 
unb gibt biefelben reellen ober imaginären SBertbc üon *. ) @^ i|i 
ubrigena einleudS)tenb, baß man* um bie ©leid^ung (87) iu erbals 
ttn, nur in ber ©leicbung (25) für bie ©rögen A, B, a fo £j F 
bie ®vöpen 2t, 85, 6, :£), e, g ju fefeen braucht. 

es^jerbient bemer!t ju werben, bagt man bie ©letc^^un^n (36)/ 
unb (37) birect erbielte, wenn man bie auf ber gla^e bcö'iwettem 
®rabe6 normalen JRabienoectoren fud[)te, inbem man t>on be\®iF^- 
d^ung (30) ausginge. * V. 

2ßenn man bie ®leic^?ung (25) entwicfelt, fo üerwanbelÄif« 
{tdj^ tn: 
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(38)1 *'-(^+*+<?>*+(^J'+^C+irC-D*-£2-F«)* 

@oU tiefe ®Ieid()una nicfet üeranbcrt werbm, wenn • man bic 
©rogen 7(, », ß, », 6, ? ffir We ©rößen -4, B, C, />, i5, F 
fubflituirt/ fo mu^ man l^aben: 

• 7l + Sä + (l=A + B'+C, 
(39) \ =^fi + JC-f JSC— D»-£«^FS 

SKan fonnte jebe bicfer legten ©leicbungen btrect üerißctren/ 
wenn man bie atö gunctionen \>on A, By C, D, E. F auSgcs 

' brucften aUgerarinen m^ti)t t)j>n 2t, 85, 6y ©, 6, ? m biefelben 
fubjlituirte unb bi( im^ä)tn ben 6o{tnu$ ber SIBtnIel a^, ßo, yo, 
^19 ß\9 7x9 «2> ^2» y.2 ftattfiinbenben Sielationen berücfftctiti^tc. 
!Dtan Unntt m^ bte ©letct^ungen (ZV) erbalten, tvenn man beuotefc/ 

, baß, für leben SBertt) t?on « bie ®lei(^un8 flattfinbet : 

{A — s){B'-8)(C—s)'-D'^{A-s) 
^ E^ (B - s) - F"" (C - 9) + 2DEF 

(^) ^ =(2t-5)(a5-«)(S~^)-2)M2t~*) 

giun braudS)t man aber ju btefem SwedPe nur }u bemerfen» ba| 
man, wenn man bie ßoefficienten ber SSeranberIi4)en ar, y, z in ben 
©leic^unaen (32)^, (3S)unb(34)refl>.mita», 6o, co, «,, 6,, c^, a^, 6^, 
C2 bejei^net, für bie SSJertbe biefer auS ben erjlen Sl&eilen abfleleu 
Xtttn Soef pcienten : 

üo = Acoscco + Fcosßo + Ecosyo , 
a, ^=Acosai -{- Fcosßo -{- Ecosy^^, 
a2=A €08 «2 -f- Pcos ß2 -f- Ecos y^ , 
fco = Fcoscco -{-Bcosßo -j- Doosyo , 

41) ^ &^=;FGOÄaj + *c^/^i +Z^co*yi3 
62 = Fcos a2-{-Bcosß2'\-Dcosy29 
Co = ^€0« aö -{-Dcosßo + Cco^yo 9 

C2=^Eoosa2 +Dco*/32 + Ccöä/^j 

unb für bi^ ai^ ben jweiten a;^ei(en abgeleiteten S33ert^i? b^rfelM- 
ßpefficienten: 
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bo = 7Cco«/Jo + %cosß^ + @co^/?3 , 
42) ( b^=^cosßo + fBcosßi+X^cosß^, 
b^ = dcosßo A-^cosß^ + Sco5/Ja» 
Co = Zcosyo + ScOÄ^j + Sco^y^r 
Oj = §co«yo + äBco^yi + 2) co«ya , 

• 

tt^it ^e^t man ferner ber Äurje wegen: 

(«) A = 

co$ao cosßi cosy2 — co^^o eosß^ cosyi 

+ COJ fifj cosß2 cosyo — CO*«! co5 /3o cosy2 
4- eo5 «2 oosßo cosy^ — cos «^ cosß^^ cosy&f . 

fo ergibt fidb an^ ben ®leid)un9cn (41) unb (42): 

ao&iCj — «062^1 4"^i^2 ^0 — ötj AoCa+OjÄoCi — öjÄ^ co 
= (^BC~D-^~£2D~-F2C+2I>£:F>A 

= (2tS36-S^22£_g.2^_g2g + 22)eS)A 

unb wenn man ao—scosao, b^—scosß^^ c^ — scosy^ för 
«0, 6i, Ca frfet' 

(ao — scosaa X^i — * ^OS ß^) (c^ -^ *C05y^) 
+ aj ^2 Co + «2*0 0, — 6j Cg («0 — scosuq) 
•^Coa2 (^i — scosß^) — a^ Aq (03 — scosy2) 

^r (^-^)(fi-^)(c--^)-~DM^-~^)i^ 
^r (^-«)(a5-«)(ß-Ä)-2)M^-~«)T 

L-g2(SB_^)_g2(g_^)^22)@g) J^- 

SJbibirt man bie le^te ©Icic^ung burd(> ^, fo erl^att man 
offenbar bie ©leicbung (M)) wieber, 

SBir wollen nun wieber. auf bie ©letdbung (25) guröcHommen. 
©a biefe ©leicbung t)om britten ®rabc ijl/ fo l)at fie wenig jtenS 
eine reelle SBurjet, welcher iwet ©pjleme reeller SBertbe t>on cosX^ 
cos II j cosv entsprechen , weld^e burc^ bie ®tei<bung (27) befltmmt 
werben unb bie @ofinuS ber SBinfel ou^bräcfen tonnen/ bie btefelbe 



nad) )n>et entgesengefe^ten StidS^ngen t>er(änaerte ®erabe mit ben 
^albajren bet ypfttipen (Soorbinaten bttbet. äSenn man mtn: 

«o==^> |Jo==f*j. yo=v 

fe^t/ ober wenn man in bem neuen ßDorbinatenfpffeme bte ®erabe 

{ur ^albare ber })ojttit>en ^Ibfciffen nimmt, welcbe mit ben Äalbaiwn 
ler pofttit^en x, y unb z bie äBinfel A, fi, v hUbtt, fo .erhält man : 

(44) cm8='1, co«3R = 0, co*9l = 0, 

unb bie ®(etc|)ungen (36) geben: 

(45) %=s„ e=o, g=0, 

S)ie ®rofe 2C ift alfo genau bie eben erwähnte reelle aBurjel. 

S^tner loeriDanbeln nd) bie ©(eic^ungen (30) unb (37) oermöge 
ber ©leicbungen (45) refp. in: 

(46) 2Cg« + 85i22 + 6ea + 2S)iyg = *: 
unb : 

(47) (2C - s) [(© -^8)(i&^s)^ 2>«] =0. 

25a bie ©leid^ung (-16) nic^t üerdnbert wirb, wenn man ju 
gleid^er 3ett —ri für ij unb — g für J; in berfclben fe^t^ fo folgt, 
Dag bie neue Tfre ber TIbfciffen eine Are ber burc^ biefe (Steidbuna 
öu§gebrücften !rummen %iäd)t ift, SBenn man bie ©leidbung (47) 
burd) ben gactor 'Ä — *, welcher ber SBuriel $ = Tl entfprt^t, bu 
Dibirt/ fo »eripanbett fte fidS) in: 

(49) ««-(S5 + 6)5 + S5e-35« = 0, 
unb gibt bie beiben neuen reellen SBurjeln: 

<«, ..£±i±v/[(^y+s>']. 

golglic^ ftnb bie brci SBurjeln ber ®leid()ung (25), wctcbe Don 
ber ®iti^m\i (17) ni4)t oerfd^ieben ifl, alle reell. 25iefen brei 
ffiurjeln cntfpredf^en brei ©erabc, welche tbtn fo t)iele Tlxtn ber ges 
gebenen frummen ^(äcbe ftnb, unb wooon iebe, nacb bem einen ober 
anbern ©inne \)crlangert, mit ben S^albaxtn ber ßoorbinaten ar, y,« 
ober I, 7^,2 bie Sßinfet A, ft, v ober 8, 9Jt, 91 bilbet, weltbe 
burd) bie ®Uicl()ungen (27) ober (35) beftimmt werben. SBenn 
man wieber annimmt, bag bie eine biefer ®eraben mit ber Are 
ber S jufammenfd'Ut, fo bat man wie oben 6 = 0, § = unb bie 
erjle ber ®leicl()un9en (36) gibt: 

(50) (s — %)cosi = 0. 

35a ferner bie ®IeidS)ung (SO) m(i)i Wo« für bie ber SBuml 
f = 2C entfprecbenbe ®erabe, fonbern aucb für bie beiben anbern ®¥ 
raben erfuUt werben mup, fo (^at man für jebe biefer (elftem itotl^« 
wenbig: 
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xooftm bie (Sfoldbung (47) feine gletcf^en SSurjeln f)at tB&trm man 
alfo tiefen befonbern Sali aufnimmt/ fo i{l bte ber SSurjel s=% 
entfprect^enbe ®erabe auf ben beiben anbem fenfredE^t, unb ba man in 
ber ®lef(^ung (50) für 2t eine beliebige ber bret reellen SSSurjeln ber | 
®tei4^un3 (2SS nehmen lann, fo pnb wir jii bem 6ct)Iuf(c beretfetigt, 
bag fftb ble vxti Ären ber frummen gldcbe beS jweiten ©rabö l 
unter recbten SBSinfetn burc^fcbneiben. ÜRoh fano a(fo bte neuen 
Goorbinatenaren mit ben brei 2Cren ber ftumnten %l&öi)t ^ufammen- 
faQen laffen. 2((6bänn muß ben ®tei(l(^ungen (36) ®enuae gefc^e^- 
f)m, wenn man irgenb einen ber SSStnfet £, Wt, ifl auf vliiVi unb 

bie beiben anbern. auf ^ rebucirt/ worauf folgt: 1) b^ bie brei 

SSurjeln ber ©[eid^^ung (25) ben burc^ %, Sd, d beieidbneten Spef- 
Petenten gleicb Itnb unb 2) baß bie ßoefftdenten t>, (S/ » t>erfcf)n)im 
ben. 9Ran bat a(fo }u iUid)zx 3eit: 

(52) 2) = 0, e = o, g = 0, 

unb bie ®(eid[^ung (46) \)erwanbelt ^d) int i 

(58) «{«+a5iy2+ee«=ic. - 

SBaS bie ©(eid^ung (37) anlangt; fo rebucirt fte ftd^ auf: 

(54) («~5)(a5~*)r6-5) = 0, \ 

\ unb xf)x wirb in ber S^bat ®enuge geleiftet, v^mn man bie ®r6ße ' 
s einer ber brei ®rdßen 2C/ iS, 6 gleicb fe^t. 

^an tarn pdf) leicbt birect uberjeugen, bag bie ©leid^ung (58) 
eine auf if)tt Ttren bcjogene ^Id'cbe beS jweiteti ®rabeS/ b. b- ^'"^ 
gld'dbe, ber^n brei Tfjren mit ben Goorbinatenoren 5ufammenfanen/ 
au§brudFt. S^enn um biefe SSebauptung ju beweifen^ braucbt man 
nur iu bemerken; bag bte in fRtbuf pe^enbe ®leic^ung nidf^t gednbert 
wirb, wenn man barin — I für |, — ij für ij unb — g für g fefet, 
unb baß folglich ieber 25urc^fd&nttt berfclben mit einer au( einer ber 
€obrbinatenaren fenfredf^ten ebene eine (Surve ip, wel4)e einen ?)untt 
biefer TCre jum Sfeittetpunfte bat. 

85ei ber Itbleitung ber ®leidf)un^ (53) l&aben wir bie brei aBur? 
jeln ber ®leidbung (25) al§ nngltiä) angenommen. SSBenn biefe - 
®leidE)una jwei gleite SSSurjeln unb eine britte üon ben beiben ers 
Pen \)erfo9tebcne SBurjel l^dtte^ fo ISnnte man annehmen, baß biefe 
britte SBurjel mit ber aBurjel % ber ®leid)ung r47) ßbereinpimmt. 
5Da attbonn bie ©leic^ung (49) jwei gletd&e SWertl&e für s geben 
müßte, fo l[)dtte man notl^wenbig: 

(55) © = 0, «Äß,. 
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S)ie eiadbungm (46) uob (47) tyenoanMn ftd^ olfo xtfp. in: 

(56) 3t|«+»(i?' + n = Ä:, 

(57) (ji^s)(f8 — s) = 0. 

£)ie ®(^t(4itnj( (56) tfl ebenfaUä bte einer frummen %m^^ 
bereit br^ Xren mtt ben Soorbinatenaren ^ufammenfaUen ; aber t^ 
ifi bolbei jugleid^ i99lt^( iu bemerfen/ ba§ in bem gegenwartt()en 
Salle bie 7(ren ber (Soorbtnaten ri unb g {wei beliebige auf ber Tixt 
ber £ fenfrect^te Ttxtn fein {önnen, n>orau§ folg^^ bag bie ^^^^^^ beS 
in>eiten ®rabe$ unenb(id) triefe TCiren f)at, n)o\)on bie eine, ber SSttr^ 
^( 2C ber ®leitt)ung (57) entfpredt^nbe^ bie %xt ber | i|}, wäl^renb 
bie beibe« anbern auf ber Tixt ber £ fenfredt^t finb unb aUe bem 
2Bert^e Sb ber Unbefonnten s entf^redben. 3u benfelben @4^(ufftn 
würbe man gelangen, n>enn man bie ber SBurjel « = S3 eittf^re^ 
(l()enben Sßert^e t>on S, ^, 91 \)ermitteljl ber ©ieicbungen (36) ju 
beflimmen fuc^te. 2)enn wenn man in biefen ©leic^ungen 

25 = 0, e = 0, S = 0, Ä = S5 = 6 

fefet, fo wirb bie erfle auf: * 

(58) (%-fß)co8i = 0, 
ober einfad^er auf: 

(60) CO* 8 = 

rebucirt unb bie beiben letzten n)erben inbentifcb, b. b« jte n^erben 
für aUe möglt(t)en 3Bertbe ber SBinfel S, Wl, m erfüUt. Solgücb 
iji ber erfte biefer äBinfel, toelcber burcl() bie ©teicbung (50) beflimmt 
loirb, ein xzi^ttx, aber bie beiben anbern bleiben unbeßimmt. 

Um t)on bem eben betrachteten S<^Ue ju bem uberjuge^en, n>o 
bie brei SSurjeln ber ©leicbung (25) alle einanber glei^ finb/ brouc^^t 
man nur 

(60) » = X 

ju fegen/ unb atöbann \>ern>anbelt fi4^ bie ®lei((^ung (56) in: 

(61)^ 2C(r^+i?2 + n = lf. 

3n biefer SSorauSfegung wirb bie ©leidj^ung (58) für teben 
SBertb t^on 8 erfüUt, fie bat bie (äleicbung (50j| nicbt me^r m %^» 
unb bie brei SBinfel 8/ 9f, 91 bleiben unbeflimmt. Solglicb Conn 
alSbann iebe beliebige burdt) ben jüifang^punft gezogene (Berabe aB 
eine 2tre ber frummen Slocbe betradt)tet werben. £)erfelbe @(^lu^ 
ergibt ftdj) aud() auö ber ©teic^un^ (61); bcnn biefe ©teicbung 
^cft offenbar eine £ugelflä(^e au$/ n)ot)on ieber S^urcbmeffet atft 
eine 3tre bettatbtet werben fann. 2>a ferner biefe «^eifiacbe au(^ 
bur4^ bte ®lei<i^ung (l) auSgebrmft werben mu^/ fb iiiu# biefe mit 
ber ^kicf^^ng: 

(62) 2t (0:2 + 9*+*^) = *^ 
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öberentflimitun/ toeU^ ftd^ umnittelter du$ ber €Uei^ung (61) in 
SSerbinbung mit ber folgcnbea: 

(63) |^+i?^ + e^ = r'=a:« + y« + z« 

ergibt ^v^ fSnnen aber bie ©letcbungen (1) unb (62) nur bann 
mit emanber äberetn^tmmen/ xotnn bie ßoefftcienten' ^, B, C ber 
®roße % ^(eid) unb bie ecefftcienten D, £, F 9lua ftnb. Sßenn 
Alfo bie bret SBurjeln ber ©leic^ung (25) einanber gieic^ werben, 
fo ift iU gleid^er Seit 

(61) A = ß = C, D = E = F=0. 

SBenn aQe SSurjeln ber ©leicbung (25) einanber gleicf) finb, 
fo (dfßt ftc^ leicht birect ben>eiren^ bag bie äSebingungen (64) e?ffiQt 
Hpeirben. i>enn wenn man in ber ©(eic^ung (25) 

A + B+C 



s 



a, 



f3r « fefet, fo erl()dlt man eine anbere ®lei(l?ung »on ber Sorm* 

(65) s^ '—p8-\'q=Qf 

WO 

ober 

tjt. SBir wollen nun annehmen , bie brei SBurjefn ber ®(etd(jung 
(25) würben einanber gleich, fo milffen bie ber ©teid^ung (63) aUc 
perfcbwinben. SJfan ^o^ folglicb p = 0, y=0 unb mithin: 

(67) (^-^)'+M- C)^ t(B-C)» ^^,_^^,^^.^^, 

9lun l^at aber biefe lefete ©leidfjung bie IBebingungen (64) offenbar 
iur Solge, 

^ 2Benn bie ®r6gen ^, fi, C, D, £, F ber ®Ieicbung (20) 
©enuge leijlen, fö bat bie frumme gläcbe (1) unenblicb t)ielc 9Rits 
telpunfte unb bie ©leidbung (25) ober (38) t)at wenigjlenö eine 
gjjurjel = 0. SBenn biefeö bie mit % ' bejeidS)nete Surjet tft , fo 
i^erwanbelt fidf^ bie @leidS)ung (58) in: 

(68) S5i?2 + (5g2 = if 

isnb bräcft eine c^linbrtfd^e ^(d'cbe au§/ beren @rjeugungdlinte Mi ber 
"Avt ber £ ))araUel ift. SS$enn jwei SS$ur5eln ber ®leidt^ung (2S)2£:0 
werben unb fte entfprecben bem SSBevtbe S3 "om s, weld^er ber ®itu 
4>ung (57) genügt/ jo rebucivt ftc^ bie ©leidS^ung (56) auf folgenber 



aus mldftt fki^' bte Uibm ®(etc()ungen} 

(«) {=-v/(^), (n)J=\/(f) 

ergeben, bie ;i»ci nuf ber Zrc ber | fcnfredbte Cbenen auSbrudfen. 
@^ btaud^t nt:bt unterfu:bt ju werOen, n>aS gefc^a^e, noenn ade brei 
SOSurjeln Der (^ieta)uns (25) 92ua nxüren; Denn btefeS fann nicbt 
ftattfinDen, wofern t>ie ®röpen A, B^ C^ D, E^ F \n ber ®IeU 
c^ung (1) nicbt jugleid^ üerfcbmtnben , b. b« wofern btefe ®let4)i(ng 
bie ßoorbtnaten x^ y, z noc^ entbält 

2>a bie ©leicbungen (56)/ (61)/ (08) unb (69) aI8 fpecieW^ 
%äUt in ber ©leidbung (53) enthalten ftnb, fo folgt au8 bem äJor^ 
^ergebenben offenbar, bag bie ©letdbung ieber gldcbe bc§ jweiten 
®rabe§, weldbe einen üRlttelpunft ober unenblicfe t>iele SKittelpunfte 
1}at, bei rechtwinkligen Soorbinattn ouf bie Sorm (53) {uriitfgefiibrt 
werben fonn. Serner ijl ju bemerfen, ba| bie in ber ©leict^ung 
(53) mit 7t; 93/ 6 bejetdl^neten Soefficienten ober bie SSSurjeln ber 
©teic^ung (54) bie bret SBert^e t>on; 

flnb, wel^e ben 2!)urc|)fclS)nitt§>)unften ber frummen Slaiä^e mit bin 
neuen ßoorbinatenwn entfprecben. J)iefe§ fann man aucb birect 
beweifen; benn fud^t man j. S5, ben 2)urcbfcbnitt§punft ber fnim^ 
men glädj)c .mit'ber.Tlre ber ^, fo mug man i/ = 0, g = fefeen, 
unb folglich ergibt ^iö^ au^ ben ®(eic^ungen (53) unb (63): 

^' ='"=?"' ober-^=X. 

UebrigenS tjl einleucbtenb , bag biefe lefete ®IeidS)ung für ben 
Wabiu^ector r einen reellen SBertb gibt, wenn ba§ SJerbattnig 

K ' 

•^ eine pofitiue ®röge ijl unb einen imaginären SBertb # wenn 

biefe§ aSerl^dltnig negativ wirb. 3n bem erfien gaQe ifl ber teeUc 
S&txti) t>on r bie »|)alfte ber ©ntfetnung jwifd^en ben beiben ?)unfs 
itn, worin, bie frumme gldcbe bie '2ljce ber i fcbneibet, b. b* mit 
anbern SB orten, bie ^dlfte einer reellen lixt ber gegebenen frummen 
Sldcbe. Sm zweiten galle i|l bie Zvt ber | 5war no^ eine Äjct 
ber frummen gldcbe, aber jie trifft biefelbe ni^t mebr, .. 

(S^ feien nun a«, 6«, c^ bie äal^lenwert^^e ber bret fBerbafe 

K K K 

ntffe -^j -^j -g-, fo baß man ^^aU 

100 a 3 fr, c pofftiüe ®r50en Uytxijntn. f&tm vmt für bieSixdi^s 
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(laben |, rj, t ^ie S3ud!^fiabeit or, ^, t fe^, fo iKmanMt fk^ bic 
bur4^ JiT bmtbtYte ^letcbung (53) tn; 

(«) ±^±-g-±-f-i. 

iCtefe (e|te ®(et4)ung f^lteft a(|it anbete in |t(l(^; namlt(i[^ 1) 
bie ®letd[>unfl: ' . 

tvel4)e ein 6at))foti> aüiitüit, Neffen bret ^jrett 2 a, 26, 2 c ftni); 
2) bie brei ©(etc^ungen: 



(^) ir+lb---^ = l 



n>ot)i>n iebe ein ^t)perbo(oib mit einem f^a^e au^bruift (f/SSotl. 
14, ®(eic^. 103); 3) bie bvei (Sleicbunsen: 

ir* «|2 2^ 

r^ «2 ^2 

woi^on iebe ein Jg)9Derboloib mit jwei gd'^ern auSbtucft (f. JBori. 
14; mid). (124)); unb 4) bie (Slcicbung: 



(M) -S-|^-S- = l^ 



a* 0^ c 



weltbt ni^tS auSbrütft,. weit berfclben nicfet burdi) reelle SBertbe 
ber St>t)rbinaten genügt werben fann. fBtnn jwei ber brei ®röf en 
Z, SS, Q, einanber gieidf) werben, fo jinb bie t>orbin erwähnten ©s 
lil)foibe ober ^pperbolotbe SRetationScUipfoibe ober WotationSb^per-« 
bolDtbe. tSenn man 7C =:;: 93 = 6 fefet, fo rebuctrt {t^ bie ® (tid^ung 
(73) offenbar, entweber. auf bie ©leid^ung 

(82) x^+y^+z^=a^, 

wel(be eine itugeTfIa(|^e aiOttnät, ober auf bie (Sletc^ung: 
(88) ^ x^+jC + z^ = -u^, 
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YDeld^e md^ti av^br&dt. 9Benn enblidji eine ober ^tiet ber ®ci$m 
H, Sß, Q. t)erf(^n)mben, fo werben eine ober jwei ber ©roßen a, 
i, c unenbltcb unb bte ®(ei4)uns (73) entlE^alt bte bret Soorbinaten 
ar, y, 2 nicbt mel^r. SBenn man j. 85, 6 = fcfet, fo l^at man 
c= OD unb bie ^ltii)ung (73) rebucirt {{dl) auf bfc dieicf^ung:^ 



(8*) . ±^±h = l» 



weld^e 1) bie ®leic^ung: 

eiitl^dlt/ bte eine eUiptifc^e SpHnber^ac^e audbrudft/ beren (Stjeu^ 
gungSlinie ju ber 2C]re ber z parallel ifl; 2) bte betben ®ietd[)ungen : 

YOOüOQ iebe eine j^pperbolifdi^e 69lntberfl£d[^e au^bräcft/ beren ßr^, 
aeugung^linie ebenfalls ju ber 2C]re ber z poraUel ift, unb 3) bie 
®ltid)unQ : - 

welche ni^t^ ouSbrfidft. SBenn man iwti ober brei ber ©rSfiien %, SB, 
6 gleich StuU fefete, j. fl5. 85 = 0; 6 = 0, fo ^dtte man 6= «>, 
c = OD unb folglich rebucirte ftc^^ bie ©leict^ung (73) auf folgenbe: 

x^ • ' 

n)el4)e bie ®leic(nxngi 

(90) j:« = Ä« - 

entl^ltf bie jvoei auf ber Ttftt ber :ir fenf redete &tmn nu^hxüxH, 
unb bie ®(eid^ung: 

(91) :p5=^o«, 

YoetdE^e nichts auSbriidt. 

£)er f$all, in weid^em ber jwette ÜSI^eit ber ®(eid[)unj9 (1) ber^ 
fcbwtnoet/ \)erbient eine befonbere 2(ufmerffamleit. 3n btefem S<^Ue 
rebucirt fid) bie ®(ei4)ung (53) auf: 

(92) 2C|«+äBi22 + 622 = 

111 

SBejei4>net man ferner bte 3a()IenwertlS)e ber SSerlS)aKniffe 5/^/ g 

mit a», 6«, c«, fo baß man ]!)«t: 



— tu — 

(98) ^=±a', k=^^"' |=±'''' 



wo a, b, c bxtl po^twt ®vS§tn bejetdbntn, unb fegt touber bte 
SBuc^jlaben x, «, z für i, i}, g; fo oecwanbeU ft4) ^t' ©leic^uns 
(92) in: 



(W) ±S±f^±|- = o. 

^iefe leite ®tet4iung begreift toter anbere m ^äf, nämlxd^ 1) 
bte ®letdi)ung: 

n)el4)e ben TCnfangSpunft ber Goorbinaten aix^btüdt, weit ibr nur 

iienugt werben tann, xomn man jugleic^ a:=0, y = 0, 2 = 
e^t, unb 2) bie bret ®(eicbüngen: 



(96) 






wot)on jcbe eine Äcgetfldcfee mit eniptifd()cr S5a(i§ auSbrucft/ weldb« 
ben ÄnfangSpunft jur ®j)i|e unb eine ber Soorbinatenajren jur Zxt 
^at aSBenn jwei ber ©rögen *Ä/ 33, 6 gleicb würben/ fo tonntt 
eine ber bret Äegelfldd^cn/ al6 einen in einer auf ber Are fenf rechten 
ebene befcbriebenen Äreio jur SSafiä babenb angcfeben werben. 
SBenn man t=^f8 = Q, fegte, fo würbe bie S5ajtS jeDer biefer brei 
Äegetflädben ein ^rei§ unb jwei in berfctben, burd) bie %xt geben^ 
ben @bene Itegenbe entgegengefegte @rieugungSIinien würben auf 
einanber fenfrecbt fein. SSJenn enblid) einer, ober jwei ber Soeffu 
cienten 7t, SB, S fid) auf 9luÜ rebucirten, fo würben eine ober 
{wet ber ©rögen a, 6, c unenbücb werben unb bie ©(etdbung (94) 
würbe bie brei ßoorbinaten x, y, z nicbt mebr entbatten. @egte 
man j. S5. 6==0, fo fdnbe man c=;cio unb bie ©leic^ung (W) 
rebucirte pd^ auf folgenbe : 

(») ' ±-g-±|;=e, 

weld^e 1) bie ®(eid()ung: 

(100), ■S- + S- = » 

entbtelte, bie bie Tixt ber z au^brüdt, weit t^r nur genügt werben 
tann^ wenn man jugtetc^ x = 0, y=i^O fegt, unb 2)bie@{et(|i^ung: 



p ' 



welche ftdi^ in tte betben fotgetiben: 

a b a 

jerlegen Idjit unb folgli* jwci burd^ bte 2fjtc Ut % Qt\)tn\>t Qbtnm 
auSbrucft. ®enn mon j« gteidi^er Seit S5i=:0 unb S=o fe|te/ 
fo t^ättt man 6 = cd unb c = x unb bic auf 

(102; • a:^ = 

rebucirte fflleic^ung (W) brurftc bie ebene ber y^^ felbfl öu^. 

66 ift »ol^t ju bcmcrfen, bag bo§ IBerfabren, burd) wctcbe^ 
bie ©teicbun^ (l^ auf bie (Sicicbung (öS) jurörfgefubrt n>irb, t)Ott 
bem ber ©rogeiT beigelegten SBcrtbe unabl>angij-ift, unb ba§ folgs 
lidb bie Tixen bet frummen glod)e (1) ibre yficbtung nicfet tjetä'n* 
bern, wenn man bie @rö§e Jf Deranbert, obne bie SBertbe ber . 
ßoefficienten j4, ß, C, A £, F ju toerdnbern. SSJir iDoH^n nun, 
inbem k eine pofitioe ©röße bejeid)net, fucceffiioe 

fefeen, fo erbölten wir jlatt ber ®lcid)ung (1) bie brei folgcnben: 
(i03) Ax'^ +By'^ + Cz^ +2Dyz + 2Ezx + 2Fxy^k, ' 
(IM) ^x^-fßy^ + Cz^+22>yz + 2JB2a: + 2jFa:i^=-Jt,. 
(105) ^a:2+U2/- + C2^4-2D2fz + 2£zar + 2JFa:y=0, 

welcbe brei gldcben au^brüdfen, beren ^jren biefelbeh finb, unb 
weld?e nacb ber angegebenen SKetbobe in brei anbere ©leicbungen 
Don ber gorm: 

(107) tttg-+S3i2^ + 6e^ = -* 

(108) 7[|« + S5i2^+ 6^2=0 

»erwonbett werben fonnen» S^cbüegt man nun wie oben'/ fo fibet« 
jeugt man ft(^ (etd)t, bag bie ©leicbung (1(J8) auffielen fann 1) 
einen ein'jigen ^unft, nd'mlicb ben '2(nfang§punft, wenn 7t, S5, 6 
t)on 9latt üerfcbiebene ©rogen üon bemfelben äeicben finb; 2) tint 
^egelffd'cbe beS iwetten @rabe§/ wenn-TC^®/ S üon 5Wutt üers 
fdbiebene SBertbe / aber mit tjerfcbiebenen 3eicben be!ommen; 3) eine 
gerabe 2inie, ndmlicb eine ber ßootfbinatenaren, wenn jwei ber ßo« 
efftcienten Ti, 33, S ®rogen »on bemfelben 3eid)en ftnD unb ber 
britte =0 ift; 4) jwei burcb eine ber ßoorbinatenayen gebenbe 
Ebenen, w^nn jwei biefer (Soefficienten entgegengefe^te Seieben b<>ben 
unb ber briWe =0 ift, unb 5)eineber6oorbinatenebenen, wennjwei 
ber ®r6gen 2t, 85, 6 t)erfcbwinben. Serner ergibt ftdb ltid)t, bag' bi« 
®(eict^ungen (106) unb (107> im erpen gaHe ein eui^pfoib unb eine 



. tmagin&e Slacbt/ im )we!ten S^Se }wet ^pperboloibe/ ba§ eine 
mir einem Sa4[e unb bad anbete mit )n)ei getrennten S^dt^eni/ im 
britten S^Q^ <tnen eUiptifd^en unb einen imaginären 6t>ltnber/ im 
Dterten SaUe itoei l^9|)erboIifd(^e^ S^tinber unb enUic^ tm fünften 
galle in>ei Sbenen unb eine imaginäre S(ä<^e ouSbrücfen. Setner 
WDUen wir bemerfen/ ba0 im jweiten unb t>ierten S^Qe ftcb bie brei 
burcb bie (Sleicf^ungen (103), (104), (105) au^gebrucften -Stächen 
einanber um fo mel^r ndibem, le weiter man fl^ t>om ^(nfangds 

gmtte ber goorbinaten entfernt. 2>enn auS ber in ber bretjelt^nteR 
orlefung gemachten fl3emerfung (@.lfiOunbl61)fol0t/ ba§/ wenn man 
burd[) benZnfanggpunft eine beliebige Sbene le^t, bie geraben £urc^s 
fcbnitt^linien biefer ßbene mit ber frummen ^Idc^e (105) *2(fpm})toten 
ber Surfen finb, nac(^ welchen fle bie %\i^tt\, (lOS) unb (104) fdbneibet. 
äSir \^c!^txi bewiefeU/ ^<3i% man, um bie (Sieic^ung (1) xa a^XtxK 
Sa'Uen auf bie ®leidi)urig (53) }u rebuciren, nur bie rec^twintligen 
ßoorbtnaten x^ '^^ % ber ®(eid^ung (1) in anbere, ebenfaU^ re^t^ 
winflige unb ftcb auf neue, fd^icflidt^ gen^d'blte 2fren bejiebenbe Soors 
. btnaten |, i?? l ju oerwanbeln braucht. £)iefe ^oorbinatcntoerwonb^ 
lung wirb üermittelfl gewiffer befonberer SEBertbe bewerffleUigt, welcbe 
man ben SBinWn «o» /3o, yo, «p /^i? y^ «a» /5»> y« in ben 
©leict^ungen (28) beilegt, unb toermdge welcher baS ^olpnom: 

bem Xrinome: 

ibentifdt) gleidb wirb. g?un iji aber Kar, \i(k% biefclbe SSranSformas 
tion bie hnedre unb homogene Function oon ^^ y^ z, welcl[)e burc^ 
bie @umme: 

ou^gebrüdFt wirb, in eine anbere lineare unb l^omogene Function t)on 
I« ''79 S? b- ^* in ein SErinom t)on ber Sotm: 

i^erwanbelt/ wo ®/ J^/ 3 neue ßonflanten beieicl()nen/ unb bag 
folglicl^ bie ©leicbung (15), b. b. bie allgemeine ©leid^^ung ber 
Stachen bei jweiten ®rabe^ auf bte Sorm: 

(IW) «S^ + äBij« + 6e« + ©1 + ^1^ + 35 = *' 

jurilrfgefß^rt wirb, gerner gibt bie (efete ber ®Uid5>ungen (39): 
(110) !KäB6^ JiJBC- -4Z>* - ß£2 -CF2 + 2Df;F. 

SSenn nun ber Ttu^brudF (19) einen t>on 9{ull t>erfcbiebenen 
SSirtb M/ fo tfi biefeS au(ib mit bem ^robucte 2(336 ber gaU unb 
foigitd^ ^erfcbwinbet feiner ber ßoefficienten 2(, 83, 6. 

SSenti man in berfelben SSorau^fegung : 

<1U) aro=: — ^, »0=-^, «o=-'^ 
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fel^t/ fo ifl ber 9)unft (xoj vq, z«) offenbar ein ÜRtttelpunEt ber 
Irummen Stäche; benn man brau^lit nur ben ^Cnfang^punft in bie^ 
fen ?>unft ju ioerlegen unb folali(i l + aro, ly + Jfo, 5 + 20 föt 
h Vi t i^ fubjlttutren, um bte l^leidt^ung (109) auf bie Jorm: 

(112) 1 2C|* + «i?* + 6S' = 

ju rebudren. gemcr ift ju bemerfen, bog bie ©Ictcbung (112) . bin- 
pd)tli(b ber gorm ber ©leicfeung (SS) abnlicb tft. 

SBßir TPoUen nunannebmen baß einer ber ßoefficienten ü, 85, 6 
t>erfd)winbet unb baß j. äB. 6 = ijt. 2(Kbann tt>irb ber SBertb be§ 

SSerbältniffed -^-^ unenblicb/ ober unbeftimmt unb bie frumme %läd)t 

(100) bat feinen ^ittetpunft hiebr, ober fte f)at beren unenbHcb ^itU, 
je nacbbcm bie ©röpe 3 = ijl ober nicbt. SDSenn man im erflen 

©^ _ ® 

(113) ( "^ ^'^ 

■ 3 

fe^t, fo braucbt man nur ben Ttnfang^punft in ben ?>unft (ar©, yo, 20) 
ju oerlegen, um bie ©leid^ung (lOü) auf bie gorm: 

(114) ai« +»1/^ + 35^=0 

iurucf jufübren , unb au^ biefer (elften ©{eicbung fo(gt^ bafi bie ge« 
gebene gläcbe bie Tlxt ber S ^ur Xre b<^t. @$ feien nun a^, 6^ 

11 c 

bie äablenwertbe t)on t^t , 75 unb -^ ber S^blenwertb beS ?)robuc5 

•A so 2 

^^^ c^ / fö ^öfi «i«^w ^ö^* 

(115) | = ±a^ ^=±Ä^ -^=±1-=-^ 

unb tt>ir^ »oHen für bie SBucbJiaben J, i^, g bie fi5ucbilaben ar, y, « 
fcfeen; fo »erwanbelt fid^^ bie ©leicbung (114) in: 

(116) ^_ + ___, 

unb entbalt 1) bie ©leic^ung: 

2z 



<"') fr+|j=?. 



welche ein Miptrii^ti $arabo(otb au^trutft (f. S$prl. 14, Qjiüö). (50)), 
unb 2) bie @iet(i>ung: 



— los — 



("8) . ^,- X» - . » 






n)elc()e ein l^pperbolifcl^e^ ^araboloib auSbrudFt (f. SSorL 14, (S(et(&, 
(«8)). SBenn man i = SB ^)atte, fo wäre folgticfe a = 6 unb bie 
(Sletc^ung (114) ober (117) brucfte ein S^ototion^paraboioib au$. 
SBenn man enblid^ 3=^0 fe^te, fo fänbe man c=Gb , unb bie 
©leidHing (116) flimmte mit ber ©leicbung (99) überetn. 

fSiix wollen ferner annebmen, ba§ in ber ©lei^ung (109) (wei 
ber ßoefficienten %, 33, S mf^winben, unb j^äSB, 83 = 0, 6 = 
tfl. yiimmt man aBDann an, ba§ ber SBertb oon Xo wteber burcb 
bie erfie ber ®(etcbungen (111) befiimmt wirb unb bejeicbnet ferner 
burcb yo> 20 jwei SBertbe t>on 17 unb g, welcbe ber ©leid^ung: 

®enuge leiften; fo braucbt man nur ben 2fnfang§»un!t in ben^unft 
(Xü, yo, zo) ju »erlegen / um bie ®leicij)ung (109) auf bie gorm: 

(120) 2C|' + ^i? + Se = 

{u rebudren* SBenn 3 = ij!, unb in ber ®letd()ung (120) für 
bie fiSucbflaben |, 17 bie S3ucbflaben x, y gefegt werben, fo rebus 
cirt ficb biefelbe auf: 

(121) . 2(ar^ + ^y = 0. 

©lefe leite ®Ieicbung brucft ojjenbar eirt^rt ß^inber auS., . weU 
dber eine in ber @bene ber xy liegenbe Parabel jur S5af!S unb 
eine ju ber Tixt ber z parallele ®erabe jur @r^eugung^linie bat. 
@ie brurfte ferner bie @bene ber yz au§, wenn S^ = wäre, 9?ocb 
wollen wir .bemerfen, bag felbfl in bem ^alle, wo 3 nicbt ytaU i\t, 
bie ' ®teid>ung (120) fo tranSformirt werben fann, ba§ fie ber ©Icis 
cbung (121) dbnlicb wirb. 3" bem 3n>eefe brandet man nur x für 
I unb 

(122) ^JL±M- = y 

JU fcfeen, b. b* eine auf ber txt ber | fenfrecbte ®erabe jur ?Cre 
ber y ju nebmen, wcicbe juglcicb fo burcb ben ?(fifangSpunrt ,qej05 
gen ifl, ba^ fte mit ben ^albarcn ber pofttioen ri unb g jweiSB3in= 
tel bilbet, beren Softna$ refp. gUtiö) 



ftnb. ©enn bejeicbnet man bie brei SBinfel, welcbe bie irt JRebe 
ftebenbe ®erabe mit ben ^albajren ber pofitiüen Soorbinaten |, iy 
unb i bilbet, mit ßo, ßi, ß2 f^ b^t man: 
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unb bte ©Uic^ung 

■ • 

tebucirt ftc^ offenbar auf bie ©leic^ung (122), ipermofle weldf^et ftd^ 
Die ©Idc^ung (120) auf: 

(123) 7(a:^+(^2 + 32)iy = o 

tcbudrt. ©lefe ©leld^ung tjt ber ©(cicfeung (121) Sl^nlid^ unb brörft 
ebenfalls einen Splinber mit parabolifcber äBafi§ au0. 

SBenn man in ben oorberge^enben 9{e4)nungen bte ßoorbtna? 
tenajren mit einanber t)ertaufdi)t/ fo erba'It man fuccefjioe alle ®(eir 
d^ungen, xotlö^t ali befonbere ^äUe in ber (Sleid^ung (100) entl^al^ 
tcn jtnb. 

Jtutj, man ftebt aus bem SSotl&crgebenben , baf bie frummen 
Jfladf^en, »elcbe burcb biefe (^teic^ung öuSoebrucft werben fonnen^ 
ftcb auf bie £)berfldcbe ber Äugel, bie beS eUipfoibeS urjb beS ^t>« 
i>crboloibeS ,mit einem ga4)e ober mit jwei ga(^ern/bie»beS Stotas 
ttonSparaboloiDeS. beS eUt))tifc^en ober bt))>erbo(tfc^eh 9)araboloibe$^ 
bcS ÄegelS mit freiSformiger ober eüiptifc^er SSaftS unb mbiid) auf 
bie beS geraben SplinberS/ welc^ier einen ^reiS, eine (Sfiip^, eine ^a^ 
rabel ober eine ^i^perbel jur S3aftS b^t, rebuciren. ferner gefdt)iebt eS 
jUYoeilen, ba^ bte ©leic^ung (100) eine ober jn^ei SbeneU; eine ober 
jwei ®erabe, einen einjigen ^unft unb felbjl, bag fte nicbtS au8* 
brudFt. eS' ijl wobt ju bemerfen, bag in bem S^lle, wo bie ®Uu 
cl^ang (100) eine c^linbrifcbe ?fläcbe auSbrüit, eS ber ©eraben, 
welche man alS ^fren biefer Sld^e betrad^ten fann, unenblid) loiele 
jibt- 2)enn nacb ^ben obigen SMfi'nitionen fann man nicibt bloS 
bie >®erabe Tfjre einer cplinbrifcben gld'd^e mit elliptifcber ober l&^pers 
bolifd^er S5afiS nennen, welcbeman gewobnlid) 'Are beS ßplinberS 
nennt, unb weldf^e bie SKittelpunfte ber euipfen ober ^t)perbeln 
entbatt, beren @benen auf ben ©rjeugungStinten fenf redjt ftnb ? fom 
bem aucb bie %vtn biefer Surfen felbft, weit eine auf einer bicfcr 2tjren 
fentrecbte ßbene bie cijtinbrifcbe SldÄe immer nadb jwei. ©rjcugungSs 
linien fcbneibet, wetcbe oon bem ?>un?te, wo fie biefe txt trifft, 
gteid^weit entfernt ftnb. SeSgteicben, wenn man einen parabolifd)en 
gplinber mit Sbenen burcbfd)neibet, wetcbe auf hm @rieugungSlinien 
fenfrecbt ffnb, fo fpnnen bie 'Ären ber üerfcbiebenen JJurcbfcbnitt^pas 
rabetn als eben fo t)icl Zxtn ber cplinbrif^en Sld'd^e felbji angefeben 
werben. 3n bem geraben Gptinber mit freiSförmiger S5af[S finb 
alle ^albmeffer ber JRreife, nadb welchen berfelbe mit @benen gei 
f^nitten wirb, bie jur JBaftS parallel finb, Tljrcn ber c^linbrifd^^en 
Sld^^e. 

gerner i ji ju bemerf en , baß Bie burd^ bte ®leid(^uiigen (53) 
unb (100) auSgebrudPten gldcfeen parallele 'iljren b^ben unb bag 
folgIid[> baffefte't)on ben burd) bie ®leid)urtgeu (1) unb (15) auS* 
gebrfidPten ffldcben gilt. 

aufgäbe 2. 2^en SKittelpunft ber burd() bhS ©pftem ber bei^ 
ben ®Ieid)ungen : ^ 

(Sa\xä)r), II. ^ - ]4 
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(124) { +iDyz+.tEzX'\'iFxy=zK^ 
xcosl-^-ycosii^zcosv^k 

auögebrficften 6um M ixotxun ®rabe8 {u fttiben, tventr fte einen 
folc^en ^at 

^(uflSfung. 65 feien xo, yo? ^lo bie (Soorbinaten M ge< 
fud|)ten !CRittelpunfte$ ber (Suroe. SBenn man ben %nfanAi(t>unFt in 
bi^fen aWIttelpunft t)erieöt, inbem man x + oto; y + yo, 2; + 20 teft). 
für :r, y^ z fe^t, fo i^emanbeln fict^ bie ®letc^ungen (121) in: 

^a:« + JBy« + (7z« + 2Dyz + 2J?2ar + 2Fx.y 

+ 8[(^aro+J^yo+£zo)^+(Exo + ByQ + ^^o)y 

(125) \ +(Exo+Dyo + Czo)z] = 

+ 2Dyo 2o +2J5zoaro + 2Faroyo)r 
l — (.To C05 A + yo C05ft + 2o cosv)^ 



(126) 



unb ba6 Spflem biefer betben legten ®leic^un,qen mu§ ungeanbert 
bleiben/ wenn man barin —x^xx, — y für y unb — 2 für % 
\t%i. 9{un wirb aber biefe Sebingung erfuQt/ wenn man: 

(121) JTü CO* A -{- yo coi\i-\' 2o co^v = i:, 

unb: 

^ JTtf 4- Fyo + Jgzp _ F3?o+gyo-|-JPz4> 

yjogv I C0$^ COS II 

Exo + ^y«> + Czo 

COS V 

felgt. S)enn aUbann rebucirt fid) bie ®lei4)ung (126) auf folgenbe: 
(2) a:co«A + yc(Wft + zcoÄi; = 6j 

welc()e burdS> bie SSeranberung ber ^tid)tn ber (Soerbinaten x, y, 2 
nidbt geanbert wirb unb ouS welc|^er in SSerbtnbung mit ber ®ltu 
4^ung (128) folgt: 

(129) f ^(^o + Fyo + EzQ)x+(Fxo'\-Byo'i'Dz0)y 
l +CExo'\'Dyo + Czo)z = 0. 

S9erüdFftd!)tigt man ferner bie ®Ieic|^ung (129), fo oerwonbett ftc^ 
bie ®(eictiung (125) in: 



(130) 
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+ 2DyoZo +2EzoXo +tFxoyo) 



isnb ttf&Ut bte toorgef^nebene IBebmguns ebenfaUS nedE^. 2)te ©(eis 
c^ungen (127) unb (128) ffnb )ut 93eftttrtmung - ber 6oorbtnaten 
^0^90)2^ beS gefu^^ten WtttlpmtM bimrei^^enb. 2)te er^e briicft 
aud/ bag biefer 9Rtttell^unIt tn ber ^nx6) bit &Ui6)m8 (126) auh 
gebnicften ^bene, b. $• tn ber (Sbene ber gegebenen ^rt>e (tegt. 
Znbmx Qtiti, ba bte ßoorbinaten x, y, z ber Släc^e (1) ber 
@lei4^ng: 

(181) ^-JL^J^ 

Xo Jfo, 20 

genügen muffen für ben ^ntOt, wo ber ^om Xitfang^t^unfte nod^ 
bem tn SRebe {iebenben ^tttelpunlte gezogene 9?abiu§t)e€tor von bte« 
fer^läd^e gefcf^nttten n>irb/ unb ba bte ^letcbungen (128) unb (ISl) * 
bte ®let4^ung (98) ber bor^erge^enben Siorlefung/ nämlii^x 

Ax+Fy + Ez _ Fx + By + Dz 

\ _ Ex + Dy+Cz 

cosv 

jur Solg^ baben; fo fann man bel(Ktuy ten, bafi ber 2)ur4^f(^ntttd« 
puntt genau ber S3erfibrung§punft bed (EUt)>fotbed mit etiler )u ber 
(Sbene ber @urt)e parauelen ISerü^rungSebene tjl. 

2)te ©(eid^ungen (127) unb (128) (offen ^xä) leicbt auf folgenbe 
SBetfe auflofem S$enn man ben gemetnfcbaftltcben SBert; ber bret 
93ruc^e in ber ©(eid^ung (128) mit t beseidl^net/ fo l^at tmn: 

!Axo 4* Fyo + Ezo = tcosl , 
Fxo+Byo + Dzo = tcosi^, 
Exo + l>2fo + Cz0 zsiteösv. 

2>a btefe legten ©letd^ungen ben ®(eicbungen (17) £^n(tc^ finb, fo 
tofFen fie ft4^ auf biefelbe Seife ou^fm tmb geben fb z^, yo, zo 
aßertN# bie.benen gleicb {tnb/ welcbe bie ©(eic^ungen (18) gebcn^ 
rotm:mm in ben in>eiten Sl^ilen für bie (Srö^en &, Hyl bie f>r0« 
bucte — lo<wiA, — ec<«f*,--tco*v fefet ÜRon M folgü*: 






(1»4) 



(BC—D'^ }cog X + (DE—CF) cotit,+ (FD~BE) co*v 
AbC—D'A — E^B~FW-\-2DEF 

■ 

(DE—CF)cosk+(CA-E^)dosn-\-(EF—AD)cosv 
ABC- DU -E'B— F*C+ iDEF ' 



zo = 



(FD- BE)cosX+(EF-AD)cos(i+(AB~F*)co$v 
ABC -D-A-E^B—FW+ 2DEF 

SBenn . man bie vorldergel^enben 9Bectl^e »oit z^ t^oj zo in bie ©(»(^ng 
(127) fubflituirt, unb ber Äürje wegen 

IP= (ßC— D-) co«';i + (CA — E') co*'(t 
+(^ß— f «)co«2v+2(£f — ^B) cosficotv 
-^2(FD--BE)cosvcosk-\-2{DE— CF)cotX cotfi 

fe^, fo erl^ält man: 

,„„. * ABC - D'A - E^B - FW-\- 2DEF ,. 
(186) t — — p ■ U , 

unb fotglid^ ergibt ftc^ auö ben ©Ici^ungen (134r): 

Xq =:- 

(BC-D*) cos X + (DE-CF) cos a+(FD-BE) cotv , 

P * 



k. 



(187) l( DE-C F)cosX-\-(CA-FJ)cosfi,+(EF-AD)cosv 
\ ^ ^ 

(FD—BE) cos X 4- (EF—AD) cosfi+(AB—F^)cosv , 
_ — ^ ^ — , ^, 

JJicfc ©let^ungen ^cben ein einjtgcS epjfem enWid^er ®ett^e 
»on jTo, yo, Zo, wenn bie Oröge P nic^t $Rua i|l, unb fdilU^ W 
bte gegebene Surt>e al§bann einen einjigen mtMpmft, welker bet 
Xnfaogftpuuft felbft ift; wenn bie iSröf e * i>erf*»mbet. 

SBerni bte ©röfiePftc^ aufiRuH rebuctrt, fo nwrben btetBettl^e 
DOtt ^0,^0,20 unenblidb/ ober unbejiimmt. Sm et^n «aDe fönn 
bU bur<^ ba$ ®9|iem ber ©(etfib^mg^n (124) oußg^brfi^ Gur^e 
beS iweiten ®rabe6 nur eine Parabel fein unb im itoeitett %aUt m-^ 
wanbelt fic^ biefe ginie in tin ©pjlem jweier paralleler ®erabem 



SBenn man beii TlnfMStpmH in ben 9lttte(})tmft ber (Sutot 
(124) i>er(egt, fo toerbtn bie ©leict^ungen biefer 6urt>e ben ©(eicbun^ 
gen Q) unb (2) af)nlid^. 3Cu$ btefer SSemerfung folgte ba0 man 
iut »efiimmung ber %xtn bet 6un»e (124) nur folgenbe JCufgabe 
aufjulofen braud^t: 

Aufgabe 3. ^te Ifren ber Gurioe be§ jn^etten ®rabed ju be« 
ftimmen, welc^^e burc^ bie beiben ®Iet4)ungen: 

I tDyz + iEzx + 2Fxy=zK, 

(2) XCOS^ + y COÄft -|- 2C0i V = 

auSgcbrücft wirb. 

2C u f 1 f u n g. SQSenn man bie redfjtwmMigen Goorbinoten .r, y, « 
in anbere recbtwinflige ßoorbinaten |, i?, g toerwanbelt unb bie auf 
ber burc^ bie C^Ieicbung (2) auSgebrucften @bene fenfrecbte ©erabe 
iur H}» ber t nimmt/ fo oertDanbeln ftc^ bie Gleichungen ber gege^ 
benen Qut^t in ixoci anbere t)on ber ^orm: 

unb wenn folglicb bie (Surüe auf recbtminflige, in ibrer @bene lies ' 
genbe %xtn bejogen wirb, fo ifl il^re ©leic^ung folgenbe: 

(139) 3C|2 + S5V + 2g|i2=iir. 

SBenn ber- t)0r{)ergel^enben ©Icicbung burd^ reelle ffiertbe ber 
ßoorbinaten 1,1^ ®enuge geteiftet werben fann, fo brücft fje eine 
(SÜtipfe, ober eine S^x)ptthtt, ober ein ©pjiem 5weier gleich weit t)om ' 
ainfangSjjunlte entfernter ^parallelen au§, ie nac|?bem bie ©ifferenj: 

2185 ~g« 

eine t>oftti»e^ ober negatitje ©rofiie, ober Siull i|l. 3>ie eilipfe rebu« 
cirt ftdb ferner iebeftnni auf einen ^})unft unb. bie ^pperbel auf ein 
©pftem jweier ftcb fcbneibenber ©craben, wenn ber 5wcite Sb^il ber 
®leicbung ober bie ®roße K t)erfd)winbct. SBir wollen nun juerft 
annel^men, bie 6un>e fei eine SUipfe. ©iefe Sllfjjfe i)ai jwei iid^ 
unter recbten SBinfeln fcbneibenbe ^Iren, unb wenn man bie beiben 
ibalbaren mit-a^b bejeidjnet, fo ftnb a^h bie größten unb tleim 
ff en SBertbe beö oom ^nfang^punfte tiad) einem fünfte ber 6urt)e 

gejogenen SRabiu§t)ector§. ^ie Aufgabe rebucirt fiä) alfo barauf, 
en größten unb {leinften SBert^ ber burd^^ bie ©teic^ung: 

(13) r«=ar«+y-+2« 

beftimmten Function r ju fudben, wenn »orau6gefefet wirb, ba§ bie 
Sieränberlicben x^^VjZ burd; bie ©leid^ungen (1) unb (2) mit ein^ 
4nber t)erbunben ftnb. 3u bem 3n>e(fe brandet man ober nur ba$ 



- 114 — 

3)\^tnnii<H M 8?abmSi9ectct§ t ober fitneS iClttateateS r^ ])tet(^ 
Stau ju fefettt/ «nb ba ftc^ au6 bet ®tet*unfi(lS): 

zxaiht, fo erb^tt man, n>enn man auf bte eben ernannte Tlxt t>er: 
faprt, bte ®lei4^ung: 

(140) xdx + jfdy + 21I2 x= 0, 

an9 X0tlä)tx man dx^dy^dz ^ermtttelti ber ^fffren^talglet^ungen 
/ber gegebenen 'Surtof/ b. b.* toermittetfl ber beiben ©lei^^ungen: 

am i (^a: + Fy + £;2)cIa: + (Fa: + By + Z)2)dy 

. I '\-(Ex + Dy + Cz)dz = 0, 

(142) coskdx + cos(idy + cos v dz = 

enmtniren muß. SBir wollen nun bemerleu/ baf man, um bfe 
©iminatf on t)on d y unb dz jwifd^en ben ®lejd)ungen (140), (141) 
tsnb (142) {u \)ttx\a)ttn, fte nur ju obbtren braud^t, na<bbem man 

txoti berfelben, j. S3. bie ©letd^ungcn (140) unb (142) burc^ um 
»efltmmte Soefftctenten multiplicirt l^at unb bann biefe (Soeffictenten 
fo ju n>ab(en, baß bte refu(tirenbe ®(etd^ung weber dy, nocb dz 
eiitl^aU. 2(töbann ift ber erjleS^beU btefer ®(et(bung nur ein ^robuct 
«u9 bem 2)tfferen}ta(e dx unb etnem %a(tot, n^eld^er ebenfalls «»er^ 
f4^v9tnben mu§. SSejetd^net man nun bte betben fra^üd^en uitbe» 
(limmten ßoefpcicnten mit -^ s unb — - e fo erfd[)cint bte rcfuttirenbe 
®leid|^ung unter ber Sorm: 

(Ax -■\-Fy'{'Ez — $x — t cosX) dx 
+ (Fx + fiy -f Dz -r «y — tcos ft) dy 
+ (Ear+ Dy + C^ — «z— -eco«v)dz = 0, 

unb wenn man, nad^bem bte (Soefftcienten «, < fo gewählt ffnb, 
baß bte S^ifferenjiale dy unb dz t)erfd()n)tnben, auA ben ßoefftcts 
enten beS 2)tferenitale§ dx Qltid) 9luU fel^t, fo erl^alt man offiem 
bor: . 

I^ar-f fy + JEz = «a: + *005A, 
Far + fiy + Dz*=Äy + eco^(A, 
jBa: + JDy -{- Cz == Äz 4" toosv^ 

SBenn man bicfc legten ©Icidj^ungcn abbtrt, nad&bem man bte 
erfte mit x, bte ^n>eite mit y, unb bie brttte mtt z multipltcirt bat, 
fo finbet man, tnbem man bie ©leid^ungen (l) unb (13) beritcf^ 
fid[^ttgt: 

K = sr^. 
©er ®ertl^ ^on a l|l folglidS): 
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(«*) *= .a 



K 

r 



!ßenn man btcfen SSertl^ wn s nimmt unb außerbem bemerft 
baf bie Gleichungen (14S) folsenberma^en au^tbxüdt werben 
f onnen : 

Fx + lB — s)y + Dz=tcos^y 

Ex'\'Dy-\'(C'T-s)z = tcosv; 

fo ergibt ftd^ , bag man für bie ©ro^en ^^ B, C nur bie Sif^en- 
Jen A^s^ B — s, C—s in bie jtoeiten SE^eite ber ©(eic^unaen 
(134) unb in ben SBertl^ tocn P, mtd^m bie ®leid!)ung (135) gtbt/ 
}u fe^en braud^^t, um einer @eit$ bie bem größten unb f leinten 
9B3ert^e bed 9{abiu§t)ectorS r entf})re(^enben SBertl^e ber Goorbinaten 
ar,y,z unb anberer @e!t$ ben 6oefftcienten t in ber ®(eic^ung«(2) 
ober melme(^r in ber/ ivelc^e ft^) barauS burc^^ @ub{}itutton ber 
SBert^ie t>on x,y,z ergibt/ ju erbatten. £)it)ibirt man aber bie er^ 
wäbnte ®(e(d^ung butdi^ tf fo finbet man: 

[(B-*)(C— ä)—D«jco*»A-K[(C-5)(^— «)— E2]co«V 
.. .^,,M(^—^)(Bs)—F2]cos'^v+2[EF--(As)D]cos(icosv 

^ -f^2[FD-(B— «)jE]c95vco5A+2 [DiJ— (C— «)F| cosk cosfi 

= 0, 
ober toaS baffetbe ift: 

2 i (Ä+C)COÄ^;i+(C+^) CO« V + (^+*) COÄ^V ) 

\'—2Dcosiicosv — 2Ecosk — 2FcosicQS(i J 
(146) { '\-(BC—D'')cosn+(CA-'E^)cos^(i+ 

(AB — F^)cos'^v+2(EF—AD)cosncosv'\- 
2(FD — BE) cos vcosX^ KDE — CF) coskcosii=%4 

ferner folgt au§ ben (Gleichungen (134)/ nacbbem man barin x, y, z 
für a:o, yo,2o unb ^ — 5, B — s^C — s für A^B,C gcfefet b^t: 



.r 



[(ß — ' «) ^C — «) — 1>"^J cosk + 
[DJE-(C-«)FJcoÄft-f 
[FD — (JB— «)£]co5v 



[DF-CC — «)F]co«A + 
[£F— (>i-«)D]cOÄi/ 



— 2t 6' — - 



Wi> — (B — s)E]cosk + 
[EF— (A - *) DJ co«fi + 

[(A-s)(B~s)-F^]cosv 

Sötitidtntt man enMt4> bie minUl, u>e(4>e b(r ar{0te ober 
!letn|le^9iabiu8wctot mit ben ^atbajcen ber ))o(itlMn So^rbinoten 
iilUt, t)üxd) a,ß,y, fo l^ot man: 



(148) 
unb fblglt^i: 



cosa cosß _ cosy 



cos a 



[(B - s) {C-s)-D^] cos/i + 
[DE — (C—s)F]cosii + 
[FD-(ß-~s)E]cpsv 

■ cos ß 



ri49W ai>E-(C-s)Ficosi+ j 
^ M {i{C-8XA-s)-E^]cos(i+\ 

[EF-(A~s)J)]cosv j 

cosy 



[FD — (B — s)E]cosX-^ 
[EF—(A-s)D]cosii + 
[(A-s)(B-s)-F'']cosv 



mm ble gegebene (5ur»e eine ©Utpfe i|l, wk »tr »uertt an- 
genoramenjaben, fo gibt bte ©letc^ung (146) not^enbta »wS 
reelle SBert^e »on: " a «w«» 



K 

« = 



r* ' 



wel*e bem grß|ten unb fletnjlen SBert^e beä 3fabti«»ettor« 
r entfpre(?cn. ©ejetcbnet man atebann bie beiben Äalbajcen ber ei- 
Itpfe mit « unb ö, fo finb bie beiben SJurjeln ber ®tei(^ung(l4e)- 



. K K 

« = —5-, » = 



unb -man l^ot folgl{tlS>; 



(IM) 



— lITv — . 

+ (^+B) CO«' V— 22)co«ftco«v 
— 2£co«ycosA — 2Fco£Aco«/t,^ 

+(AB—F^)co8'^v+%(EF—AD)co9iico0v 
+2(FD—BE)cosvcosl-\-i(DE — CF)cosXcosii. 

gerner entfi^red^en iebem ber betben Sßertl^e wn s, ober xoai 
baffelbe ift/ ieber ber Zxtn ber SUipfe reelle SSert^e wn a, ß^ /, 
xotld^t inxi) bte ©Uid^^ung (140) t)erbunben mit ber (^(ei^iung: 

(161) cos^ a + coÄ - ^ + cos*^ y = 1 

befitmnit werben, unb btefe äBert^e brüdFen bte Sßmfel <m%, toeld^e 
eine, na4) ber einen ober anbern Stic^tung t)erldngerte 2C)re ber 6U 
lipfe mit ben ^albaren ber pofttioen ßoorbinaten bilbet. 

£)te eben betracbtete ^Utpfe \)ern)anbe(t ftcf) in ein @9{iem jmeier 
))aralleler ©eraben, wenn eine ber ©ro^en a^b unenbltc^ wirb». 
3(l0bann brudt bieienige biefer betben ©rö^en, xoüA^z einen enblis 
4)en SSert^ bel^dlt, bie ^dlfte ber Entfernung {wifc^en ben betben. 
parallelen au§ unb bte burc^ bie ©letcbungen (149) beflimmten SEBins 
tel a, /3, y finb genau bie, weld^^e bie beiben parallelen unb biefe. 
Entfernung mit ben ^alf^aren ber poftttoen Soorbtnaten bilben. 

SEBenn bie ®roßen a, b etnanber g(eicl() würben, fo t)em)anbelte 
ftdi> bie ßUtpfe in einen ^rei6 unb bie Sßertl^e ber 38tn(el a, ßy y 
würben unbejiiinmt. 

SBir wollen nun annel()men/ bie gegebene 6urt>e würbe tmSff^t^ 
perbel, fo \^aX ber 9fabiu§öector r einen Keinflen SBSertb, weldS^er bte 
^d'lfte ber reellen "Ären ber ^t)perbel ijl, unb wenn man biefe 2tre . 
mit 2 a bejeicfenet, fo l^at bie ®leid[?ung (146) notI)wenbig eine re^ 
-eile SSurjel, ndmlic^: 

_ ^ 

Solglidi) ftnb bie beiben Sßurjeln ber ®letd[)ung (146) reelL 
ferner entf))rec^en ieber biefer 9Sur)e(n reelle SBSertl)e t>on a, ß^ y, 
welche \>\xxi) ba6 ®9{lem ber ©leicbungen (149) unb (151) befitmmt 
werben unb bieSBinfel auSbriicFen fonnen, welche eine gewiffe, na4^ 
bem einen ober anbern @inne gezogene ©erabe mit ben ^X^lbaireit 
ber pofttiven (Soorbinaten bilbet. 2(nberer @ett§ !ann mm bebaups 
ten: 1) ba^ bie beiben SBertl^e t>Dn s unb bte Stic^tungen ber bie^ 
fen 3Bert^en entfprecbenben ©efaben t)on ber ©roße K, xotli^t we« 
ber in ber ®teid|^ung(146), noc^ in ber ©leic|»ung (149) Dortommt^. 
unabhängig {tnb, unb t)\>a^ eine ber beiben ©eraben immer mit ber 
reellen Are ber ^pperbel )UfammenfdUt. OMii^ folgt auS ber 
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in fioxUi. 19 (9* 100 unb 101) ^emodi^ten jBemerhing^ b^i, wenn man 
K in ben ®let4^ungen (1) uno (2) t)ariiren lägt/ bie - t)erf(ttet>enen, 
bur(f^ biefe ©leidbun^en ^u^gebirudFtien «|)9pe¥be(n aUe btefe(bei£ Tlf^mp^ 
toten urib folattq^ btefelben Zxtn ^aben. 9lur n>enn bte erdße IT 

bad 3et(9en ioeranbert/ fo cfnbett boS SJer^attntf -~- baft fkintge 

ebenfaüB/fü bag bte reeQe Vre 2 a ntd^t mebr betfelben SSurjel ber 
©leicbung (146) entfprecben , nocb biefelbe SItcbtung bibebalten 
tanm %M bUfen S^emerfungen folgt/ bag bte ©(etcbung (146) tn 
Hx gemacf^tin SBoraudfe^ung j^n)et SSur)efn t^on entgegengefeitem 
Setc^en f)at, n>ot)on bte eine bte ben pofitttoen äßertben ber ®rdge 
M^ bie «tbere bie ben negatii^en Sßertben berfelben ®to^t entfpre^ 
.^enben reeUen S^t^pixbtlann gibt. Serner ijl $u bemerken/. b4$ 
biefe bejben TLxttn reeller 2(]ren mit ben beiben ©eraben jufamnfem 
fallen, welche bie tjon ben gemeinf4)aftlicben Äfpmptoten aller Jbps 
ptxhtin gebttbeten SSinFel in gleiche Zt)tilt tbetten^ unb t>a^ biefe 
beiben auf einanber fenfredbten ®eraben genau bie ftnb/ toelc^e t>ers 
mittelft ber ®leicbunge)t (149) unb (151) bejtimmt werben. 

SBenn bie @xö^t K oerfcbwinbct, fo brücfen bie (Sleicbungen 

(1) unb (2) bte 0emelnfdt)afttid)en Itfpm^toten ber oerfcbiebenen ^^jcrs 
beln aus unb bir bur^ bie ©leicbungen ([149) unb (151) bejtimmten 
SBßinfet a^fty entfprc^en wieber ben beiben eben erwähnten ©eraben. 

©ie SBejlimmung ber 2f]ren ber burd^) bie ©teicfeitngen (1) unb 

(2) auSgebrurften ßuroe würbe oiel leicbter/ wenn man für biefe 
®teicbungen bie ©tei^ung (139) fubftituirte. J)enn alSbann mußten 
in ber ©lei^ung (146) für bie ©rößen^^ B,F bie ©rögen »/ 85, S/ 
für ben ßopnuS bc§ 3Binfel6 v bie Sinbeit unb für bie ©rögen C, fl, E, 
cos ^, cos (i 9lull gefeit werben. 2Cuf biefe SBeife erhielte man; 

(152) «^-(T( + S5)« + Va5~r = 0. 

©lefe leite ©leicbun^/ wetcbe mit ber ®leiclf)ung in SSeifp. 4 in 
JBorlef. 22 ber 35ifferenjtalr. ubereintlimmt/ "^at offenbar jwci reelle 
SSBurjelU/ namlid^: 

Z + SS 



s = 



+v/[(i^)-+r] 



(lös) ( ^ 

unb biefe beiben SBurjeln ftnb ©ro§en ^on bemfelben, ober t)on em? 
ge^engefe^tem 3ei(ben/ je aa^bem bte S^ifferen^ *j(S3 — S^ eine pO:: 
iitt«>e.ober negative ©röfie ift 3nt erftcn Salle folgt au§ ben ©lei^ 
(bttf^en (150): 

(164) #r(J-+^)=7(+», -«Ip-^^^tffi-r- 

3um @dt^luffe biefer fBorlefiing wollen wir no(b bemerlen , ba^ bie 
©tticbungen (39), (159), (154) gewiffe (gigenfti^aften ber frummen 
Linien ober %l&ä)m be§ {weiten ©robeS anzeigen. iSetradt^et man 
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unb fo(glic|^ gibt tte erfle bev ©lek^ungen (154): 



Sn biefift lefeten gcrmet ift fifgenber fte^ofe enthalten: 

Selt^rfal^ 1. SBenn man toom ^itttlpunttt einet @^ 
Itpfe nacb i^^r^m Umfange }n)ei beltebige/ fid^ unter 
einem rechten Sßinfet fc^neibenbe 9tabient>ectoren stielet 
unb wenn man bte @inbeit fucceffit)e buxd) ba$ £luas 
brat iebeS btefer Kabienoectoren bitotbirtf fo ill bte 
®umme ber £lui>tieitten eine conjtante -©röfe, totl^t 
ber @umme ber £luotienten gleicb i^, bie man erb^ttr 
wenn man bie (Sin^eit fuceeffitoe burc^ bai £luobrat ies 
ber ^alhaxt ber 6Ui)>fe bioibirt. 

9Benn bie ®(eid[)ung (139) eine ^lyptxM au§bri!rft/ fo er^ialt 
man, tnbem man b(o$ ba6 Seiten ber ®rö@e K t>eränbert, eine 
(weite S^ptxbel, welche benfelben Üßitte(f)unft, btefelben ^(fpmptotett 
nnt> biefetben Znti b«t, nur mit bem ttnterfcl|)iebe, baf bie reette 
Tlxt ber er{fen auf ber reellen Tivt ber ^weiten fenfrec^t ifl. Sßir 
xooUzn biefe beiben ^perbeln conjugirte ^^^»erbeln nennen« 
©ubjtituirt man atöbann für bie @Uipfe ein ©pftem jn>ei conjugir^ 
ter ^ptxMn, fo ergibt fid^ leicht/ bap man fär ben ^el^rfag 1 foU 
genben fe^n mug. ' 

Sebrfa^ 2. SBenn man jwei conjugir^te Sbt}ptthtln 
befcbrteben bat unb man jiebt oom gemeinf^aftUcben 
9Rittel))untte beiber in ber einen ober anbern jwei bt:t 
Ciebige, ficb unter einem recbteftSSSinfet burc^fdbneibenbe 
Äabicnoectoren unb bioibirt bie ßinbeit fucceffi\)e burc^i 
baS jduabrat jebeä biefer Stabienoectoren; fo t(l bt< 
@ttmme ber £luotienten eine conftante ®r6^e, wofern 
man in biefer @umme btn £luotienten in SBe^iebung auf 
bie eine ^9))erbet immer mit bem äeicb^n-jhunb ben für^ 
bie anbere mit bem Seieben — nimmt^ 2)ie erwäbn^t« 
@umme i(t folglicb immer gteicb ber S)iffereni jwifcben 
ben JQuotienten, wel(be man erb^lti wenn man bie (Sim 
beit fucceffioe burdb ba^ Guabrat ber b^lben reellen Tixt 
ber erflen J^p))erbe( unb burcb ba$ £luabrat ber b^^l^en 
reellen %xt ber^weiten <!g)9perbel bioibirt. 

93it wollen nun bie bur^ bie ®leid)ung (1) auSgebrticfte 
(tumme SCd^e wieber betrad^ten unb burcb ^o^^j^t'^t bie Sinabtats 



K K K 

)et4^neti/ fo baf 

§=±ro^ §*=±r,^ f-*±ra' • 

tfl. Xu8 btefen (e^ten ®letdi)ungen in SSerbinbung mit ben ®let(^un; 
gen (72) unb bei; erllen bei: ®(et(^ungen (30) folgt: 

(IM) +-i5. + ^ + -L. = ^ + :l- + -l-. 

SSenn bte frumme Släcbe (1) bte eined 6ai)>fotbe9 ift/ fo ^at 
man blöd: 

11 1111 

(157) 7?"+77^+7^=-^ + -p"+-^^ 

3n bemfelben Jalle bejeicbnen ro , r j , r, brci JRabienöectoren, 
VMldbe {tcb unter regten SBtn(e(n fcbnetben, unb mm tann alfo fok 
genben Sebrfa(| aufflellen: 

Sebrfag 3. SSenn man t>om 9RttteI))unIte etned (&U 
(t)>foibe§ nacb ber jDberftäcbe beffelben brei beHebigf/ 
ftcb unter redeten SBinteln fcbnetbenbe Stabteni^ectoren 
}iebt unb bte Stnbett fuccefrtt>e bur^ ba$ £luabrat jebe§ 
biefer 3{abien\)ectDren bit)ibirt; fo ift bie Summe ber 
jduottenten, eine conftante ®r6^e unb gleid) ber@iimme 
ber£luotienten, n)elcbe man erbaMt, wenn man bie6inl)eit 
fucceffioe bur^ baS £luabrat jeber J^albajce be6 @llip' 
fotbeS bii^ibirt. 

SBenn bie ®leicbung (1) ein J^p^jerbotoib auSbrudft, fo ertyölt 
man^ xoznn man blo§ ba^ äeicben ber ®r6ge /foeranbert^ eInjTOeis 
M |)pperboloib/ n>eld)eS benfelben SKittel^unft unb biefelben 2l]rcn 
\^t, nur mit bem Unterf4)iebe/ bag ba$ eine ber beiten .^9pevbo$ 
Idtbe jn>et S^cber unb ba$ anbere nur ein^ bat unb bag bie beibcn 
reellen 2(ren be§ jweiten auf ber reellen %xt be§ erflen fenfredbt 
ftnb. 3Bir n>ojKen biefe beiben f)iE)perbDloibe coniugtrte nennen, 
ttnterfiid^t mm bie t>erfcbiebenen Kombinationen ber Scicben/ n)e(cbe 
bie @(etcbunQ (156) barbieten fann^ mit ttxoah '^ufmertfamfeir, fo 
ergibt fkb letcbt folgenber Sel^tfa^;: 

8ebrfafe 4. ®enn man jmei cortjugirte ^^jjerbofoi« 
be bef<brieben b^t unb m'an jiebt t)om gemeinfcbaftli^ctt 
SRittetpunfte berfelben nacb ibrer iDberflcicbe in bem ei* 
nen oDer anbern brei unter recbten SBinfeln ficb burcb« 
fcbneibenbe Sfabient>ectoren unb btüibirt bie Stnbeit 
fucceffioe bur(fe ba§ Guabrat iebc* biefer Sfabiefti^ecto« 
ren; fo ift bie ©umme ber Jluotienten eine conftante 
@rö^e^ wenn man in biefer (Summe ieben, ft(b auf ba§ 
<$9l>erbo(oib mit einem S^^c^e bejiebenben £luotienten 
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mit bem Ztxö^tn + unb itbtn, ftd^ auf baS ^wette S^\)i 
perbolotb bejte^enben £luottenten mit bem Setd^en — 
nimmt. Die erwähnte Summe tjl alfo immer ber ®ifs 
ferenj gleich/ toetc^e man erbielte, wenn man^ nadi)beni 
man bie Sin^eit fucceffitoe burc^ bte £luabrate ber baU 
ben reellen Ären ber beiben ^^perboloibe bit){birt l^at, 
ben £luotienten in Sejiebung auf bie reelle Tlxt beS 
}n)eiten &9i»eri)oloibeS t)on bjer Summe ber Quotienten 
tn jSejieluns «uf bie beiben reellen 2tren beS erfien 
abjöge. 



M « 



£)i{feren3ta( beS S3ogenft einer beliebigen 6un>e. -^ 9on 

ben frummen Sinien unb %lid)en, tpeI4)e ft(() in einem ge* 

gcb^nen 9^unfte f(f)neiben unb ber&^ren« 



SBiv wollen eine beliebige, burcb iwei ®(eicbungen iwtfcben ben 
re(btn>inf(tgen Soorbtnaten x, y, z auägebrucfte 6urt>e betrad^ten unb 
ben JBogen berfelben/ xotlä)tx jtotfcben einem feflen unb bem bewege 
lieben ^Punfte (x,y,z) lie^t, mit s bejeicbnen* SBenn man betXb^ 
fciffe X einen fcbr Keinen 3u»acb^ £^x ertbeilt, fo u)a<bfen bie 
$Berdnberli4)en jf? 2:, « ebenfalls um febr Heine po{ttit>e ober tiegatit>e 
©ragen, welcbe burcb Ay^A^jA* ouöoebrudft werben, gemer 
ijl Kar, bag bie ©e^ne oeö JBooenS ±A* ober bie *6ntfernuna 
beS fünftes (a:, y, z) von bem fünfte (a: + A^^2f + Ay^ 2 -f-Az) 
ibrem Sablenwertbe nacb gleicb 

>r(A*^ + A»* + A2-) 

tfi. Um nun ba§ 2)iffereniial beS S3oaen§ s Uiö^t ju beftimmen, 
htani)t man {tcb nur auf ben für {tdb flaren ®a^ ju fluten, ba# 
ein febr fleiner 6urtoenbogen fafi mit feiner ^roiection auf bie, 
burcb einen feiner @nbpunfte gezogene SEangente 5ufammenfdat, 
b. b« bag {t(b baS fßerbältnig beS febr fleinen S3ogen$ 5U feiner 
9>ro]ection fa^ auf bie (Sinbeit rebucirt. Denn ba bie protection 
be^ 93ogen$ ber ^roiection feiner @ebne unb ba§ SSer^dttnig ber 
@ebne ju ibrer ^rojection bem 6oftnu$ beS SBinletö, welcben bie 
©ebne mit ber Sangente bilbet , b. b- . einer febr wenig t>on ber 
einbeit toerfcbiebenen ®r6ge gleicb ifl ; fo folgt unmittelbar au8 bem 
t>orbin ange^brten ^xitnipt, bag ein febr Heiner 93ogen fafi mit 
feiner ©ebne {ufammfaHt, b. b* bag baS SSerbdltnig jwifcben 
einem untnhiid) fleinen S3ogen unb feiner ©ebne bie 
ein^eit jur ©renje "fyaU *) 



^) ^an f 6nnte biefen legten ^i ali für ftc^ flav betrauten unb i^n für hai 
oot^in auddef^rod^ne 9miip fubfittuiren; allein t€ fd)eint swecfmdpfger, 
du ^af ber iän^t etneö fe^r (leinen, burdj) einen gegebenen $un{t ge^en« 
ben (^urt>enbogend bie Sänge berienigen unter allen geraben Linien su neb« 
nten, tt>el4e f!^ in ber 9ld^e M betrachteten fünfte« bem Gurvenbogen 



am mdften nA^ (oergl. weiter unten SSorK. 21.). 
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SRtmmt man bief(n@a| oti wa^r an, fo ergibt jtd^ borouS bte 
®(et(t)un8 : 



au$ n>c((^etr folgt: 
(2) ds=± yTidx'' + dy' + dz"). 

9Ran M fotgltd^: 
(S) d5« = dar«-f dr+dz^ 

SSenn man :r jur unabJ^dngigen fßeranberlidl^en nimmt unb bet 
«Rfirge Y9egen 

dy , dz j 
rfar ^ ' da? 

r 

fe^t, fo gtbt bie Oleic^ung (2) 

(4) ds^tyf (l + j/'^ + 2f^).dx. 

& tft mf)l iu bemerfen, bafi man in ber ®letdi)ung (4) für 
ta^ bojjpclte Seicb^n + ba§ äeicben + ncbmen muß, wenn ber 
SSogen « mit ber ^Cbfciffe x }tt gleidj^er 3ett todd^fl unb baS 3ei(||en 
- tm entgegengefefeten galle. 

Senn man in ben ©(eic^ungen (5) in 9}orIef.l3. für bie SSSur^ 
jelgroge V^Xd^^+^y^ + dz*) tbren, anS ber (Steicbung (2) ges 
(ogenen SEBertb fe^^t^ fo tx^dlt man ein& ber beiben fotgenben ^i^etne 
Don ®(ei4^ungen: 

(5) cosu^^, ^^'ß='^^ ^^'>'=dr' 

(6) cosa^^^, eo*/J=-^, co^—^^ 

25a« erßc ©pjlem mug «ir äBeftimmuna ber ffiinfelajÄjV am 
gen^anbt werben/ toelcbe bie Sangente ber (Suroe mit ben ^albaren 
Der pofttit^en ßoorbinaten hübet, roenn btefe SEangente nad^ bemfefs 
btn @inne/ atö ber S3ogen s loerlängert ifl. S)agegert werben bie 
genannten SBinfel burcb ba6 jweite @p|}em t>on ©(eid^ungen bes 
jrimmt/ r^^enn bie Slangente na^ entgegengefegtem @inne verlängert 
tfi, wad ft4) (ei(^t t>ermittel|l d^n(id[^r 93etra^tungen/ wie bie be^ 
reit6 bei ebenen 6urt)en angefieUten; beweifen (d'ßt. 

S^er fpige SSSinfet; wetct)en bie SEangente im 9)unfte (or, y, z) 
mit ber Are berarbilbet, wirb bie Sleigung ber Tangente ober 
bie Steigung ber 6urt>e gegen biefe ^Cre genannt, witnn man 
biefe 9!etgung mit r begeid^net/ fo ijl ber SBinfel v offenbar bem 
SBinfel a ober beffen @u)>))lemente gUicb* & ift a(fo co^r = + co$ a 
unb au9 ber erflen ber ®leid[^ungen (5) ober (6) folgt: 
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SBenn man in btefe (f(»ten ®let^ttngen füt ds feinen auS bet 
®(et4)una (4) abaeleiteten SBBert^ fubflituirt unb bemerft, bag r 
einen f))i6en SBtnM auSbriicft, beffen 6ofmu8 unb @ecante notf)^ 
wenbtg )>ofttit) ftnb, fo tx\)äit man: 

(8) cost= .^_|_^2^^/2) > «ccr = >/"(l + y« + z'2). 

Um eine 3(nn)enbung t)on ben loorbin abgeleiteten Sormebi }u 
geben, wollen n>ir bte burcb bie ®Ieid)ungen (38) in SSoYtef. 13 
aufgebrühte @d[)raubenlinie betrachten; fo iß ber bur^t^ i>i^ (^1^^ 
ber ®(eic^üngen (40) berfelben SSorlefung beflimntte 9Bert9 )>on co« y 
conflant linb bit ©leicbungen (5) ober (6) geben : 

— cosy — \cosy/ 

SBenbft man auf bie t>or^ergef)enbe ®Ieid()ung bie ®d)lu^t an, 
burcb welcbe n>ir in ber ftebenten äSorlefung bie®(ei4)ung (25) au8 
ber ®(eicl^ung (24) abgeleitet ^ben unb be^eicbnet burc^ ^z ein 
enblic^e^, ber SSeränberltd^en z beigelegte$2!ncremenr; fo erhalt mani 

(9) A^=± ^* 



cosy 

2Da ferner y ber oon ber S^angente ber @cl(^rauben(tnie unb ber 

Ktt ber z gebtftete SJMnW ift, fo brucft + ^^ offenbar ben 

SE^eil ber SJangente au§ , beffen ^roiection auf biefe %xt = ± A « 
tji. ÜRan fann alfo folgenben Sebrfa^ aufflellen: 

ge^^rfa^ 1. Um einen Ißogen ber @di)raubenlinie 

itt>ifc^eni»ei^unften(a:,y,z)unb(.T+A^jy+Ay>2+A2) 
{U er^^alteu/ braudt^t man nur burcb ben erften ^unft 
eine Sangente an bie @cbraubenlinie gu legen unb ben 
Sbei( biefer X^an^tntt ^u bejlimmen, n)el^er jwifc^en 
ben beibenSbenen liegt, bie burc^ bie beibenSnb^^untte 
beS JBo^end fenCredj^t auf bie Hx't ber @(^rauben(tnie 
gelegt fmb. 

SSenn man, um bieS3egrtffe }u ftriren, ben S3ogen s t)on bem 
fjunfte au8 iä^lt , worin bie ©q)raubenlinie bie 'txt ber x trifft 
unb wenn man bie ®roge «, fi^wie ben Sßinfel p unb bie IDrbinate 
z ali ))ofttit> annimmt unb al^bann für bie beiben fünfte (Xj^y^z), 
(ar + A^5!f + Ayj^ + Az) bie beiben ßnbpunfte be$ Söogen* 
*., nanrticb ben $unft, wo bie ©d^raubenlinie bie Zxt ber x trifft 
unb ben $unft (x, y, z) fubftituirt ; fo erl^alt man flatt ber ©Icic^ung, 
(9) bie ®letdS^ung: 

cosy ' 
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n>e(^e ft^^ loermoge ber ®(eid^fiiigen (S8) unb (40) ber bretje^nten 
«orlefung auf . • '. ,, ^ 

(10) « = (l + o«)*ßp' . 

reburirt. 2Cu§ btefer (elften ©leic^ung folgt/ bag man, um ben S36s 
gen * }u erhalten / nur bie ?)roiection bicfeS S5ogcnS -auf .eine, auf 
ber Tixt ber (Schraubenlinie fenfrec^te Sbene, b. ^. bad $robuct ßp 

bur^ ben conftanten gactor (l + a^)* ju multipltctren braucht. 

S93ir tooüen nun jTDei beliebige Kurven bctxa6)ttn. 6g feien 
Xyjf^z bie ßoorbinaten ber erjTen 6urt)e unb s ber S3ogen biefer 
6ur9e in)tfd^en einem feflen fünfte unb bem ben)egli4)en 9)un!te 
(x, yjz)- @benfo feien tfV?^ bie Soorbinaten ber jn^eiten Guroe 
unb ff ber Sogen biefer jweitcn Gurrte ,jn>ifcl{)en einem feflen ?)unfte 
unb bem beweglid^en fünfte (|, i^ ,£) , fo i(i : 

(11) d««=dar2+dy2^d2S dg« =d|^ +dij2+dga. 

Serner, wenn bie an bie erfte ßurtoe imä) ben ^unft {x,y,z) 
unb an bie jweite burc() ben ^unft (£,i7,S) gejogenen S£angenten 
nac^ bemfelben @tnne t)er[ängert ffnb, atö bte S3ogen « unb p, fo 
bilben {te mit ben ^albaicen ber |)ofitit)en Soorbinaten SBtnte(, beren 
Softnug für bie erfle refp. gUicf) : 

dx dy dz 
ds ' ds ^ ds ^ 

unb für bie jwette refp. gleicht 

dt drj dg 
dg' dg' dg 

ftnb. Sßenn man alfo ben.SßinM, n>eld|)en bie betben San^enten 
mtt einanber bilben, ß nennt, fo t)at man t>ermoge ber ®tet(|yung 
(48) ber JBorerinnerungen : 

(12) cos8=^4l + p-J^ + ^iL 

ds dg * ds dg * ds dg 

djrdl + dy diy 4" dz dt 

dsdg 



(13) 
ober: 
(14) 



£)ie betben Tangenten werben paraUet, xotm man ^at: 

d| dx dvi dy dg dz 

dg '^'ds ' dg ~ ds ' dg ~ ds 



dg dx dfj dy dg _^' dz 

dg ds' ds dg' dg ds 



@§ tji übrigens ju bemerfen, bap bie ©leidl^ungen (13) unb 
(14) \>ux^ bie eine gormet: 
C^au(^9. II. 15 



— ttf — 



I 



(15) 



rf| dfi dj 

dx dy rfz • ' 

* 

di dfj di 
dx dy dz 

, yTidt^ + dti^ + dj^) _ dg 

folgt, erfeftt werben Kmtem 

Sie beiben Sangenten bilben fentet einen ted[^ten SDSmFel mit 
einönber, wenn co«*=0 unb fblglwb: 

(10) dxdt + dyd7i-^dzdt = 

t{l. 9Benn man tn bte ®Ietc^ung (12) für <2^ ttnb dg tbre aus 
bin ©letc^ungen (11) abgeleiteten SSertbe fubjKtuirt/ fo erbalt man 
fblgenbe: 

/.yx ^j,pÄ—^ dxdt-^-dydfiA-dzdt 

^i#; coso — x^ (dx^+dy^Td^)7W'+dri^+dt''y 

Sßenn man in btefer legten ®let4)ung iai Seieben beS ^wetten 
Sb^ileS nidi)t beflimmt, fo gibt fte jwei ^wifcben unb 7t lie^enbe 
Sßertbe t>on d, welcbe ben fpil^en ober flumpfen SBinfel jwtfc^en 
ber ju beiben ®titen be$ fünftes (^9 ^^2) unb ber ju beiben ®tu 
ttn beS 9)unfte^ QjVit) verlängerten äqngente auöbrücfen. 

SBenn {üb Jtpei Kurven in bemfetben fünfte burcbfcbneibeu/ fo 
nimmt man an, ba§ fte biefelben Sßinfel mit einanber bilben/ alS 
bie burd^ biefen 9>unft an fte gezogenen Tangenten« 3ltöbann iji 
für ben 2)urd[^fd[^nittd^un!t: 

(18) | = ar, rf=y9 5 = «> 

unb bie Sßinfel, weld^e bie beiben 6urt>en mit einanber bilben, fmb 
offenbar bie iwtfcben unb x liegenben SBertbe t>on d, meldbe 
ber ©leicbung (17) ®enäge feiflen. 

9Ran fagt, bafi jwei im fRaamt bef<j()riebene 6un>en auf etnam 
ber normal ftnb, wenn fie ficb unter recbten SBinfeln burcbfcbneis 
beu/ unb ba^ fie einanber berübren, wenn fte in einem gemein« 
fd|)aftlicben fünfte, eine gemeinfcbaftli4)e Xangente b^ben, b. bv n>enn 
ber f))il^e SSinfel jwifcben ben beiben Qm\)m t>erfcbwinbet. 3tti eri 
ften saUe wirb bte ©leicbung (16) ober: 






fitlr ben £)urdi)fcbnittdpunft erffiHt unb im jweiten SaQe leiften bie 
6oorbtnaten beS S3erubrun9§)>unfted ber ©leicbung (16), ober woS 
baffelbe ift, ben beiben ©letd^ungen: 
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(») 






dx 



di_ 



dz 
dx 



€* tjl wol()l ju bemcrfen, ba^ btc ©iffercnjtale in ben tjets 
fcl^tebenen Dor^tn abgeleiteten Formeln alle ju glei^er 3ett "ottSAxo^m 
\>tn, wenn man dSfdg,dy,dri,dz unb dg Dermittetjl ber ®leis 
cbun^en (11) unb ber ^iffereniiatgletdi^ungen ber gegebenen Qm^tn 
elimtnirt. 

9lt4)t§ ^inbert, in ben ®(etcbungen ber {weiten SurDe bie SSud^^ 
Ilaben x, y^ z ffir bie S3ucb1laben |, rj, t h^ f^^^" ^"^ ^^">^ ^^^ ^^^^^ 
fünfte ber einen ober ber anbern Üurtje entfi)retlb.^nbc atbfcijje x 
iuv unabhängigen SBerdnberlid^en ju nebmen. 2Cl§bann ' mu§ man 
für bie erfien unb {weiten Sbeile ber .©leicbungen (2(1)' bie avA ben 
©leicbungen ber beiben Surtoen gezogenen äBertbe ber abgeleiteten 
Functionen : 



dy 
dx 



= Ti. 



dx 



= 7! 



fegen unb bamit . ftcb biefe beiben 6ur))en in bem 9)unR;e,.^e{|ep 
^Kbfciffe X ifl; berü|)ren, geniigt tf>, bap bieäSertl^e ber xAtx ©roflen: 



Vj ii 



z, z 



fär biefen $unft bei bem llebergange t>on ber erfien Surtoe }ur 
jweiten ungednbert bleiben. Uebrigen^ ijl biefer ©afe t>on fclbjl- 
einbif4)tenb; benn wenn bie eben auSgef))roci|)enen iSebingungen er? 
fuUt werben^ fo ijl Rar^ baß bie beiben 6urt>en fär bie 2tbftif[e x 
nicbt b(o§ einen gemeinfcbaftlid^en $unft^ fonbern aucl() eine gemein^ 
fc^afUicbe S^angente b^ben. 

SBBir wollen nun einen 8ebrfafe bcweifen, weldf^er in ber S£beorie 
ber 93erübrung ber (Surt)en Don großem 9lugen ijl unb fj^ folgern 
bermagen au^rucfen lagt: 

. ^ebrfaft 2. SBenn jwei fidb berubrenbe 6urt)en geae« 
ben finb, unb x(\.qlX{ nimmt oon bem S5erübrung6punrte 
au§ auf biefen, nacb bemfelben Sinne verlängerten 6urs 
t)en gleicbe, aber febr Heine Sangen, fo ijl bie ©erabc,« 
weld^e bie ßnbipunfte biefer Sanken ))erbinbet, fajl auf 
ber gemeinfcbaftlidf)en SEangente biefcrGurDcn fenfrecbt. 

äSeweiS. 2)ie gnbpunfte ber auf ber erften unb {weiten 
6urt)e t)om S5erübrung6punftc auS genommenen gleicfeen gdngen 
feien refp. {x^y^z) unb (|,7?,0« S^rner feien« unb g bieS3ogen, 
welcbe refp. jwifcben einem fejlen ?)unfte ber erjien Sur^e unb bem 
fünfte (x^y^z)i ferner jwij^cben einem fejlen fünfte ber jweiten 
ßuriDe unb bem fünfte (|y^,S) liegen. SBdbrcnb bie ßoorbinaten 
^j^jz; ii^n^l flleic&jeitig Dariiren, bleibt bie SJifferenj: 



towerfinbetlidS^ , unb man \^ fotglicb ff = « + cöw**; alfo: 
(21) dg = ds. 
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Semer feien a, /}, y bie SSmfel, voeldl^e Me na^ bemfelben Sinne 
ali bie SSogen $ unb g verlängerte gemeinfdi)aftlidbe Xangente ber 
beiben 6urt)en mit ben Jg)a( baren ber po{tttt)en Soorbinaten bt(bet, 
H bie Sdnge ber Don bem ^untte (|, 17, p na^ bent fünfte (x, 2^, :) 
geiogenen ®eraben unb enblic^ ^»fs^ ^i^ äBinfel, weld^e biefe ®u 
rabe mit ben&albaren ber ))ofttioen (Soorbinaten btibet; fo \^at mojx 
fall: 



(M) 



dar di ^ ^V ^^ 

rfz dt 



(28) « = ^[(a:_|)4 + (j,_,)« + (z_t)«], 

(84) co#i = £^, co*,t = -2^^, cMv = -^^^; 

unb au§ ben ©leld^^ungen (11) in Serbinbung mit ber ®leidS^ung 
(21) folgt:. 

dx^ + dy^ + dz' = d|« + dij« + dg« , 
ober »aö baffelbe ijl: 

(25) I (d^ + dt)(dx-d^) + 

I (d» + d7j)(dy-dij) + (dz + dS)(dz^dg):^0. 
!Run geben aber bie ©leid^ungen (22): 

I djr-}-d| dy-j-diy dz-j-dg 
, CO«« cosß cosy 

= dÄ + d5 = 2d5, 

SBenbet man ferner auf bie jwciten ai&eile ber ®Ieid(^ungen 
(24) ba§ ©eite 68 angefubrte ^rinjip an, fo ergibt ft*, M bie 
®ropen cos k, cos fi, cos v ndll^erungSwcife burd^ bte ®leict>ungen: 

, dx^dä, du — dri 

cosl = — j—^, cosii= ^ , 

(27) j 

dz-dg 

COSV=^ 5 2«. 

an 

beflimmt werben Unmn. 
ÜRan f)at olfo fe|)r na^e: 

CO^A co«^ co^i/ 

Diefe lefete ®(ei(|>ung ift um fo genauer / je naber bie ?Hinfte 
(ar^y^z) unb (t,fi,t) bem S3eru^rungdpun(te ber beiben 6un>en 
(iegen. Sßenn man nun in ber ®lei4)ung (25) für bie Summen: 
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> 
* 

dx-\-d^p rfy + dij, dz + rff 

bic unter ftdj) tn benfdbcn jBerMltniffen fle!)enbett ®r6fien co*a, 
cos ß, cos y ixnb für iit S^ifferenjen: 

dar — d|, dy — dfi,dz — dt 

bxt ifymn ptopottiotialtn ®rc!fien cos X, cos ii, cos v fe^t/ fo ztf)alt 
man entließ: 

(29) cosacosl + ^^^ß cos^i + cosycosv=^ 0. 

golglicfe, ijl bietoon bcm fünfte (ar, y, z) nadf) bem fünfte (|,«,g) 
gezogene ®erabe fafi auf ber gemeinfc^oftlid^en Xanaente betber Gur^ 
Den fenCrec^t/ ober n)a$ bajTelbe ifl, fafi ju ber rlorntalebene p(u 
raHel. 

3n bem eben ben>tefenen Se^rfage fonnte man anä) f&x bte 
gwette 6urt>e eine bte erlle bttSl^xtnt>t ®erabe fegen unb man erl^ielte 
atöbann folgenben Se^rfag: 

Sel^rfag 3. SBennman \>on einem ge.gebenfn9un!te 
einer 6urt>e au§, oirf i^r unb ij^rer nad). bemfelben 
@inne Derlangerten Tangente in tiefem fünfte gleiche 
unb febr fleine ganzen nimmt, fo ijl bie ©erabe, votU 
'dbe bie (Snbpunfte bicfer Sangen perbinbet, fajl.auf ber 
%anstntt fenfred^t/ ober xoaf> baffelbe ijl, faft ^u ber 
SlormaUbene parallel. 

Um bie iSegriffe ju ftrtren, vooUtn n)ir iebe.ber tiuf ber (hivot 
unb ibrer S^angente toon bem gegebenen ^ui^tte , auS genommenen 
gleid^en Sängen mit i bejettj^nen. £)ie S&3in!el, loel^e bie, bie 
Snb:pun{te biefer beiben Sängen t>erbinbenbe ®erabe mit ben ^alb^ 
mn ber pofitioen ßoorbinaten bilbet, finb Functionen Don i, unb 
»enn man i jjegen bie ®ren)e 9lull conDergiren lä^t, fo conDergiren 
biefe aSJinfel im Allgemeinen gegen gewiffe ©renjcn unb näbern ixö) 
ben SBSinfeln o^ne 6nbe, n)elcbe bie S{id()tung einer gen^tffen 9lors 
male befiimmen/ mit ber bie in Stebe flebenbe ©erabe immer mebr 
unb mebr sufaramen^ju ^Ucn ftrebt. 2?iefe befonberö bemcrtenös 
wertbe 9lormale woUen wir ^auptnormale nennen. Um bie 
9fidf)tung berfelben ju bejiimmen, braucbte man nur bie gormein 
^27) unb ben ©eite 68 angefubrten ®ag anjuwenben; allein man 
fann anä) fe^r lei^^t burc^ folgenbe 9}{etbobe ju bemfelben $xotdt 
gelangen. 

9Rit a:,y,z wollen wir bie ßodrbinaten eineö fünfte« ber 
6urt)e bejeicbnen, welct)er mä)t mit tjem Snbpunfte, fonbem mit 
bem 2lnfang§pun{te ber Sänge i jufammenfäUt, b. b- bie 6oorbinas 
ten be6 ^nfte§, burd^ welken man eine Sangente an bie ßuroe 
jie^t« (gS fei s wieber ber auf ber Guroe jwifcben bem fünfte 
(a:,y,z) unb einem fejien '»Punfte üon ber SBefcbaffenbeit, baß bie 
Sänge t bie SSerlängerung be§ 33ogen$ s ifi, liegenbe Ißogen unb 
ferner feien a,/3,y bie SBintel, welc^^e bie burd^ t)in ^unft (ar,y,z) 
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Aejogene unb mdf bemfelben @tnne M ber {Bogen $ t>etlQnaerte 
äangente mit ben^lbaicen ber pofitmen Soerbmaten bUbet. ^tnn 
man btefen S3ogen }ur unabl()dngt9en äSerdnberlt^eii nimmt/ fo n>ers 
ben bte 6oorbinaten beS @nbt)unfted ber auf ber Guroe g^ommenen 
Sdnge i offenbar burcb bret 2(u6brd(Fe t>on ber ^xm ; 

'+•■#+4(1^+'^) 

befttmmt/ noo Z,«/,^ mit t t)erf(!^it)tnben 'muffen, n)abrenb bie 6os 
orbtnaten be§ @nbpun!te§ einer in>eiten auf ber S^angente nadl^ bem^ 
felben Qinm, atö bie erfte genommenen 8ange i folgenb^ finb: 

dx 

x-^icosa^x-^i 



ds ' 

(81) \ y + icasß^y + i-^, 

I • « i . dz 

z "f-icosy^z -f-i 



ds 

4 

äBcnn man nun bie ßntfernung jwifd^en ben Snb^junften ber 

beibcn fangen mit » unb bie SBinfel, welcbe bie »on bem gnbs 

punfte ber jraeiten 8dnge nacb bem ©nbpunfte ber erjlen gejogcnc 

. Oerabe mit ben ^albaren ber j)ofttit)en ßoorbinaten bjlbet^ mit A, 

ft^r, bejeic^net, fo l&at man offenbar: 



(32) 






(88) 



Cf)$A=: , C05fA = 






cosv == 



unt) foldIt4>: 



— 2S1 — 

eo»i cecft- cosv 

!v/[(i^')+(if+')'+(s+-y]'. 

• 
8afit man nun t gegen bte ©renje 9luQ com>ergtren^ fo nehmen 
bie 3a|^lenn>ert^e t>on /, J, K olt^ne 6ni>e ab, unb u>enn man iU. ben 
©renjen ubergel^t/ fo ergibt {tc^ <üx^ ber ©letc^ung (34;): . 



(85) 



C08 l CO*/* Ci)$.V 

Vd«»/ Vd««/ Kd^j 



1 



ober n)a$ baflelbe tfl: 

co^"^ c^syi cosv 

(86) \ "rf^'^'W'""^^- 



©ie ® inf eU, fA, v, weld()e burcb biefe lefete ©leicbuna bejtimmt 
»erben ^ jtnb btejcnigen, tt>elcbe bie nacb einem gemiffen ©tnne t)er= 
Idngerte J)au^)tnormale mit ben S^uXwcVd ber :()ofitit)en ßoorbinaten 
bilbet. ^Xa\X btefer ®lei4)ung mu^te man bie folgenbe: 

cos'K cos II cosv 

•Ä*.\ I d^x d^v d'^z 



anwenben, wenn bie ^auptnprmcrfe nciäi, entgege^gefefetem ©inne 
verlängert wäre, gerner woHcn wir bemerfen, bafi bie ©Icic^ungen 
(36) unb (87) beibe in ber ©lei^ung: 

entbaltut fmb, ouS; welker folgt: 

cosX cos II cosv 

'¥r~ d^y ~ d:^z ~ 

+ 1 — 



- V[(d*^)* + (d'y)' + (rf'2)'] • 



\ 
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^an tSnnU ^d^ Uxd)t bittet ühttynx^tn, bttf-^bte burt^ ben 
?)unft (x, y, z) gebenbe unb mit ben S^alhaxtn bcr pofttben Qoethu 
naten bte burcb bie ©letcbung (38) bejltmmten SStnIel bilbenbe 
®crabc cmc ber bur<b ben ^unft (x,y,z) gejogcnen SRormaUn bcr 
Qwrot tjl. S)enn wenn man bte ©(ei^ung (3)/ tnbem man s wies 
bit atö unabhängige SSeranberlicbe betracfitet/ bifferenjirt/ fo evbält 
man: 

(30) dx€Px + dyd^y'\'dzd'^z = 0^ 

unb wenn man atSbann bte ®Ie{d)ung (88) unb bte (SHA^mQ (6) 
beir bretje^nten SBortefung bentcfftd|)tigt/ fo ftnbet man: 

cosacosi 4" coä/J co^ft + cosycosv = 0. 

Solgltcb tjl bte in 9{ebe jlebenbe ®etabe auf ber Sangente 
fenfrecbt^ ober mit anbcrn SBorten^ fieijl eine SRormale ber geges 
benen 6ur))e. 

SBirb bei IBogen s wieber jur unabbofngigen SJeranberßd^en 
genommen; fo folgt mi ben Steigungen (5): 

dcosa d?x dcosß d^y 

(40) J ^ ~ ds^ ' ~di d^' 

dcosyy d^g , . 

ds ~1S^' 

KUb folglidl^ ^^nn bie ©lei^ung (38) auf fo(genbe rebuctrt werben: 

COSl COSJA cosv 



(41) 



dcosa dcosß dcosy 



SBenn ber IBogen s nid^t mebr jur ut^abl^angigen SSeranberlu 
d^en genommen würbe, fo würbe bie Sleicbung (35) ut^rid^tig, aber 
bie ®leid()ung (41) würbe immer ricbtig bleiben/ unb wenn man in 
biefe für cos a^ cos ß, cos y ibre avti ben ®(ei4^ungen (5) abgelets 
Utm SiSertbe fefete, fo fdnbe man: 



,-ov cosl cos II cosv 



Serner woQen wir bemerfen, bag in bem SdUe, too ft^^ bte 
gegebene Suroe auf eine ebene Qm\>t rebucirte, bie 4>4U)>tnormaU 
offeri^ar bie ift, welche in ber gbenc beir 6ur\)e liegt, 

9Benn bte 9Binfel ^^ii^v einmal huxä) bte ®(et4)ungen (35) 
ober (42) bejlimmt finb, fo laffen fid^ bie ©letcbungen ber ^upu 
normale leidet erbalten ; benn xotm man bie ßoorbinaten ein^$ belies 
bigen $unfte§ biefer ®eraben mit |, i], t Uijiid)ntt, fb bat man nacb 
ber ©leicbung (20) ber SBorer.: 

^ cosk cos II cosv ' I 



— ut — 

f 

/ 

woraus folgt, rctm man (en SBogen 3 jur unabhängigen Serdn» 
berücken nimmt: 

unb, in einer anbern SJorouSfel^ung: 

« 

(45) ±::;£.=-!La-=J-— 



"(i) <!') <!)■ 



SBenn jidf) jwei frumme glad^en in einem gegebenen 9vcnltt 
burcl^fc^neiben, fo nimmt man an, Dag fte in btefem fünfte bem 
felben SBtnfel mit etnanber bilben, al9 ibre SBeriibrung^ebenen. 
SnSbefonbere fagt man, bafi jtpei frumme ^iäö^m in einem gemein« 
fd^aftltc^en fünfte auf einanber normal ftnb, wenn bie burcb bies 
{in ^unft gelegten 93erubrung§ebenen auf einanber fenfrect^t ftnb, 
unb man fagt, {te berubren einanber, xomn biefe @benen jufams 
menfallen. 3n bem legten %aUt faUen bie 9lormalen beiber {mm« 
men Stächen ebenfalls }ufammen. @§ feien nun: 

(46) a = 0, « = 0, 

bie ®leid[)un0en ber beiben ftdb im fünfte (x, y, z) berübtenben 
frummen Stadien {wifcben redbtwinfligen 6oprbinaten, fo ftnb bie 
(SoffnuS ber äßinfel, wel^e bie gemeinfcbaftlidbe 9lormaIe ber beiben 
frummen S^dcben mit ben <!g)albaren ber ))ojtttt)en Soorbinaten biU 
bet, naö^ ber ©leicbung (6) in S$orl. 14 einer (Stiti ben brei ab^ 
geleiteten Functionen: 

du du du 
dx ' dy * dz 

unb anberer @eit$ ben brei abgeleiteten Functionen: 

dv dy dv 
dx ^ dy ^ dz 

proportional« SRan ^at alfo: 



(41) 



(du\ 



*f^ (du\ /(fax 
dx) _ \dy) _ \dzj 
/dv\ /dü\ /dv\ * 
\dxj \dyJ \dz ) 



ttmgefebrt, wenn biefe SBebtngung für ben ^unft (ar,y,2) erfüllt 
wirb, fo baben bie beiben frummen gldcben in biefem ^punfte eine 
gemeinfcbafltlicbe Slormale unb berubren einanber* 

©Ott bie ©lelcbung (47) jlattfinben, fo ijl erforberlicb unb ges 
nfigenb, ba^ bie 2)iffereniialgleicbungen ber beiben frummen Stachen/ 
nämlld^ : 



— »4 



du j . I du j , 



(48) 



dx 

dv 
dx 



dy 



dz 



dz = 0. 



, . rft> j \ dv j ^ 



dy 



dz 



fiberetnfltmmen/ wenn man barin fi!r x^y,z ixt 6oorbtnaten bf§ 
aemetnfdt)aftltdE)en fünftes fe^t, unb ftct^ alSbann auf eine einjige 
©leicbung {wifd^en ben 2)tferenita(en dx^dy^dz rebuctren. 

SSenn bte ©letct^ungen ber lüetbeti ftrumnten Jtäct^en nadi^ z auf: 
ge(51i^unb auf bte Sorm: 

(») 2=/(ar, y) 

.jurildgefu^rt würben/ fo« waren tl^re ^ifferen^ialgletdt^ungen \>on 
ber gorm: 

(50) dz=pdx-{'qdy9 

unb aföbann berulfrten {td() bte betben frummen ^iä)in in bem fünfte 
(^>y>.2;)/ wenn, bk beiben ©rogen p unb g bei bem Uebergangc 
))on ber erjlen frummen ^läi^t jur ^weiten btefelben SSertl^e be^ 
l^tetten. 



SSon ber ArdmmttngS^bene einer brficbtgen 6uroe unb i^xtn 
beiben Arömmungen. ^tämmung&^albmefj'er, JCr&mmungSmi^ 

telpunft unb ,%rümmung§trei6. ^ 



9ßtr tooQen auf einer gegebenen 6urt)e einen beHebigen ^unft 
P betrachten unb un§ in btefem ^nnttt eine SSangente an bie 6urt)e 
'oejo^en benVeU/ fo (onnen n)ir bur($ biefe Sangente unenblicb t)te(e 
loerubrung^ebenen legen, n)ot)on eine bie ^auptnormale entbolt. 
£)iefe (e^te gbene, n)e(^e mit ber . gbene ber 6urt)e iebe§ma( jufants 
menfdUt/ wenn biefe eine ebene 6un)e wirb/ t^erbient eine befonbere 
Xufrnerffamfeit unb man nennt fte bie ÄrummungS'ebene, Um 
fie ju erbalten, braucbt man offenbar nur burcb ben ^unft (P) eine 
93erübrung$ebene ju legen, toelcbe nocb einen ^weiten $unft (Q) 
ber gegebenen 6urt)e entbalt unb bie Sage ju fucben, welche btefe 
@bene anjunebmen ftrebt, wenn ^ä) ber jweite ^ntitt bem erften 
unenolijb nd'bert. 2)enn eS'fei i bie Sänge beSSBogenSPQjwifd^en 
ben beiben erwähnten fünften unb wir woQen annebmen, ba^, 
wenn bie Sangente nacb berfelben (Seite, als ber SSogen PQ toers 
Idngert ift, bie auf ber Sangente genommene Sdnge i an ben^unft 
(R) flogt, 25ie in ber bewcglicben ©bene liegenbe ®erabe QU ijl 
für febr Heine SBertbe t)on i faji ju ber ^auptnormale parallel unb 
folglicb ift ber SBinfel , welchen biefe Slormale mit ber beweglicben 
ebene bilbet, faß 31M. , Die ©rense biefeS 2Bin!efö iji alfo gleicb 
iRulI, b. b« bie beweglicbe @bene fhrebt immer mebr unb mebr mit 
ber S3erubrung§ebene , Welcbe bie Äau)>tndrmale tntl^ält, b. b* niit 
ber ^rummungSebene {ufammenjutallen. 9Bir wollen nun anneb- 
meu/ baf, inbem or^jf^zbie recbtwinfligen Soorbinaten ber (Sun)e 
ftnb, bie burcb ben ^unlt (P) gezogene Sangente unb ^awßtnou 
male mit ben ^albaren ber pDjitiüen Soorbinate^ tt\p. bte äSinfel 
a,ß,y unb k^ II, V bilben , unb augerbem woQen wir annebmen, 
bag ber jwifcben eine^m feflen ^nnttt unb bem beweglicben fünfte 
(^^ Vi 2) liegenbe iSBogen s atö unabbdngige SSerdnberlicbe betracbtet 
wirb, gaffen wir nun biefen legten ^unft mit bem fünfte (P) jui» 
fammenfaUen, fo ergibt ffcb (fiebe SBorlef- 13 unb 16): • 

m ^^^ cosß cosy 

dx '^ dy "^ dz ' 
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Denf en lotr un8 nun burc^ ben ^unft (or, j^^ z) mif ber Jtrummungdt 
ebene eine fenfrecbte S^albaxt txxiiittt, fo f(^netbet btefetbe bte Xan» 
gente unb Sbauptnoxmalt notbtDenbig unter xt6)ttn WmUln, unb 
wenn man fol^licb bte Winttl, xoüä)i fte mit ben S^olboxtn ber 
:po{ttioen (Soorbtnaten bt(bet/ mit 

bejetd^net/ \o f)at man ofenbar bte betben ®(et4;ungen: 
( cosXcosL'\'COSnco8M'\-cosvcosN=^0f 

9 

roü6)t ^ä) loermoge ber ©(etd^ungen (1) unb (2) auf: 

iX\ ( cosL.dX']'CosM.dy'\-cosN.dz = 0, 
l cosL.d^X'i-cosM.d^y-\'CosN.d'^z = 

rebuctren. 2)tefe U%Un ®(et(|)ungen f onnen burc^ bte eine ©letd^ung : 

cos L cos M 



(5) 



dyd^z — dzd'^y dzd^x — dxd^z 

cosN 



dxd^y — dyd^x 

erfegt werben, auS n>eIdS)cr folgt: 

cos L cos M 



dyd'^z^dzd-y ~ dzd'^x — dxd^z 

cosN 

dxd^y—-dyd'^x 

W \ '^/T^^y^'^^ — dzd'^y)'^ + {dzd'^x — dxdHy 1 

j L + («fcrf^y — dyd'^xy J 

2Benn man ferner bte betben ®{et(!^unsen: 
I>eru<f{t(l|>tt0t, fo ftnbet man enbltdi):' 



(8) 
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cosL oosM 

dyd^z — dzd'^y dzd-x — dxd'^z 

cosN 

dxd'^y — dyd'^x 

- ds>/^[{d''x)'' + {d'yy--i-(d'^zf]' 



2)ie ©Icidbung (8) gibt offenbör jwci ©pjtcmc t)on SBertöcn' 
für C05 L, C05 ilf, coÄ iV unb bicfc bcibcn ©pjicnie cntfprc^^en bcn 
beiben SRic^tungcn, nad) tioclcbcn man baS bur<t> bcn ^unft (x,y,z) 
auf ber J:rünimung§ebene errtcbtete ^erpenbüel loertangern fann. . 

& t)erbient bemerft ju werben/ ba^ man ftir bie ®(etd|)ung 
<5) bic beiben folgenben fe^en fann: 

V COS L cos M c os N 

cos L cos M 



.^ . jcosßdcosy—cosydcosß cosy dcosa — cosadcosy 

^^ cosN 

CO* adcosß — cosß dcosa ' 

n)ot)on bie (e^te fidt) unmittelbar au§ ben (Gleichungen (3) ergibt, 
inbem man ffe nicbt mebr mit ben @letcbungen (1) unb (2), fom 
bern mit ber ®Ieidf)ung (41) ber fed[)6jelS)nten SSorlefung t)erbinbet. 

3u berfetben ©leicbung (10) n)urbe ^man aixi) gelangen , rotnn 
man ann&\)mt, bag L^M/N bie SSinfel bejeidl^nen/ toeld^e eine, auf 
einer (Sbene, bie burcb ben ^unft {x,y,z) unb \>\xxi^ bie SEangentc 
in biefem fünfte gel^t unb ju einer anbern burcb einen ixotxUn bem 
erften unenblicb nabe lie^enben $unft ge^gcnen Sangente parallel 
iji, fenfred()te @eraben mtt ben «l^albaren ber pofttioen ßoorbinateti 
bitbet. 2)enn eö feien: 

Aar, Ay, Az, 

^cosa, /\cosß, t!^cosy 

bie Sncremente, xoü^t bie ®r5fen: 

^9 Vi ^f cosa, cosßy cosy 

bei bem liebergange t)om er|lett $un!te jum jweiten bekommen; fo 
werben bie SB3ertl&^ toon: 

cosL, cosM, cosN 

m ber gemacf^ten Sorau§fe|ung offenbar burc(^ bte erfie ber ®(eic(>um 
gen (S) in SSerbinbung mtt ter ®leic|^ung: 
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(eot tt -\- AcM«) eosL-{- (cos ß-\-^oosß) cosM 
+ {cosy + ^cosy) cos iV=4) , 
rotl6»t man loermSge ber in 9{ebe Itel^enben ©(et^^ung auf: « 

(11) co*L . Acosa +co«il!f * ^ co«/5+ cosN. ^cosy = 

rcbuciren fann , bcfltmmt. SBcnn aber bcr ixotitt ^unft ftdf> bem 
erfien unenbttdt^ ndbert, fo lüerben bte unenblic^ f leinen S^iferenjen: 

^cosa, ^cosßs ^cosy 

fafl ben ^ifferenjialen: 

doosa, dcosßy dcosy 

proportional/ unb n)enn man ju ber ©renje fibergelS^t, fo ergibt 
ftcb aue ber (SleidS^ung (11): 

(12) cosL . dcosa-^-cosM. dcosß + cosN. dcosy = 0. 

S)a nun bte ©leicbung (12) in SSerbinbung mit ber erflen ber 
©lei^ungen (8) bie ®leicbung (10) wieber gibt; fo fSnnen wir be^ 
baupten, baß bie, burcbbie®leicbung(10)be(timmtenSBinfeIZi,ilf,iV 
ber ©eraben entfprecben, welcbe auf ber ßberte fenfrecbt x\t, worin 
bie, burcb ben ^ünf t (ar, y, z) gejogene Sangente liegt unb welcbe ju 
einer anbern, ber erften unenblicb na\)t liegenben SSangente paraUef 
i\t. £)iefe legte Sbene i{l alfo nicbt t)on ber ^rümmungSebene ^tt: 
fcbieben. 

SBJenn ber äBogcn s 4iidt)t mebr jur unabbangigen SSeranberlis 
eben aenommen würbe, fo würben bie ©leicbungen (2) unb (8), fos 
wie bie jweite bei^ ©leicbungen (7) unricbtig; aber bie ©leicbungen (9) : 
unb (10) unb folglicb bie ® let^^ungen (5), (6) würben nocb jlattfinbeij, * 
worauf folgt, bag bie ©leitbungen (4), welcbe bie ©teile ber ®leis 
tbung (5) vertreten tonnen, ebenfalls nocb jlattfinben. UebrigcnS 
fann matt ficb t>on ber JRicbtigfeit biefe6 @*lujTe§ leicbt birect ubers 
geugen. 2)enn wenn s nicbt mcbr jur unabbängigen SSeronberli^^en 
genommen wirb, fo muß man in ber jweiten ber ©leicbungen (4) 
für bie S^ifferenjiale : 

d^x, d^y, dH 
bie 2Cu8brü(fe: 

ds d ( -j— j = d^x — :r- d^s. 
\dsj .ds ' 

fubfiituiren. äBenn man aber na6) biefer ©ubflitution bie erjie ber 






®(ei(f^unaen (4) bcrficfRc^tfgt, fo ergibt fdf, ba$ ble ji^itte Hftt 
urf^rfingltcbe S^vm n»teber annimmt. 

7(u$ ber erjbn ber ®Ierd^uttgen (7) ergibt fkb# »e((be 
berticbe mm aaii) M unabbangtg betrachten mag: 

(13) dxdPx + dyd^y + d2d^z = d8d^Sy 

unb folgltcb fann bte ®letcbung (6) auf 

cos L cos M 



(U) 



dyd^z — dzd-y dzd'*x — dxd^ z 

cösN 
• dxd^y — dyd*^x 

^ , J 

~ - dsyf[{d^xp+(d^y)^ + {dH)^ -. (rf«^)« 



rebucirt toerben. 3n bem befonberen Salle, uoo or jur unabbängis 
gen gJeranberlicben genommen wirb , unb y',- z'; y", z" bte abgeleis 
teten S^ncttonen ber erflen unb jweiten £)rbnung tN)n y unb z bes 
iei^bnen, ergibt ^^ avih berfeiben ©teicbung: 

cos jL ^ cos M cosN 

(15) ( ^ 

giacbbem bie SBinfel L,M,N bur* bie ©leicbung (8), (14) 
ober (15) bcjlimmt ftnb, Id&t fkb ble ©leid^mtg ber burcb ben 
^unft (Xjy,z) gebenben ^rummun^^ebene (etcbt erbalten. £)enn 
bejetcbnen 1,17, S bie (Soorbinaten eme§ beliebigen ^unfte^ biefer 
Sbene, fo finbet man loermSge ber ©leicbung (66) ber SSorerinnes 
Hingen : 

(16) (I — *)co5li + (ij — y)cosilf+(g— *z)cOÄiV=:0 
unb mit IBerii(fii4)tigung ber ©leicbung (14): 

(17) I (^'^^)(^y^^^'-^^^^y)+(v-y)(dzd^^—dxd^^) 

l +(t'-z){dxd^y-'dyd^x) = 0. 

Sßenn man x yax unabbangigen SSeränberlicben ndfbme, fo 
mü^tz man fßr bte ©Icidbung (14) bie ©leicbung (15) fubfKtuiren 
unb folglicb rebuctrte {tcb bie ©leicbung ber £rümmung§ebene auf: 

(18) (/z''-yv)(l-^)-2"(i-y)+/(?~«)=«. 

& fei nun ^s ba§ po^itiu ober negative Sncrement, xotlä)^ 
bie SJeränbetUcbe s tthxnmt, n>emi man oon bem fünfte (x^y^z) 
ju bem fünfte (a: + A a:, y + A y> 2>+ A 2) 'übergebt. 2)er SBSim 
fei iYoif4)en ben SSangenten an ben Snb^unf ten bed unenblicb Reinen 
S5ogen8+A^witbberS3eriibi^ung$s ober itrummung^wtnlel 
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ütnamä. Sttwoßnt benfelbett mttcitinb ben intenHi4»fIetnettSBm< 
fei jYOtfcben ben/ ben (Snb)>un!ten M IBogen^ entfptecbettben SU&m^ 
nungSebenen, ober i9a$ bafTelbe ifi/ iwtfcben ben 9^tptxibihin auf 
biefen (Sbenen tntt Si be^etcbnen. £)te ®röf en cd, Sl tonnen nur in 

gen>tfren befonbem SäUen befldnbtg t)erfcbn>inben/ nä'mitcb bte erfte, 
wenn {tcb bie gegebene 6urt)e in eine ®erabe oern^anbelt unb bie 
{weite, wenn btefe Gurtoe eben wirb. 

2Cber im TlUgemeinen bebauen o unb Sl enblicbe, t>on 9{uII 
loerfcbiebene SBertl^e unb baffelbe gilt loon ben ©renken/ gegen welcb^ 
bie SBerbaltniffe: 



- A*' -^ A« 

conoer j^tren ^ wdbrenb bcr JBogen ± /^s unbefKmntt abnimmt. 
jBon btefen ©renjen ift bie eine, wenn man eine ebene Sutve bes 
tracbtet, ber Krümmung berfelben gUiä), wdlE)renb bie anbete ^leid^ 
yiuU i{i; unb fte ftnb in allen SdUen ba§ !9?a6 beffen/ wa6 wir bie 
erfte unb {weite Krümmung ber gegebenen (^ntpt nennen 
woUen. SBegen biefer beiben ^Krümmungc^n wirb j|ebe Gurtoe/ weldb^ 
nicbt in einer gbene liegt, eine Qut^t t)on boppelter ^rfim^ 
mung genannt. SBenn man biefe ^^rummungen burdt^: 

11 

audbrüdt, wo p, fR bie «^albmeffer ber Greife ftnb, we(cben btefe 
Xrämmungen iixhmmm, p tjat man nadf bem SBorbergebenben : 



(1.) i= «» (± ^), 



SBenn ber äBogen + A* febr Hein xfl, fo ijl feine ©ebne 
V(/\x^+/\f + /\z'^) fall auf ben burcb bie' beiben fünfte 
(ar, y, z), (x -f- A ^> 2f + A y> « + A «) gelegten Slormalebenen ber 
betracbtcten 6urt>e f^nfrecbt/ unb bie furjejte ©ntfemung be^ *punfc 
M (ar, jr, z) toon bcr £)urcbfcbnitt8Iinie ber beiben gbenen ijl fajl 
bem ÄrümmungSböß>»«ejfer g gltid). 25enn eS fei r biefe furjejie 
Entfernung. SBenn man burcb bie Sdnge r eine Ebene leat, we((be 
auf ben beiben JlormaJebencn fenfrccbt ifi, fo bilbet bie ©ebne 
V (Aar^ + Ay^ + A^^) mit biefer Ebene einen febr fleinen 
SBinfel, b. b- Pe bilbet mit ibrer ?>roiection auf biefer Ebene einen 
febr Keinen SBinfel. golglicb ift biefe ^rojection bem ?)robucte auS 
ber @ebne unb einem febr wenig 9on ber Einheit oerf^iebenen Eo^ 
finuS gleicf^ unb fann burcb ein ^rbbuct oon ber Sorm: 

(l + iV[A^» + Ay*+A2*] 
auSgebrädt werben, wo / eine unenblicb Heine ®ro^e beieicf^net. 
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Semer i{l in bem ^etecfe, n>0t>on bte Saitge r unb bte ^toiectton 
ber (Se^ne jn>ei ©etten bilben ber ber (Seite r gegenüberltegenbe 
IBtnfel fafi ein recbter^ tod'brenb ber ber ^rojection ber @e^ne %u 
Senüberliegenbe SBinfel genau ber 2Btnte( ber beiben 9{ormalebenett 
ober ber äBinfel cd )n>if%en ben burd^ bie (Snbpunfte beö £Bogen$ 
± A * fleiogenen äangenten ift. 9Ban l{)at alfo: 



^(f±0_ 









(1+1)01 • >^[A^*+A»"+A2;*]" ±A^' 

n>o z eine unenbttd() Heine 3al^( be^eid^net/ unb folgltdl^ erhalt man/ 
n>enn man ben S3ogen + A' fiegen bte ©ren&e mU comoergtren 
Idpt: 

Am r + A* ^ • 

ober : 

n>a8 bewiefen werben foUte. 

@§ tfl n)oI)I )u bemerken, bag, ba bte burcf^ ben $unft (^,952) 
gelegte ÄriimmungSebene faft ju ber burcb ben ^unft {x^o^Xy 
y + Aj^jZ + A^) gebenben SJangente parallel ifl, fie audS^ auf 
ben burdb bte beiben ©nopunfte be6 S5ogen^ i A * gelegten 9lors 
malebenen unb auf beren gemeinfcbaftltd&en 2)ur4)fcbnttte faft fenf« 
redbt tfi. Solgli^ fallt bie 9lormale/ welcbe auf ^ biefem gemeinfcbaft« 
lieben Dur4)f4^nitte fenfrecbt/ unb^ auf xotXi^tx bie cdnge r ge^ 
nommen ifl , fajt mit ber in ber JKrummungSebene Ifegenben Slor« 
male, b. 1^. mit ber ^auptnormale (ufammen. %\x^ biefer SSemer» 
fung unb bem weiter oben ©efagten folgt offenbar/ bag maU/ um 
ben ÄrömmurfgSbalbmeffer q ju erbalten, nur bie bem fünfte (af, y, 2) 
entfprecbenbe ^auptnormale ju confhuiren unb benSbeil berfelben (u 
fucben braucbt, welcher jwifd^en bem fünfte (ar, y, 2) unb einer ibr 
unenblicb nabe liegenben Slormalcbene liegt, I)er auf biefe SBSeife 
auf ber ^auptnormale gemeffene Jpalbmeffer p wirb berÄrümmungös 
balbmeffer ber gegebenen (Juroe für ben ^unft {x^ »/, t) genannt 
unb ber gnbpunft beö Ärummung^bolbmefferS , welcher alS ber 
25ur(bf^nitt§})unft ber Aauptnormale unb einer il^r unenblicb na^e 
liegenben SRormalebene bctra4)tet werben Fann/ beißt ber SWittel* 
j)unft ber Äriimmung. 25er ^reiS/* wclcber biefen lefeten ^unft 
ium SKittelpmifte unb ben itrümmunaS^albmeffer jum ^albmeficr 
bat/ wirb ber JtrümmungSs ober »erubrungötreiö genannt/ 
weil er bie gegebene 6uroe in bem betracbteten ^punfte berul^rt unb 
bafelbjl biefelbe Krümmung alö fie b^t. Serner wollen wir bemerfeU/ 
bag/ ti^enn man burc^ bie Sangente im fünfte (ar,y^2) unb burci^ 
ba§ ^erpenbtfel auf ber ^rummungSebene eine neue ßbeoe legt/ ber 
6aud^9. II. 16 
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SMimmmaimitUlpixtilt auf berfelften €Sette btefer 9btne M bet 
?)unft (x-\-^x,y + /^y,z -f-Z^z) Hegt, unb baj fotoCfd^ bicfnr 
JtrummungStntttetpunft immer mtt einem ^nfte ber ^Ibore ju^ 
fammenfdut/ beten Stidi^tung burd[^ bie SBSinfel A, p, v befitmmt «otrb, 
toe(4^e ber ®leic|)tmg (S5) ber fed^y^je^nten SSorlefbng genügen. 

SBenn man in bem SBertl^e — - , rotld)tn bie ©teicbung (10) 

gibt/ fQr bie unenblicb Reine ®r5fle o bie cnbttc^en SStnfel a^ß^y 
ober i9telmel()r bie 2)ifferenitale itirer 6o{inu^ fe^en vriU, fb broitdt^t 
mm ^ä) nur ber Formeln: 

co$(o=^ cosa (cöÄ« + £^C08a) + Cö*/8 (co*/J + ^cosß) 

+ coÄy (co^y + £^oosy)^ 
1 = CO** ff + CO*'* /3 + CO«' y , 
1 = (co«a + AcoÄ«)« + (co*/3 + AcoÄ/J)' 

+ (co*y + AcOÄy)% ^ • 

iu bebienen, avA xoA6)tn folgt: 

2 (1 — cosai) = CO** « — 2co* « {cosa'\'£\cos a) 
+ (co*a 4"A CO*«)* + CO** /5 — 
2 CO* /J (co* /J + A cosß) + (co*/3 + C^cosßY 
+ co**y — 2 co*y (cosy+^co9y) 4-(co*j4-Aco«y)*, 
ober xocA baffelbe ifl: 

(21) (^J^'^f) =(Aco*a)*+(Aco*/S)*r|-(Aco*y)*, 

25it){birt man bie belben Sri&eile biefer legten (Sleid&Uttg burd^ 
A**> fo erhalt man: 

/ *rii^to \* / cp \* _ 

V 4« / V±A^>) ~ 

IL ,J?J?f^>"ö« ötöl^önnA* gegen bie ©renje SluU conwrgiren unb 
beru(!fi*tigt bie ©leicbung (19), fo finbet man: 

w (iy=(^)'+(^)'+(^)'. 

ttnb fb(gl{d^: 



/ * 

ÜRtt berrelben S«klbtigCeit iemift man/ bo^ f&x bie ®(etdt^ung 
(20) folgenbe gefegt noerbm fann: 

2fu« bert Ifotmeln (2S) unb (24) .folgt offenbar, t^af bie erfle 
^ütomung— im TlUgemeinen 9l\iU ift/ wenn bie Sßtntel a,/3,}^ 

^ 1 

conjlant werben unb bie jweite -^ , wenn bie SBinfel Z, ü/, iV cen^ 

flant werben/ waS mit'ben bereit« gemacl[)ten Semerfungen öber^ 
einjtimmt. 

SBemt man in »er (Sleic^jung (28) filr bie Softnu« ber ®inW 
a,^,y i^re auö ber ©leidS^ung (1) abgeleiteten SBertljie fubpituirt, 
fo finbet man: 

unb wetm man entn>i(felt unb bie @Iet(^ung (18) Utüi^^tiit: 
,^, 1 _ V"t(rf'jf)' + (rf'y)' +(rf'x)--' -(d«^)» i 

ober toa6 baffelbf ifl: 

/27\ 1= + I idH)'']~[dxd^x + dyd^y+dzd'z]^ | 

+ V*[(rfyd»2 — rf2d2y)2+ (dzd»ar — dxd^i)^ . 

_ 4- (dxd'y — dyrf'ar)"] 

d«» 

+ V"[(rfyrf«z — rfzrf«y)« + (rf2d2x — darrf«z)2 

/ .(da:« + rfy« + dz2)* 

Senn man * jur unabbangigen SSeranberKcliett nimmt, fb ge« 
ben bie @let(|^ttngen (25) ttnb (26): 

V28) 1 ^ ^^[(d^3^)^ + (rf^y)« + (d^x )^] ^ 

Hitt, Wenn jr pr unabl^angigen jBeränbierlicI^cn genommen 
toirb, fo ergibt fid^ ani ber (Slüdfuni (27): 
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^ (! + »'"+ ^')* 

SBäenn man enWicb ti)on bem fünfte (;r, y^ z) au» auf ber gcs 
aebenen ßurve unb auf iftrer naö9 bemfelben ©inne »tridnflerten 
^ngente g(et4^e/ unenbltcb Herne Sangen =i nimmt unb bie 6nt« 
fernung jn>if4^en ben gnbpuntten blcfer beiben iänitn tnit h bes 
ieii^net, fo W man t^ermöge ber ©leid^ung (32) ber t)or(S^er9eM* 
ben Xiorlefung: 



ff 
••5" 



«) v^[(^r+©^)"+(sv]=«.4 

wo s bie unabbJtngtge Seranberlicbe tfl, unb au» ber ®tet(|^ung 
(M) in SUerbinbung mit ber ©teic^ung (28) folgt: 

(Sl) ^ = Km^. 

9Ran farni alfo folgenben Eebrfag aufjieUen: 

Sebtfa^ 1. Um ben ^rümmungdba(bmeffer einer 
6un>e in einem gegebenen fünfte )u erbalten, brau^^t 
man auf biefer 6urt>e unb.auf ibrer nacb bemfelben @ins 
ne ^verlängerten Xangente nur jn^ei gleicbe unb unenbs 
Ixö^ {leine iiängen ju ne()men unb bad £luabrat einer 
.berfelben burc^ bie hopptltt 6ntfernung ibrer@nbpunfte 
*iu bitoibireu/ fo ifl bie ©renje be6 £luotienten ber ges 
naue 9Bertb be$ ^rämmung^palbmeffer». 

SBir b^ben biefen 8c]f)rfafe bereite für ebene 6urt)en ben>iefen, 
aber man fie^t, bap er ftc^ aucb auf Kurven t>on ioppüttx Sxüms 
mung erjlrecft. 

Sßenn bie Sbene ber x y jur Jträmmungf ebene parallel wirb, 
fo t>erf(bn>inben bie SSiertbe toon cosL unb co$M, n>ä^renb ber 
wn cosN=±l \pirb. Xföbann folgt au§ ben ®lei((>ttngen (4): 

(82) dz — O, rf«z = 0, 

unb bie ®lei(^ung (27) rebucirt fid^ auf: 

(8S) 1=+ :^£^!iLz£l^, 

^ ■" (rfaf«+dya)* 

2)a biefe le^te ®(eicl()ung mit ber ®let(bung (20) ber fe^^ten 
SSorlefung iibereinflimmt/ fo beweijl ffe/ bag ber J^mmung$l()a(bmefs 
fer ber gegebenen 6uroe in ber gemadS^ten SSorau^fe^ung anö) ber 
JCritmmung§l()albmefrer ber auf bie 6bene bet xy ober auf bie itrums 
mungdebene proiidrten Surt>e ift. £)a überbted bie @bene ber x y 
loiaiubrlic^ i{i/ fo ift bie gemacl^te SSoraudfe^ung auf alle fünfte 
ber betracbteten 6urt)e .ann>enbbar. (Snblicb tfi Kar, bäg bie ^aupu 
normale biefer 6urt>e immer mit ber Slormale ber ebenen Qm^t ^lu 
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fammenfaHt, toelcbe man erl^att/ wenn man bie gegebene SuiDe auf 
bte ebene ber ory proitcirt. Zu^ btefen S3emetfungen ergibt ft(|^ 
unmittelbar folgenber Sebrfa^: 

Se^rfats S. S>er Jtrfimmung^balbmeffer einer im 
Staume bef4)rtebenen (Surt)e fallt ber ©rSge ünb fRx6)^ 
tung nadl^ immer mit bem AriimmungSbalbmeffer biefer 
auf bie Xrfimniungdebene projicirten Surioe jufammen. 
Die oben (@.71unb72) über bte ^rämmung^balbmefTer ebener 
Kurven gema:^ten IBemerfungen tonnen offenbar and) auf beliebige 
€ttn>en t^rfirecft werben unb e$ Fann gefcbeben, ba^ ber ^rfimmung^c 
balbmeffer fSr gewiffe fünfte einer 6un>e oon boppelter Krümmung 
SbxU ober unenblicb wirb; ober feinen SBertb yU^Iicb änbert. S)er 
jweite %aU ftnbet im ?(Ugemeinen iebeSmat flatt, wenn bie auf bie 
^rummungdebene pr'^^iictrte Suroe einen 3nfIerion§punft barbietet. 

SQ3ir wollen nun bie abgeleiteten aQgemeinen Sormeln auf einen 
befonbern SaQ anwenben unb j. 93. bie hmd) bie ©leic^ungen (38) 
ber breijebnten JUorlefung/ ndmlici^: 

(M) x=:Rcosp^ y = Rsinp, z=^aRp 

dtt^gebrücfte ®cbraubentinie nebmen. fßmn man ber {Bequemli(bs 
(eit wegen annimmt, bag p bie unabhängige SJeränberlicbe iji, fo 
jtnbet man: 

■^-. ( dx = — Rsinpdp^ dy = Rcospdp, dz=aRdp, 
j d«ar = — B cosp dp^ , d^jf = — B sinp dp\ d^z=e^ 

ober waft baffelbe iß: 

(86) ; —sinp cosp a 

cosp smp 

«nb f9tgli4>: 

(37) ds = ±(l+a^)^Rdp, d«« = 0, 



cosa 



cosß cosy __ , 



— sinp cosp a ~* V (1+^^) 

Da na* ber jweiten'ber ©leicbungen (37) ba§ ©ifferenjial d^s 
f&t leben SBSertb oon p gleidb 9luU bleibt, fo folgt, bag man bte 
©Ceicbungen anwenben fann, in weldi^en ber JBogen s jur unab^am 
gigen SJerdnberlicben genommen ift. $iernad(> ergibt pcb auö ber 
®lei(t^ung (38) in Sorlef. 16.: 

/•A\ c<>* ^ CO« fi cosv , - 

^ ' cosp cosp -^ 

au» ber Qtei^ung (5) in fBerbinbung mit ben ®lei(^ungen (36) 
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^ ^ —asinp acosp —1 — V^(l+o') 
ttnb aus ber ®let(f)uns (23) in fiSerbrnbung mit bet ®kidjwnQ (98): 

p~V(l+a«)Lv ds J ~\ ds J j 



_ I 1 rfp A 



(41) ^ _ 

(42) p = (l+a«)iR- 

Semer ))enoanbelt ftd^ bie ©(eic^ung (16) ber ierfimmunfiS:: 
ebene im 

ö [(S — ^) «*w> — (i? — y) CO* p] + g — i = 0, 

unb fann folgenbermaßen au^gebrfidPt werben: 

(43), i — z = a(iioesp — ^sinp). 

enbÜd) tt^ibt fä) au8 ber (Sleict^ung (24) in «erUnbütig mit 
^er ®(et(^ung (40): 

W'^V (1 + «^)Ä L^ ds ) "^\ rf* y J 
<*^ i ^£^ ^ 

(45) JR=,V1IS!ä 

& t)erbtent bemerVt )u werben/ baß, wenn man flatt ber 
©(eicbung (38) in Sorl. 16 bie ®(ei4^ung <^) bafetbfl ^anwenbete, 
baö boppelte äeid^en + ber ®lzx^\xm (39) fld^ auf baS 3ei*en + 
rebucirte. äBenn man ferner fyir bie (^ro^e a ben bur(|> bie Slek^s : 

(46) €08 y = •' "- " - 



V(l + a^) 

beflimmten fSinfel y fubftitutrte, fö t)em>aube(len ^4^ bie ®M4i)um 
gen (40), (42) unb (45) ref». in: 

/.•^\ cosL cosM cQsN , 

(4») —7 = — — =-: — — =;;: + cosy , 

(49) |R = -T!-^ = 2 Mcaaec 2 y 

](ud ber ©leid^uxig (30) fo%t ofenbar/ ba| bie ^u^tnormale 
ber ©d^raubenlinie in bem fünfte (x^y^z) mi bem, t>bn biefem 
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ijl/ mit tir ^rieugung^lUue ber buxö^ bit &Uiöiuni: 



^) z=:aAarc<aii9^^-|^^ 



audgebrücften @(j()raubenflä(^( iufammenfaUt (ffe^e S3or(ef. 15). 
Solgticb fallt bte 6bene/- toelcbe hmd) btefe @r)euguna$ttme unb 
bur^ bte ä^angente ber @cbrmtben(tnie ge^^t; b. b« bte Sbette, xotld^t 
bie ©cbraubenfldcbe im fünfte (x^y^z) beril^rt, notbwnbii mit 
ber ^ritmmungdebene ber @c|)raubenltnfe {ufammen. 3u betnfe(ben 
@(b(uffe n>urbe man gelangen/ n>enn man bte ©tetcbung (43) mtt 
ber ©tetd^ung (129) ber toterjebnten äSorlefung t)erglt(^e; benn n>enn 
man in btefer ©tet^^ung 

x-=Rcospj y=:Rsinp 

fegte/ fo erbtette man genau bte ®tet(|)URg (48) wteber. 

Die ©ietcbung (48)/ n>el(be ben ^rümmungSbalbmeffer q bu 
tKmmt/ »Hnnte aucb btrect au§ bem 8ebrfage 1 abgeleitet »erben; 
benn benfen*wir un§ t)on bem fünfte (.r, y, z) atr§ auf btt^^au^ 
benlinte unb auf ibrer, nadb berafelben @inoe verlängerten Tangente 
jwei gletcbe unb unenblt^ Weine iän^cn i ^tnommen; ftrntr'fri « 
bie Sntfernung jwtfcben btn SnbpunÜten btefer betben Sdngen unb 
wir wollen amtbmtn, baß bie ßoorbinatett be^ Snbyunftef feet <t^ 
flen 8ange ar + A^jy + A^jZ + A« finb. 2)er (Snbpunft ber 
auf ber Tangente genommenen £dngc bat ebenfalls z + A« jur 
Crbinate (pebe Sebrfafe 1 in SSorlef. 16) unb ibre protection auf 
bie Sbene ber x y iji folglid^ gteicb : 

+ tangy.^z. 
xotldft xoxx mit I beieicl[)nen wollen. Sa allgemein 

z^=zaRp^ tangy = — 

ift, fo finbet man: 

(51) I— ± tangy . A« ^ ± ß Ap- 

• • ^ • 

golglidb ifl bie in Sfebe jlebenbe ^rojection ber be6 SBogenS 
± A *j b. b- ber ?)roiection ber auf ber ©c^roubenlinie genommen 
nen Sänge: 

(52) »= + A* 

gleidb* Xudb ift j|U btmtvUn, baß bie erfte protection auf berS^am 
gente be§ bur4^ bte ®lei4^ung: 

(58) ar«+y2 = Ä2. 

auSgebrörften Äreife6 gejd'blt wirb, enbltdb ifl tlax, bag bie &iU 
fernung « jwifcben jwei/ berfetben ßrbinate entfprecbenben 9)unften 
ui ber 0ene ber x y parallel unb t>on ibrer ^rojection auf biefe 
ebene nicbt toerfdbieben tjl. SBäenn man alfo in btefer ebene t>on 
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bem fünfte (x, y) ^x^ mtf bem JCretfe unb auf feiner^ mil^ bemfel« 
ben @tnne ^txlän^ttttn XandtnU pet unenblicb Keine Bansen = / 
nimmt/ fo tjl 8 bte @ntfernun^ in)tf4)en ben @nb))unf ten biefl^r bei« 
ben Sängen. X>a nun ber iKntmmungft^atbmefTer beB ^reife^ genau 
bem Jg>albmeffer R gteicb ift/ fo ^at man nacb Se^rf. 1: 



12 

R = Hin 



2» * « 

unb ba biefer Sel^rfo^ aucfy 

gibt, fb folgt: 
(M) g=K^^, 

unb wemt man bit ®U\^msm (51), (52) unt> (37) Utüäfi^tlst, 
fo ffnbrt man enbltd^: 

wa& mit ber ®Ietdt^ung (48) fibereinflimmt. 



2Cna(9ttf(^e Seflimmung be6 J(rämmungSmttte(punIte8 einer 
beliebigen 6utt)e. — SSon ben @t)o(uten einet beliebigen 
ßnrue unb ber %lii)e, xt>ciä)t ber geometrif^e jDrt btefer 
6t)o(uten ijl. SBon ben 6utt)en, ml6)t [xd) in einem gege^ 

' beneh 9)un(te oScuIiren. 



(S8 fei Q ber itrümmungdboIbmefTer einer beliebigen Q\xr\^ fOr 
ben ^nft (x,yjz), bie Soorbinaten bed ignbpun{te6 biefeS S^IU 
mefferd, welker ber ^rummungSmittelpunft genannt wirb, woQen 
i9tr mit 1,17, t be)ei(bnen unb bie SBinfet, n>e(cbe bie toom fünfte 
(j:,y,z) nad) bem fünfte (|,i7,0 ge^o^ene ®erabe mit ben S^lU 
ojren ber po^xtvotn Soorbinaten bilbet, mit A,ft,i/; fö iff: 



(1) ^^ = 



cosX, 



Q 



COSfl, •= =co^v. 



f^emer loerben bie SSinf el X, ^, v nad^ bem oben (@. 242) ®u 
fagten burcb bie ®(eicbuna (35) ber fed^^ubnten SSorlefung, in weis 
(ber ber SSogen $ bie unabbangige SJeränberlicbe ijl, beflimmt. Se$ 
ru(f(t€btigt man aber bie ©tei^iung (28> ber fteb^ebnten SSortefung/ 
fo ergibt ftcb/ ba^ bie t)orbergebenbe ©leic^ung auf folgenbe gorm 
^ebra(bt werben {ann: 



COSl C08^ _^ 008V Q 

ä^x ~ dU ~ dH ~ ifa* ' 



(2) 

unb bierauS folgt: 

d^x d^y dH 

^iefe legten ®lei(bungen !onnte mcn au(b nacb ber !Bletbobe/. 
rotl^ uns auf bie ®lei(bungen (16) ber ftebenten Sorlefung ge« 
fSbtt bat/ birect oufftellen.. 9cimmt man » jur unabbangigen 9ßtu 
änberli(ben, fo f^at man: 
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(5) «-af=(^«^, ij-y=(?«^,e-2=(?«-2jjä-- 

SBenn $ niö^t mel^r jut unabl^ängtgen SSeranberlt(|^en genonis 
men würbe/ fo mü^tt man 

f(lL) Kg) <||) 

d^x tPy d^z 
frfeen/ unb man er^ttlte folglich: 

****=* ~d7~' ''**'*=* ""57"' 



(•) 



_o 



. d5 



W 



*-'=» -55^' ''-»=» -TT- 



g — 2 = p 



(2« 



Hüft «vcnn man fSx p^ feineR aue bec ®läi)nv% ii3) btx ftbfjttto: 



,» as a'x — axa-s _j«a 



( + (d ard'y - dyd'^x)' 



.„-«— dsd^y -dyd-'s , ^ 

(ß) I ^~l(rfy<Pz— d2d*y)« + (dad«ar — d»d*2)»' * 

r +idxd:^y — dgd:^xyi 

*— j <dy d«t — dzd^y)» + (dzd»« — da:d»z)«4 '' 
I +(rfa;d'y-dyd'ar)* . i. 
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ober wai taflielbe {|t: 

i dy {dyd^x —^xd'^y) t ^ ' 

!_«_ i+dz{dzd'x-dxd:'z) \ (rfa:Hrf»Hdz') 



iidyd'z-dzd^yy^i-idzd'X'axa^zy'i 
i-i-idxd^y-dyd'^x)^ \ 



t dz(dzd?y — dyd^z) i 

f-{-dx(dxd^y—dyd^x) \ 

Udyd-^z-dzd'^y)H(.dzd^x-dxdH)'^ i 

}+(dxd'^y--dyd^xy S 



ro)/«-«- f+dx(d^d''y-dyd^x)\ (<&» J-rfw'+ds») 



K dx{dxd^z — dzd^x) t 

' )+dy(dyd:'z-dzd''y) \ (dx^X^^^-dz*) 

^ *~ UdydH-ibd''y)H{dzd'x-dxdH)'' ä ^^ ^' 7 -* 

3n bettf Befonbern gaüe, »o a: jut uwabi^angtgen 8S<r«nberIb 
clKt» genoirroten wirb, rebuciren ft4> b«e ©tei^ungen (7) «nb <l^ 
auf: , 

« *— (l^y'2^2'2)2 9 



(10) 



_ ^( y'z^'-fzf)+zf' _ 

y'Cy'z" — j/V)+z" ^, , r2iv2\ 

3ür ffiefKtnmunfl ber Soetbinaten |, ij, S b<8 ÄtfltnntuagÄmfe 
telöunf tt* Um man fw»oM bte «(«tcibungen (7), xilä (6), 4* .W 
ober (le) anwenben; gemer t|l ju bemerfen, bog tiefe So^rbwfc 
ten im Mgemetnen bem ®#eme ber brei ©lei^ttugenr 

(I - a:)' + (ij - y)« + (t- z)' = ?'. 
. a-x)dx + (f,-y)dy + a~i)dz^^, 

^ ^ \ ü-^x)d^xM^-y)d^yi- 

(g— z) d*«— dar'' — d j» — (fe* = 
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Genüge letften, ii>Di90tt bte beiben erften offenbar f9r alle 9>unfte 
($9 Vi t) erfuQt werben, weUbe in ber Slormalebene (i^en unb wn bem 
9)unFte (ar,y,z) um bte ian^t q entfernt finb. S3a6 bie (e^te ber 
©letcbungen (11) ontanot, fo tann man fte fotüobl ermatten, wenn 
man bie ®(eicbungen (8) tefp. mit d^ x, d^ y, d'^ z muCtiplictrt unb 
bte 9>robucte {ufammenabbirt , aU wenn man bte ®Iet(bungen (1), 
nacbbem fit butcb bte ©(etcbun^en (6) mu(tt>(tctrt {tnb, {ufammem 
obbtrt unb bie refuttirenbe ®let(bung oermittelfl ber ^(etcbung: 

(i-x)dx'\'(n-y)dy+(t-z)dz:=:zo 

i9eretnfa(^t S^oerbtent, bemerft ju werben, bag man bte jweite 
unb britte ber ©Uicbungen (11) wteber erbatt, wenn 
man bie erfle unb zweite biffereirgirt, tnbem man bte 
brei Unbefannten S,i7,S ^^^ conflante ®r5gen bebanbett. 
SBenn ftcb ber $untt (:r,y,z) auf ber gegebenen 6urtoe toer^ 
tfidft, fo wirb ber Ärummung^mittclpunft jv gleicber 3ett JDcrrücft 
unb wenn flcb ber erfle $unft mit einer ftetigen S3ewegung auf ber 

Segebenen 6un)e bewegt, fo befcbreibt ber {wette eine neue 6urt>e. 
tm tmn bie ®(eicbungen biefcr legten Surtoe ju erbalten , braucbt 
man offenbar nur bie auS ben ®(et(bungen (7) abgeleiteten Sßertbe 
t)on 1,12 unb g afö Functionen einer einji^en SSeranberlicben x ober 

Jober f , • • • au§)ubru(f en unb bann btefe Sjerdnberlicbe jwtfcben 
en brei ®(eicbungen ut etiminiren. £)ie beiben, au§ ber (slimina^ 
tton bert)orgebenben' (Sleicbungen entbatten nur nocb bie brei Sets 
änberlicben £,i7,S unb brücfen genau bie Sinie auo, wetcbe ber geo« 
metrifcbe £)rt atter £rummung§mitte(punfte ber gegebenen 6urt>e 
ift. \ri Um bie ^aupteigenf(baften biefer Sinie fennen ju lernen, 
bifferenjirt man bie beiben erflen ber ®lei(bungen (11), tnbem man 
alle barin ti>orfommenben,®roßen oariircn läßt. Sierfäbrt man auf 
biefe ®eife, fo pnbet man: 

(U) (t-x)dl + (n-y)dn + (i-z)dt = QdQ, 
unb 

(IS) d'xd^ + dydfi + dzdt = 0. 

TLva ber ©leicbung (IS) folgt, ba§ bie, burcb ben ?)unft (|, i?, t) 
an bie neue 6ur\>e gezogene SEangente mit ber, burcb ben ^nntt 
fx,y,z) an bie gegeben^ (5un)e gejogenen SJangente einen recbten 
SBtnfet btlbet. solglicb liegt bie Tangente ber neuen Guroe in ber 
9lormalebene ber gegebenen 6un»e. ISenn man ferner ben S3ogen 
ber neuen 6urpe , wel(ber jwifcben einem feften fünfte unb bem bes 
wegltcben fünfte ($,12, O^Ii^fit, mit q bejeid^^net, fo ^at man: 

(14) dt^+dfi^ + dV—dg^ 
unb aus ber ®Iet(bitng (12) folgt : 

(15) <^P _ 1—^ ^i 1 V—y dfi I { — z dt 
dg Q . dg Q dg Q dg 
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^ • 



gtun fotgt aber offenbat au» tiefer (e^eii Qfetc^mig^ bofl bol 
fBerbaltniß: 

bem (SoftnuS b?$ f^t^en ober flumpfen SSinfefö gletcb tfl, toelcben 
ber Arämmuna^balbmeffer ^ mit ber Xangente ber neuen 6un>e biU 
bet 93enn bte gegebene 6un>e eben ift, fo fäUt btefe Xangente mit 
bem £rummung§ba(bmeffer ober mit fetner S^erlängerung jufammen 

unb folgücb rebucirt ftcb bad SSerbältni^ ^-^ auf ben SoftnuS eineS 

SBinfefö =Ö ober auf ben 6oftnu$ bed SBinfetö —%n^ b. 1^. auf 
± 1. @$ ifi fo(gIi(b aföbann: 

unb eft ergibt ftcb^ tiote in ber ftebcnten SBorlefung, bag ber Sogen 
+ Aff bie 25ifferenj ber, feinen enbpunften entfprecbenben itrums 
tnung^balbmeffer ifr. 7(ber biefed ifl nicbt mebr ber SaU/ xoznxi 
bie gegebene 6urt)e f eitle ebene ijl/ unb in biefem SaQe be? 

fommt ba$- Serbaltniß -£- im TtUgemeinen einen, t)on ber Ginbeit 

t)erf(btebenen 3abtenn>ertb. 

SBtr tooUen un§ nun toorfleUen/ baß ein unaudbebnbarer ^as 
ben \>on betonnter Sänge mit einem @nbe in einem getoiffen fünfte 
ber gegebenen @uroe befefligt fei unb bä§ biefer SaDen, inbem er 
anfangt auf ber, burcb ben erwäbnten $unft an bie 6ur\>e gejoges 
nen Tangente liegt, ficb fo bewegt, baß er, inbem t\ immer ge« 
f)>annt bleibt, ficb tum S^beil auf ben, xwifcben bem feflen |)unfte 
unb bem oeränberlicben fünfte {x^y^z) liegenben S3ogen n>i(felt. 
2)er anbete S^b^il^ welcber gerabe bleibt unb b!e gegebene Sun^e im 
fünfte (xyy,z) berubrt, wirb toon einem bewegUcben f^unfte be:: 
grenjt, weld^er eine neue Guroe befcbreibt. Wtan wirb alfo ganj 
tiatürlidb barauf gefübrt, biefen beiben Sunoen bie bereite in ber 
ftebenten SSorlefung angewandten 9lamen ju geben, we^bälb wir 
bie jweite Quxpt ber @t)olt)ente W erften unb bie erfle bie ©toos 
lute ber jweitcn nennen wollen. 3bre refp. Sigenfcbaften fonnen 
Iei(bt burÄ fölgenbe 9Retbobe erbalten werben. 

& feien f,ij,f bie ßoorbinaten beS ^untte§ ber ©ooltoente, 
weltber bem fünfte (x, v, 2) ber ©oolute entfpricbt unb r bie (gnt* 
fernung jwifcben biefen beiben fünften, fo bat man ofelibar: 

0») 



ober: 
(18) 



dx . dy . dz ds ' 

dx dy dz ds * 



wo bie ®(ei<bung (17) gettommen werben mn^, wenn bie gdnge r 
wn bem ^mtu {x^y^z) ber Soolute ani auf ber na(b bemfSbeti 



— U4 — 

6intte ali btr B^tn s ^tUingßxixn SSangmte oenommtn i(l:/ unb 

bte ©tetdi^ung (18) im entgegengefei^ten %aUt. Serner \)at man in 
itx erfien SSorau^fe^ung : 

(19) r + 8 = c, (20) dr = -'dSj 

mi in btx jwetten: 
(21) r — s = c, (22) dr = ds,. 

wo c eine conßonte ®rö$e (e)et(l|>net. SRon eri^ätt alfo au$ t>ec 
®let4)uns (IT) ober (16): 

(9X\ I — x_ i} — y _ e-z r_ 

^ '^ dx dy dz dr ^ 

ober was baffetbc ifl: 
(S4) ^_x = -r-^,,,-y = -r^, t-z==:-rj-^. 

SBenn man btefe legten ®(et(^ungen biferenjirt/ fo ffnb^t man: 

« «=-"'^). ■'.=-"'(g). «=-"'(1). . 

uitb ba ottferbem: 

(J6) dr' s= rf«** = rfar« + djf^ +dz^. 



tfi; fo ergibt ft* au§ ben refp. mit dx^dy^dz multiplidrten ®Ieis 
4)ungen (25) i 

(27) dxd^ + dydfi-i-dzdt^^O. 

7(ud biefer legten ©(eicbung folgt, baß ftcb bie burd[) bte 
fünfte Q^rj/i) unb (^»y?*) ber ßooloente unb ©ootute gejogencn 
S^ong^nten unter redS^ten Rinteln fcbneiben. So(glicb tfl bte S£am 
oente an ber 6too(ufe immer auf ber 6oeloente normal. SDiefev 
feal^, n)el<feen wir bereits für ebene ßuroen bewlefen baben, er^redft 
ftcb alfo aud), wie man fte^t^ auf ßuroen t)on boppelter ^rfimmung. 

9Senn bie Soolute befannt ift/ wie wir in bem SS orber gelbem 
ben toorau^gefel^t \)aben, fo brandet man, um bie ©leicbungen ber 
Gooloente ju erbatten, nur bie al§ f^unctionen oon s auSgebrudten 
SSSertbejoon x^y^z in bie ®teid^ungen (24) ju fubjiituiren, außcrs 
bem c + s für r^ju -fegen unb bann s jwif^en benfelben ©lei^uns 
gen )U eliminirem S>enn auf biefe SBeife erbalt man gwei ®leis 
q^unam ^wtf^^n 1,19 unb {;, wüö)t offenbar bie t>on bem Snb^ 
iMUicte b^r £ange r bef^riebene @un>e <ui6brucfen. 
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fBvt mJkn mn amtdEimctt, ba0 nW eine iStohtnh^ fotibtm 
eine ®M>lute bet Qm^z, ^u lüdd^en We SowWnÄten ar, y, z gebSren, 
gefudj^t wirb. SBSenn man bte ßoorbtnaten be§ fünftes biefer &>ot 
lute n>etcbec bem fünfte (x, y, z) ber @t>o(t)ente entfprit^t/ mit 
f,i^,g unb bie ©ntfernung jwtfcbcn biefen bcibcn ?)un!ten »ieber 
mit r bejetcbnet/ fo mu$ man in ber ®(et(bung (23) l^i?,^ ftit 
Xyy,z unb um^eFebtt fe^en. @d ifi atfo: 

^^^ dS dti di dr' 

« 

unb folglich: 

(29) dS=(|-ar)-^, d,=(,_j,)^, <^=(f_2)^. ' 

%tmtt fyit mmxi 

(80) (|_a:)'? + (i,_y)2 + (g_z)2=r». 

SBSenn man bte ©leid^ung (30) breimal binteretnanber bijfe^ 
renjirt, inbem man ben S3ogen s jur unabbangigen ä3er&iberlid[)en 
nimmt mib bie ©(eicbungen (29) berudfftcbtigt/ fo finbet man: 

(81)^ (I — ^)rfar + (i2 — y)dy + (g--z)dz = 0, 

t (|-ar)d^a: + (i7-y)rf%+(g^z)cPz=rf»«, 

(S2) S (<^-^)d(rd^x) + (ri-y)d(rd''y) 
( +(6-z)d(rcP«z) = 0, 
tooraud folgt: 

, I— a? , v — y 

dyd{rd'^z)—did{rd'^y)~dzd{rd^x)—dxdirdH) 

dxd(rd^y) — dyd(rd^£) 

ds^ • ' 



~ + 



d*a:[dyrf(rd*r) — dzrf(rrf«y)] + 
rf'^y [dzdXrd'x) — da:d(rrf*z).],+ 
d»z [dard(rday) — dydird^x)] 

r 



= + 



[dyd(rd»z)— d2d(rd*y)]a + 
\/\ [dzd(rd^x) — dxdird'z)]^ + 
idxd(rd^y) — dyd(rd^x)]^' 

r 



-^ids^ I [d(rd»a:)]2-j-[d(rd«y)]«+[d(rd22)]« \\ 
> *— {«£Kd(rd*ar)-)r-dyd(r<fy)+(fed(rd««)}aj 
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TlvA tiefer legten ®(et(^ung ergibt ftd^/ «Htm man )V9et ber 
barin toor^fommenben fßxüäft umttixt, unt ieben }um CUiabrate 
erli^ebt: 

L {<fard(rd«jr)+dfyd(rd«y)+cferf(rd^z)|g J 
rfrd«2fd»z — drd!«zd«y + rfyrf«2df»ar — 



dyd^xd^z + dzd^xd^y — dzd^yd^x 

ober was baffelbe tjl: 



d«V "^VdÄ^y "^Vd««/ J 



d^« 



X d^x d^y d^y . dH d^zl dr 
2 dÄ« "*" ds^ d*» "*" d«a d«« J d$ 



(88) 





+[(^y+(^)'+(^)'- 

( da? d^x . dy d^y . dz d^z\ ^l , 
d*"d«'^"^dÄ d5»"*^|ji^ ds^J y 

dxd^yd^z—dxd^zd^y -{-dyd^zd^x— 

äyd^xd^z+dzd^xd^y — dzd^yd^x 

ds^ 

SBenn man für x^y^z if)xt 0IS 'Functionen t)on * auJaebrurften 
S&ertbe in bie ®(eicbung (38) fubflttuirt/ fo entba'lt jte nur nocb bie 
SSeränberlicbe s unb bie Unbefannte r nebfi bem £)ifieren5ia(coefficts 

dv 
enten -j-. unb ijl eine fogenannte ©ifferenjialgleicbunfl ber 

erjten Ötbnung jwifcben r unb «.s 9?un folgt aber au§ ben 
^rinjiplen ber Sntegralrecbnung / baß man biefcr Sifferenjiafgleis 
4)una ©enuge leijten fann, wenn man für r eine unenblicbe SRenge 
t)on Functionen t>6n s nimmt/ bie ben toerfdbtebenen 9Bert^en ents 
fprecbeu/ welche eine gemiffe wiUtu^r liebe Gonflante annebmen fann. 
SSSenn man, nacbbem eine biefer Functionen beflimmt ift, in ben 
©leicbungen (30) unb (31) jlatt ber 8Serdnberlid)en st^y^z^r bie 
eine SBerdnberlicbe s fefet, fo bleibt s jwifcben biefen ® leicbungen 
nur nocb ju eliminiren, um jwifcben -ben (Soorbinaten |,iy,g jwei 
®leicbungen ju ermatten, welcbe eine (Söolute ber betracbteten Surtoe 
auSbrücfen tonnen. «I^iemacb ifi einleucbtenb , bag biefe 6urt>e um 
enblicb t>ie(e 6tooluten bat, welcbe ben t>erfcbiebenen SSSertben t>on 
r, ober wa§ baffelbe ifl, ben ))erfcbiebenen SSertben ber willttibrlis 
eben 6onftante entfprecben« ferner ifl ju bemerfen^ bag aUe biefe 
©ooluten auf ber frumnien Släcbe liegen/ welcbe ber auS ber@limis 
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natm \>on s jÄff^cti im mM^n^tn (31) ^r^crgtil^enben Ötd^ 
dfVLTig mit t4Vit ätistl^Stti 

Zk eben evtoäbnte frumrae gldd^e, ober ber geemetrifcbe £)ti 
öüer ©oolutcn Ut mehrere merfrourbige (Sigenfd^aften , n>el*e fid^ 
letcl^t aus bcn ©IctdS^ungen. (81) ober an^ ben beibcn folgcnben: 

dtrciten laffen; Sundcbjl tft fter, baß wenn öian bem ©ogen s 
itnb ben ba^on abl^ängtgen @roßen: 

i») a:, », 2/ -^i -^5 ^. ^gf, 5p, ^ 

beflimmtt SBertl^e beileat bie ©(eic^^iingen (84), worin . |, i?> J: aöein 
t)eränberli4^ bleiben , jwet 6benen auSbrucfen/ bereh gemetnfd^aftlis 
4^et £)urcbfd[)nttt eine in ber erwähnten frummen %iä(i)t tiegenbe 
^erabe t(l. ^tefe Irumme S^ddbe enthält a(fo unenblidS^ mit, bett 
t^erfcbtebenen -SS^rtben )Don s entfprecbenbe ©erabe unb gebort ju 
hen ioQtnanntm gerabtinfgen frummen Sldcb^n; ^ußerbem 
iiOm man bemerlen, bag bie erjle ber ©lei^ungen (31) ober (84) 
flenm bie ©leicbung ber burdb ben ^(in!t (x^y^z) an bit gegebene 
6ttrt>e gelegten 9{ormaIebene ifl. S8a$ bie zweite ber ©teicbungen 
(34) anlangt/ fo (dßf fie ft<^ vermöge ber ®leicbungen (3) auf: 

(36) (|-^a:) cÖsX -f- in^y) C05f*+(5-^z) cösv:=:q 

rebuciren'/ unb man erlennt alSbanri unmittelbar: 1) bag i^r bur(| 
bie aü§. beri (Steicbungen '(l) abgeleiteten SBertbe t)on ^yVßt^ ^* ^ 
burd; bie ßoprbinaten be6 ÄrummünQ§mittelpunftc§ genügt wirb unb 
S) baß fte bie @bene au'öbrurft, weli^e burcb biefen ^rummungSmit^ 
telpunff fenfrecbt auf ben ^rummung§balbmeffer gelegt ip, beffen 
SRicbtung mit ben S^albaicn ber i^optitjen ßoorbinaten bie SBinW 
A,ft,i/ btibet.- S^enn mmi enbticb ber Äürje wegen 

(87)' ^==>f*), y^%is)i z^ii>(8) 

fefet/ fb öerwaribetri ft<b bie ©leiifyunßen (34) refp. in: 

(38) [^-q>{m^\s) + [n-xmx'{s^^[i-Hs)]i\>\^^^ 

(39) El --q>{s)W'{s) + [n-%m%\s)Mt^Hs)]r{s)=l^ 

änb bie ©Ici^^ung (38); welche eine gbene auöbrudft, wenn ittÄ 
s einen conjianten SBBertb beilegt, fann offenbar bie et>en er^: 
wdbnte frumme gldcbe au6brurfcn/ wenn man bie ®r6ße s aU tm 
bur* bie ©lei^ung (39) beftimmtc Function t)on f^ m S betrad&tet- 
"Slaä) biefe^ Xhnabme läßt ftd& leicht bie SJifferenjialgleicbung berfcLr 
ben fruif»men S(d'4)e erhalten ; behn ju biefem 3w Wc brauet man 
im bie ©teid^ung (38) ju bifferenjiren , mbem man bawn bie ®rÖ^ 
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f en L ij, t utib s ya flleidSier Seit txirürctt Wf t. «lerffii^rt man nun 
auf btefe SQSetfe/ tnbem man bie (Sltid^mq (90), beren erfler SSJfytil 

Stnan ber (Soef^cient \>on elf tji/ betfittft^ttgt; fo erl^ätt man a(5 
ie gefu^^te 2)tffeireniialglet(|^ung : 

(40) 9' (5) di + z' («) di2 + Vis) df = 0. 

7(u8 biefer fol^t (f. SJorlef. 14), bag bie ^Ibarcn ber pofitu 
un (Soorbinaten mit ber burcb ben ^Duntt ($,i},{;) ber gerabfinigen 
Släcbe gezogenen 9lorma(e SBintel bitben, beren (Softnu^ ben abge^ 
leiteten Functionen: 

rCxi^i bIo$ proportional, fonbern au4) gletd^ ftnb/ loenn bie 9lormale 
nacb einem entfprecbenben @inne t)erldngert wirb. Solglicb finb 
biefe S^ormale unb bie burcb ben ^unft (.r, y, z) an bie gegebene 6ur\)e 
gejogene Xangente 5n>et parallele ®erabe. ^a nun bie burcb ben ^untt 
(?5^>5) ö" bie gerablinige trumme glä'cbe gelegte S5erubrung§ebene 
bie erjeugungSlinie biefer glacbe unb fotgtidb bm Ärummung&mitteU 
punft ber gccjebenen 6ur\)e entbalten mu§, fo fällt fie notbmenbig mit 
ber burcb btefen ^rummungSmittelpunft auf bie beiben parallelen ®es 
raben fenfrecbt gelegten @bene, b. b- mit ^er Slormalebene ber6urt>e 
jufammen. 7iu6 btefen S5emer!unaen folgt, bag jebe 9lormaIebene ber 
@urt>e bie gerabiinlge frumme glä'cbe in aUen fünften ber grj^Us 

8ung§linie berührt, bur^^ n>elcbe fie gel)t Solgli(b ift bie in tRebe 
ebenbe frumme §^(äcbe, b. b« ber geometrifc|^e )Drt aller (Sooluten 
ber Sufüe eine bet)eloppabele %lSii)z. 

6§ toerbient bemerft ju YPerben, bag bie (Steicbung (40) mit 
ber ©leidfeunj (27), nüS welcher jte abgeleitet wirb, wenn man für 
bie S>ifferenjlale dx^dy^dz i^re auS ben Gleichungen (37) abgelets 
teten SBertbe, namltcb: 

q/{s) ds, , x'iß) ds 9 ^'{s) ds 

fubftituirt unb bann ben allen ©liebern gemeinfc^aftlicl[^en Factor 
ds binwegldßt/ äbereinflimmt. 

tSuferbem woöen wir bemer!en, baß rndn, wenn bie SSeran« 
berlicbe s nid^t mebr alS unabbdngig betracbtet wirb, um bie jweite 
ber ®leid()ungen (31) ju erbalten, tiur bie erjle ju bifferenjiren unb 
bann biefe unb bie ©leicbungen (29) ju beriirfftcbtiaen braucbt. 

tierauS folgt, bag bie ®leicbung mit |,i? unb f, wel*e burcb bie 
limination t)on $ jwifcben ben ®leidS)ungett (31) erbalten wirb, 
in allen gdtten bie frumwie gld'cbe au6brurft, welche ber geometris 
fcbe Drt ber ©Voluten ber gegebenen 6ürt)e ifl. . Da enolic^ bie 
©leicbungen (31) mit ben beiben erjten ber ©leidf^ungen (11) übers 
einffimmen, fo fann man aucb bebaupten, bag biefe frumme gtd^^e 
burcb bie neue Q\xx\>t gebt, welcbe ber geometrifc^^e Drt ber Ärum» 
mungdmittelpunfte ber gegebenen @urtoe ifl. 
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& Yoürbe üä) UidDt unb ol^ne aUt S^ed^^nung birect betDetrett 
laffen, baß bie beDeto)))>abe(e ^iää^z, xotlcbt bie 9{orma(ebene einer 
beliebigen ßurtoe bejld'nbia berührt, juglcid) ber jeometrifdje £)rt ber 
@t)D(uten bicfer 6urt)e ijt. £iefe6 iä'fit fic^ tn ber X^at bm^ 
fotgenbe S3etrad()tungen bartl)un. 

SSSenn' man auf einer beDefoppabefn glacbe bie S3erubrung§5 
ebene berfelben mit mebreren bmö) einen auf biefer @bcne toiUtm)Xi 
lieb genommenen ?)unft gejogenen ©eraben fortroDfcn tdpt, fo 
befcbreibt jebe ®erabe offenbar eine Süolute biefer ßurtje. golgs 
lid) ijt bie betoeloppabele gldcbe ber geometrifd)e ßrt aller @t)05 
luten unb bie äSBeriibrungSebene , welche burcb bie Sangenten ber 
güoluten ober burcb mebrere 9lotmalcn ber befcbriebenen ßurioe 
Qti)t (fiebe Seite 254), fdUt notbwenbig mit ber 9lormalebene bies 
fer Surioe jufammen. ©oll nun bie befcbriebcne Qux\)t eine 
gejgebene fein, fo braucht man bie be^elop^jabele gld'cbe nur 
mtt.ber jufammenfallert ju laffen, totlije t)on ber 9?ormalebene ber 
gegebenen 6urt)e bejldnbig berübrt wirb unb ben beweglicben ^unft 
fd)irflicb ju wd'blen. SSSenn in biefer JBejicbung einige Zweifel übrig 
bleiben foUten, fo n>erben fie burc^ bie fpdter aufjuftellenben @d'^e 
Qatii befeitigt toerben. 

Um üon ben üorbergebenben Formeln eine Xnwenbung ju ge? 
ben, wollen wir bie burdj^ bie ©leid^ungen (38) ber breijel()nten 
SJorlefung ndmlid{^: 

(41) xi=Rco$p, y:=Rsinpj z = aRp 

auSgebrurfte Schraubenlinie betracbtcn. SBenn mau ben Sogen s, 
ober voa^ baffelbe t{l, ben SBinfel p jur unabl^dngigen SSerdnberlts 
^en* nimmt, fo \)at man: 

Idx=i—Rsinpdp, dy=^Rcospdpj dz^^^aRdp^ 
d^x=—Bcospdp^, d'y=—Rsinpdp^^d'^z:=:=0, 
d^x=Rsinpdp^f d*y= — Rcospdp^, d^z=^0. 

gerner ftnbet man (f. SSorlef. 17): 

(4S) ds = ±(l + a^)^Rdp, 

C44) p = (l + a^)Ä, 

unb alSbann geben bie ©leidS^ungen (5): 

(45) ^=:-—a^Rcospy ri^= — a^Rs%npj t^^aRp^ 

SQ3enn man jwifcben biefen legten ©Icicbungen p eliminirt, fo 
crl^alt man jwifcbcn ben Goorbinaten |,>y,g jwei ©leicbungen, rocU 
ä)t bie Knie ber ÄrümmüngSmittelpunfte au^brüdfem £)a nun 
au6 ben ©teid^ungen (45) folgt: 

(46) | = tony-^, i^+r,^=a^R^, 
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fo t{l Rar, bafi btefe 8tnte,e(ne stoeite Schraubenlinie ift, Koeld^e 
»te bie erfle in ber @cl[^raubenflä<!be liegt/ bie 

(47) ^ — tang 



X '^ aR 

jur ©(eicbung \^at unb auf einen geraben Spttnber gejetcl^net \% 
ber einen in Der ©bene ber x y a^S bem 2f nfangS^junfte alS SRittels 
j)unFt unb mit einem ^albmcffer =a^ R bef^riebenen itreiS jur 
SBaitS \)at 2)iefe6 fonnten wir leicbt toorber einfeben, weil wir 
»iJTen, bag man, um ben bem ?>unfte (x^y^z) ber gegebenen 
@dbraubenlinte entfprecbenben ^rümmungSmittelpunft ju erbalten, 
nur auf ber Srjeu^ungdtinie ber @cbraubenfläcbe t)0n bem fünfte 
(a:,y,z) auS bie Sanjje d=:(1 + «') Ä nnb folglicb t)on ber Zxt 
beS ß^linberö au8 bie Xdnge p — K = a« B ju ncbmen brawbt 
(@. äBorlef. 17). 

SBaS bie ©leicbungen (SO), (81) unb (32) anlangt, fo rebu- 
ciren pe ficb in bem gegenwärtigen gaHe, bie erjte aufi 

bie beiben fblgenben auf: 

I tsinp — ricosp = a(t-'aRp)j 

unb bie le^te auf: 

!(tcosp + ri sinp — R)dr'{- 
- (rjcosp — ^ sinp) r dp = 0. 
Serner gibt bie ©leic^ung (33): 
(51) 4!l+_^^«= «' r* 



dp* ^1 + a« — (i + a«)» Ä« ' 
un( "^ttcttii folgt: 

(52) jT— + «>•' r 1 Li* 

"• ^ dp -Va + «')L(l + a2)«Ä« r*J ' 
o^er wod (affelbe tjl: 



(«») v.(i+«-) '^^^ 



I-ÄO + o^l 



[,_^5!(l+«!)!]i 



^ SRan üterjtugt ft* (et^jt, bag bie Soorbtnoten be« ÄrÖmtrtunaä* 
TMtttbpmtM, b. ^. bie 3Bert()e »on |,i/,g, n>et*e bie ®lei*um 
5?1 ^^^ !'''>"'' *"" ®lei4>un9en (49) genügen. 2Bemi man fetner 
btefe ©Utc^ungen abbtrt, na4>bem man ieben Äbeit berferten mm 
auabrate erhoben 'l)üt, f» ftnbet man: .' «> 

(6*) ^»+ij'=a*Ä24-a2(5-aÄ/»)», 
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unt folglt^»: 

unb xomn man im t^orl^ergel^enben SBertb t)on ji tn bte )n>ette bet 
®(etd(^ungen (40) fe^t; fo erhält man bte ®(ei(|)ung: 

2)0* biefe le^te ®(et4)ung bte t{l/ welc^ au$ ber Sltmtnatton 
\)on p jwifdben ben ©(eidf^ungen (49) entfpritigt, fo brurft fte bie 
bet)eIo)))>abe(e Sldd^e au§/ totid)t bie 92ormaIebene ber gegebenen 
(Schraubenlinie bejlä'nbig beriil^rt unb ber geometrtfcl(^e IDrt ber @t>o^ 
luten btefer 6urt)e tjt. gerner woUen wir bemerfen,.ba6 man, um 
bte b'eiben ©(ei^^ungtn einer biefer @t)o{uten ju erhalten, nur mit 
ber ©leid^ung (56) bie auS ber ©imination t)on p jwifcben ben 
©leidf^ungen (48) unb (55) entfijringenbe ®(eid)ung ju toerbinben 
braucht/ na4)bem man in ber ®(eidi)ung (48) einen ber SSertl^^e toon 
r, rottet ber ®leid)ung (53) genügen, gefefet ^at. SKan fann 
übrigen^ bei biefer Unterfuc^ung jlatt ber ®(eic^ung (4S) auc^ bie 
folgenbe: 

(57) (i+l!+.Ä2)(l + «2)^^2 

antoenben, xotl^t man tti)ält, wenn man bie ®leid()ung (48) mit 
ber (^(eicbung (54) üerbinbet. S9Sa§ bie ©leic^ung (53) anlangt, 
fo fann fte auf bie gorm gebrad^t werben: 

(58) <7(iq:^p + --o*^^i±^] = o, 

unb aus berfelben folgte wenn man, wie @. 84 fcl[^lie|it: 

(5») ^[7äT^p±«--'«^^^^]=»- . 

Solglicf^ tft bie enbltc^^e 2)ifferen) beS 2Cu§bru(feS: 

a . ' Ä(l + a*) 
/ ., , — 5T-» + arccos — ^ — ' 

gtetd^ SRutt, ober mit anbern 2Bortert, biefet 2Cu8bru(f behalt einen 
conflanten SSertlE^, wd'l^renb man ben SBtnfet p t^ariiren Idf t« 9Ran 
l^at a(fo, wenn 6 eine wiUfu^rlid^e Sonftonte bejetc^net: 

^ V(l + a*)^"- r 

ober waft baffelbe tft; 
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(«0) ,= «0L+^!1_. 

^ternacl^ gibt bie ©teict^ung (57): 

SBenn man in btefe le^te ©let^ung ben au8 bet ©letd^ung 
(54) abgeteiteten SSett^ von p fubflituirt/ fo ftnbet man: 

0^1 + «')H' _ ~ . 

©te ©letdSjung (62) bcftimmt in SBerbinbung mit ber ®Icicbung 
(56) für iebcn befonbern SBcrtb ber ßonjlante ß eine ©Dolute ber 
betracbteten ©cbraubenlinie. 

e^ wirb nicbt überflufjt^ fein, ju bemer!en, baß ber.Keinfte 
ber SSJertl^e, n?el4>e bie ®teicbung (60) für r gibt, immer bem 
^robucte (l + a*)^5 b., b/ bem ÄrümmungöbötbmeJTer gleich ifl 
unb unenbticb ))ieten toerfd^iebenen SSert^en be$ SSStnfetö ;>, toooon 
einer bem SSer^dttniffe: 

a 

gleicb ifl, entfpricbt. SBenn man biefeö 5ßer^attniß ber Äörje xot^ 
gen mit P bejeic^net, ober wenn man fefet: 

(63) P=^VJS, 

a 

fo t)ervpanbeln ftd^ bie ®leid()ungen (60) unb (61) refp. im 

(64) . r=-M±«!L, 

a{p — P). 

(65) ?«+«» = -««>'' '! + «' 






SBenn man enblicfe bie ®teid[^ung (65) mit ber ®Ietc|)ung (54) 
toerbinbet, fo finbet man: ^ 

(66) g ^ aBp = ± (1 + a'0*Ä tang^^^^^. 



~ 263 — 

©tettber ®Cel*migett(56) unb<«8) Mnnte mm <m* bad Softem 
Ott ©icicbunflcu (40) unb (06) nef)mzn. SBcnn man öuö btefen lefe. 
ten ©tciAunjen bie a« gunaionen »on/> auögcbrucften SBert^c t>on |, 
17 unb {; aDleUet, fo erl(^d(t man brei ©(ei^ungeii/ n>e((|)e in ber Sormel: 

asinp "^ ^acosp 1 

entl^alten finb, bte aQem iebe ber @t)oluten ber @c^raubenlmte m^ 
brücfen fann. Zni ber ®Ieid^ung (67) folgt offenbar/ baf bte Q^ 
orbinaten $, rj, v ieber &oolute iebeSmot unenbltc() »erben/ Yvenn ber 
ISintel p einen SBert^ toon ber Sorm: 

(es) p=p+(2„+i)£V^ 

belommt/ wo n eine beliebige ganje ^al^l htitiö)ntU S^rner/ n^ab« 
renb ber SBinfel p gegen einen biefer SBertbe contjerglrt/ liegt ber 
?)unft (1,1^,5) immer auf ber burcb bie ©lei^ung (56) auSgebrücfs 
ten beioeloppabeln Sladlie unb nä'bert f[($ ber @rjeugung$Unie biefer 
gtdd^e o\)m @nbe/ »etcber bie ©leicbungen (4Ö) angeboren, wenn 
man p ben in S?ebe flebenben SBertb beilegt. 3ebe 6t)olüte bejlebt 
folgli^ aus unenblid^ toieten 3n)eigen/ wel^e iid) in§ Unenblicbe er^ 
fhrecfen unb woüon jeber jwei ©rjeugungölinien ber fcummen SJadj^e 
(d6) als 7(ft)mptoten i^at. 

Slocb.woUen wir bemerfeu/ baf/ wenn St unb ^ bie Molars 
coorbinaten einer biefer auf bie 6bene ber x y proiicirten gtoolute 
bejeicbnen, 

(69) | = 9fco«^, fi — fRsin^ 

ift/ unb baf foIglidi> bie ®le{(|)ungen ' (49) in IBerbinbung mit ber 
(SJleid^ung (66) geben: 

( . fRsin(p-^)= + a(l+a'')^Rtang l'l^T^, -, 
(76) -VI/ :f^(l + a2y 

( 9i cos (p ^^) = — a^ R. 

®aS ®9Jlem ber ©leid^ungen (66) unb (70) fann bei ber Um 
terfu4>ung ber eigenfcbaften ber e\)oluten ber @cbraubenlinie mit 
SSortbeil angenninbt werben, ©e^t man ber ginfacbi^eit wegen 
P=0^ fo rebuciren ftc^ biefe ®(eid[^ungen auf: 

p — o Bp ==: + (l+a2)*Jl tan^r-^r^j^^^ , 
^^^ ^ »«/«(p--3))-±a(l+a')*Äto»5r:;^r(^^, 
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unb brficfen bie bh Svotuten ouS, auf wtl^tt bev Mbrnrnm^^mlU 
telpunft (ie()t, n>e(<t)er beni/ mit bem *Xnfan0§4^unfte sufammenfab 
Irnben fünfte ber @(braiibenlm{e entff^rtdl^t Um ftvncr au& beti 
©(etcbungen (71) bie @U\a)unatn (66) tiifb (70) i9iib<v Ü^ulfiteit/ 
braud^t man offenbar für bie @vdgenf 

p, |>, unb ^ 

nur bie 2){fferenien : 

P'-P, ?> — JPunb g-aRP 

gu fefeen. 9lun entfpric^^t aber bie ®ubflitutiott bej. SßhrfelS «— P 
fär ben SBinfcl p unb ber IDrbinate 6 — a Ä P für bie SDrbmate i 
^enau ber S3en>egung bttQux\>t, beren bret Soorbtnaten $/ 97/ p ftnb, 
m gol^e welcber jeber ^un!t berfelben j(Uer|l, inbem er ftcb tnit 
einer birectcn Rotationsbewegung um bie 'Are ber z brebty rotnn P 
j>ofttit) ijl, ben SBinfel +P befc^reibt, ober ben aßinfel — P mit 
einer retrograbcn ^Rotationsbewegung, wenn P negatit) Iff unb bann 
auf einer; ju bicfer Zxt ^parallelen ©eraben in bem ®inne ber poffs 
tioen z um bie Sänge afiP» ober in t^em @inne ber negatioen z 
um bie 8ange —aRP fortrücft. 2)iefe SBerrucfiing ijt alfo ^in^ 
reicbenb/ um bie buvc^ bie ©leicbungen (71) auSgebrudFte @t)olute 
in • eine beliebige ber übrigen @t)oluten ber @cbraubenlinie ju üer» 
wanbeln. Solg(icl[) finb alle, biefe @t)oluten abnlid^e unb aufeinam 
beriegbare ^urt)en* Sßenn man ferner ber ®rope P einen ber in 
ber §ormeI ; 

(72) P=±(8„ + l)|.>Al±«ü 

enthaltenen SBert^e beilegt / fo werben bie t)erfd[)iebenen ZxHi%t ber 
erjlen @t)olute burc^ bie erwähnte SSerrucFung auf einanber gelegt. 
Solgli^b ftnb aUe 3weige berfelben (Volute einanber abnlid[). SMefe 
nterfwörbtg^n @igehfcbaften ber @iDoluten 'ber @cbrauben(inte bAi>^n 
ibren ,®runb in ber regelmäßigen gorm biefer ßurüei beren SBins 
bungen mm jufammenfallen laffen fann, wenn mm benfelben eine 
[Rotationsbewegung um bie %xt ber z unb eine jfx biefer %xt pa* 
rallele fortrucfenbe ©ewegung ert^eilt, 

9Ran fagt, jwei Surt)en ixon boppelter Ärummung öSt^uliren 
einanber in einem gemeinfdjaftljc^en -fünfte, wenn l!e in biefem 
|)unfte nid^ blöd biefelbe Tangente/ fonbern aud^ benfelben ^rüm? 
mungSFreiS unb folglicb biefelbe £rümmungSebene, biefelbe ^aupt^^ 
normale unb biefelbe £rummun0 l^aben. 'JllSbann n^irb bie gwtfcben 
ibnen ftattfmbenbe 93e^ubrung eme £)Sculation genannt. 4^iernac|^ 
\&U ftc^ leiclS)t folgenber Sebrfafe beweifen: 

8el()rfdö 1. SBir wollen dnn^Yfmtn, b*ag jw-ei Guus 
loen üon boppelter J:rvmmung bur^ jwei (Sleid^ungen 
jwifcben ben rect)twinfligen ßoorbinaten x. y, z au^ge^ 
brucft finb unb ba§ bie^bfciffexjur unabbangigen SSer« 
dnberlicben genommen wirb, ©ollen biefe beiben 6urs 
"ozx^ einanber in einem gemeinfd^aftlicljen/ ber 2lbfciffe 
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X tntfpxtiftnbtn fJunfte oScttItten, fo tfl itforberli*, 
aber aud^ juretc^enb, baf bie iDrbtnaten y, z fSir btefe 
Xbfcfffe unb i^re «bgelritetcn Junctionen b'er er^ett nnb 
imeiten iDrbnung, b. ^. bte ftd^i ®xi9tni 

^et bem Uebetgange i9on ber tintn Qnti^t }ur anbetn 
bicfclbcn Sal&leitwertbe u«b btefelbetiäet^en behalten.*) 
JBewct«. 2)enn wenn biefe Sebingungen erfüllt werben, 
fo l^dben bie beiben 6urt)en ofenbar einen ber 2tbfct{Te x entf^^red^en» 
ben gcmcinfcbaftlidf^en ^unft. gerner folgt au6 bem weiter oben 
®efagten (SSorlcf- 16 @. 227), bag fte biefelbe STangente ^aben 
unb aix^ ben ®leict)un5en (10), bag fte benfelben J:römmung§mit» 
telpunft boben. golglidj) boben fie aucb benfelben Ätummungefrei^. 
Umgefe^rt, wenn bie beiben (Surt)en einanber in einem fünfte, bef:» 
fen 2(bfcif[e x ift, oSculiren/ fb muJTen nidj^t blöd bie ®roßen: 

^^ dx' *~dJ 

beim Uebergange t)on ber einen 6urt)e jur anbern biefelben bleiben; 
fonbern baffelbe gilt au^ t>on bem ^rummun^^balbmeffer p, fowie 
t>on ben Soorbinaten Iji?,^ beS ÄrummungSmittelpunfted unb folgs 
lief) oon ben ©rßgen y",z", beren, burc() bie ®leid[>ungen (10) bes 
{limmten SßertlS^e fid^ auf 

rebuciren 

3ufa|. 2fuS bem gel&rfafee 1 folgt, bag, wenn jwei ßuröen 
t>on bo))))elter' Krümmung einanber oSculiren^ baffelbe mit i^ren 
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) SMefec Se^rfa^, wetd^er ixa 2CU()emethen flattftnbet, »enn bie ®r6$en y'^ 
y^y y^^ ^y ^'9 2" ^^ ben gememfc^afttid&en ^un!t bcc beiben Durren cnbs 
lic^e 5Bertl;e betialten unb för ben Ärümmungö^albmeffer p einen beftimm^ 
ten äBertb geben ; unterliegt einigen 2Cudnabmen. £)enn er mörbe nid^t 
mei^r ftattftnben, wenn btefe ®r6ßen; ober einige berfelben unenbli^ wür« 
ben. 2CUbann £6nnte bie burd^ bie ®leid!)ungen (10) gegebenen ^ert^e 
üon 4 — X, fj — y, < — z unb ber Ärümmungö^lbmeffer p für bie eine 

unb bie ahbere@urt>e unter ber Sorm ^ erfd^einen, unb nid^gbefton^e« 

niger fid^ hex bem Uebergange t)on ber erßen (^uroe }ur aweiten dnbem. 
Uebrigenö ift bie ^ier gemachte SSemerfiing nid^it b(o$ auf ^urioen loen 
boppetter, fonbern auc^ auf ebene @urt)en unb folgtidj) auf ben Sebrfal 1 
ber aSort. 8 anwenbbar. 3n ber S^at würbe biefer Ce^rfaft nid&t me^t 
ftattl^nbeu; wenn jtd^ bie gegebenen Kurven auf bie @^unpen (50) in 83or(. 
9 rebudrten. 
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9>roiecttonen mtf )ebe bet 6oorbtnatene6enen unb a\xi) mit t^ren 
9)roiecttonen auf etne beliebige (Sbene bet Sali ifl, n>eil man j. Sß. 
bie @bene bet xy mit einer beliebigen/ n)tUfu^rlt(^ im Siaume ge^ 
m'blten 6bene {ufammenfaUen laffen tarnt. 

3fl ber Sebrfa^ 1 einmal btxoit{tn, fo fann man au$ bemfek 
im, xotnn mm, wie in ber achten Siorlefun^ (Seite 94 unb 05)/ 
fdi^liegt/ leicbt folgenben )n)eiten Sebrfa^ ableiten: 

&ebrfa^ 2. SBSenn jtoei ßuroen t>on bi))))>elter 
JCrümmung burdt^ in?ei ©lei^ungen gmifcben ben 
6oorbinaten x^ y, z*au§gebru(f t finb unb man tvill 
wiffeU/ ob ficb biefe beiben (^urt)cn in einem gegebenen 
fünfte o^culiren; fo braucht man nur entn)eber eine 
beflimmte gunction ber SSerdnberltcbcn ar, y, z, ober 
ben auf ieber @uroe t)on einem feiften fünfte au§ 
gejäblten S3ogen s jur unabhängigen ä^eränberlicben 
}U hebmen unb ju unterfucbeu/ ob aud ben ©letcbun» 
gen ber beiben (§urt>en für ben gegebenen $untt bie» 
felben fBtxtl)t oon 

ar, y, z, dx, dy, dz^ d^x, d^y, d^z 

abgelettetwerbenf^onnen. 

68 tjerbicnt bemeVFt ju werben, bag ft* ber 8cbrfafe 2 unmtts 
telbar auS benJSleicbunjjcn (5) unb (6) ber fe(ib§jeb>tten SBorlcfung, 
Derbunben mit ber ©letcbung (28) ber fiebjebnten SSorlefimg unb 
mit ben ®iei(t)ungen (5) auf ©eite 250 ergibt, wenn ber ©ogen s 
jur unabbdngigcn SSerdnbcrlicben genommen wirb. 

SHäenn man in bcm- Eebrfa^e 1 ober 2 annimmt, baß ftcb bie 
peite (Suroe auf ben ^rei§ rebucirt/ nacb welchen ftcb bie burcb ^^e 
beiben ©leicbungen: 

I {x — ^)co$L'\-(y—7i)co$M+{z'^t)cosN=^ 

aufgebrühte £uge( unb Sbene fcbneiben, fo {tnb bte 93ebingunrgen, 
welche au§brudfen, \>a^ ber ^unft lix,y,z) ein P§€ulation6punft 
i|t, iur S3eflimmung be§ ^albmefferS be§ ^reife§ unb ber 6oorbU 
mttn M SKittetpunfte* , b. b. ber wer Unbef annten f, 17, f unb p 
mit Awet ber bret SStnfel L, M, N, wel^e überbie^ burc^ bie 
©leicbung: 

(75) cos^ L + cos^ M+ cos^ 2V = 1 

mit etnanber Derbunben finb, binretcbenb. 35enn wenn x jur unabs 
bändigen SSerdnberltcben genommen wirb, fo muffen bte au§ ben 
enbli(ben ©leicbungen ber er{len 6un>e unb au8 tbren abgeleiteten 
©leicbungen gezogenen SBertbe »on y, j<, y^, z, /, z* nacb 8ebrfafe 1 
ben enbltcben ©lei^ungen be§ ^retfeo unb ibren abgeleiteten ©lei:: 
4)ungen ber erften unb ^weiten JDrbnung/ b. f). ben fe^S ©leicbungen : 
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(76) { a:-| + (y^i,)»' + (z-e)z' = 0, 

(x — I) cosL-^y —Wfios M+ (z — g) cos N= , 

(77) ( cosL-^y^cosM-^TfcosN^^O, 
,y"cosM-\:2f'co8N=0 

genöoen. SBcnn man m^ blcfcn Icfetcn ©leid&ungen in SBerbmbung 
mit Der ©lei^ung (75) bic SBertbc bcr Unbefannten Z, Jlf, iV, |, ij, 
£ unb p ableitet/ fo erbalt man, wie' au erwarten war, bie &ku 
cbungen (15) unb (29) ber jtebjebnten SÖorlefung unb bie ®leic^uns 
gen (10) @eite 251 wieber. 

^enn x nid^t mebr jur unabhängigen SSeranberUdi^n genom^ 
mtn würbe, fo liefen ftc^ bie enblicben SJleicbungcn beS J:reife§ unb 
ibre ©ifferenjialgleic^ungen ber erflen unb jweiten ßrbnung auf 
folgenbe gormen bringen: 

(a:-|)^ + (y-ij)* + (2-S)' = pS 

(78) ( (x-^)dx + (y--fi)dy + (z^t)dz = 0, * 

(x — I) d'^x + (y — '»2) ^y + (2— S) d^z = —ds'^, 

(x — I) cosL-^- (y — ri) cosM-^ (z— g)cö*IV=;0, 

(79) { cos Ldx -^^ cos Mdy -^ cos Ndz = , 
cos Ld^x 4- cos Md'^y + cos Nd^z = 0, 

unb maßten burd^ bie au$ ben ©letcbungen ber erflen (Smu ab^e^ 
leiteten SBertben t>on x, y, z; dx^dy, dz; d'^ x, d* y, d^ z öeripcirt 
werben. @6 i{i wobl ju bemerken, baß bie ©leicbungen (79) mit 
ben ®leicl()ungen (4) unb (16) ber fiebjebnten SSorlefung unb bic 
©letc^ungen (78) mit ben (Skid^ungen (11) auf @eite 251 über« 
etnftimmen* 



Xr&mnimdS^albniHf^^t btv mit 92ortna(eb<nni in eine Fvumme 
5ldd)e Qema6)Un @d)nitte. — ^auptfrümmungS^albmelfer. 
1bnvd)\ä)n\tU , beren ^rüiminungen in Dem gaUe iRud finD^ 
Toö tie ,|)auptfr&mmung$t;a(bme{]'fr na^ entgegengefegtem 

Sinne getici)tet {tnb. 



SBtt YOoQen eine Irumme Slaclie betra^iten, toelc^e burcl^ bte 
®(ei(^ung : 

(1) f«=0 

Qudgebru(ft wixb, n»e u eine Sunetion ber re(|)tH)tnltt^en Soorbtna:: 
ten X, y, z bejeid^^net. SSSenn man iixxd) einen auf biefer frummen 
glac^e gegebenen ^unft (^;y,2) eine SZormalebene legt, fo fdjncibct 
biefe @bene bie fruntme ^äc^e nacb einer gennf^n Surt^e/ n^elcbe wix ' 
einen Slormalfcbnltt nennen wollen. @S fei g ber ÄrummungSs 
*)albmeffer biefer 6un)e ffir ben ^un!t (.r, y, z) unb |, i?^ f feien bie 
loorbinaten beS entfprecbenben Ärilmmung^mittelpunfte^, fo bat man : 

(2) (a:-|)' + (y-i?y^ + (2-e)^=(>-. 

nnb ba ber Ärummttng6mittelpunft offenbar auf ber burcb ben 9)un!t 
{x,yyz) ber gegebenen frummen gldcbe gezogenen SUormale liegt, 
fo leifien bie Goorbinaten 1,1?,^ notbwenbig ben ©leidbungen ber 
Siormale ober ber gormel (11) ber t>ierjebnten SSorlefung (Senuge, 
fo baf man au^ f)att 

(fi) ^—^ — y—^ — ^ — s 

/" du\~ f du\~ / du\^ 
\dxJ \dy) \dz) 

9lun »ollen wir bemerken, bag bie ®lcicbung (2), wenn x, y, z 
barin allein aK Deranberlicb betradf^tet werben, eine ber ©leicbungen 
beS Ärümmung§freife§ be6 betracbteten 5Rormalfcbnittc§ ijt, unb bag 
ba$ 2)iferenital ber jweiten jDrbnung biefer ©teicbung, namlicb: 

(4) i (^-l)^'^ + (y-^)d^y + (2-5)d-z+d^* 
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nadf ben in ber aä^tid^ntm SSorlejimd wxf^tfiOttn |>tm)t>{en bwtä) 
bit au$ ben ^letdE^ungen bed dlormolfd^nttte^ abgefetteten SBertl^e 
bon x^y^z; d^^dfi,azi cpar,d*y,i^z toerificirt »erben muß. 

SEBenn man ber Sequemlicbteit wegen ben S3ogen btefer 6urt)e 
mit 8 be}etd[)net/ fo ftnb bie 6oorbtnaten x, y, z berfeiben mit biefem 
SöoQtn burcb bie 2>ifferenitalg(ei(|^uns : 

(5) dar« + d y« + rfz« = ds^ 
t)erbunben, t)erm5ge ivelcl^er bie ©(eid^ng (4) ouf: 

(6) (x-'i)d^x + (y-fi)d^y + (z^t)dH = ^ds^ 

rebucirt werben fann. tÄußerbem ergibt ftcb ouS ber ©leid^ung (1), 
wenn fte {weimal md) einanber biferengirt wirb: 

dx dy ^ ^ dz 

unb wenn man ber Äurje wegen: 

Q = 

(8) { da:« ds'^ "^ dp" d«« "^ dz« d«« "^ 

d^te dgdz . Q d«te dz da? . ^ d«tt dr^ 
dydzdsds dzdxdsds dxdydsds^ 

fefet/ fo rebucirt pdS^ bie ®(ei4>ung (7) öuf fo'lgenbe: 

Sßenn man auferbem wie in ber Dierjel^nten SBorlefung : 

C") «=^[(^)'+(f)'+(37)'] 

fel^t/ fo ergibt ftdb au^ ber ®(eicbung (3) in SSerbinbOng mit ben 
©leid^ungen (2), (5), (9) unb (10) (eicbt: 

( du \ fdu\ / du\ 
dx) \dy) \.dz) 

. [(ar-|)'+(y-i>)''+(^-g)¥ _ , 9 

v[(4i)"+(i^r+(ii)r-" 
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dx ^ dy^ ^^ dz 
9{an 1}at olfo: 
HTk a^ — g - lf — ^ — ^—i — t P — 1 

Vda:/ Vdyy Vdx/ 

un^ fbtglt4): 

e§ ijl too})l ju bcmerten/ baß R in ben ®leid)ungen (11) unb 
(12) eine bcfannte gunction ber ßoorbinatcn .r, y, z bejeicbnet. SBa§ 
bie (Sröße Q betrifft, beren SBJert^ burd) ble ©Icic^ung (8) beflimmt 
wirb, fo fann fte aB gunction ber Goorbinaten a:, y, z unb ber 
SBinfet, welche bie burcb ben ?)unft (a:,y,2) beS betracbtetert Slors 
ntalfcbnitteS g^i^fl^"^ STanoente mit ben ^olbayen ber pojitioen 60= 
orbinaten bllbet, ouSgebrucft werben. J)enn bejeic^net man biefe 
aaSinfel mit a,/J,y, fo f)at man (f. SSorlcf. 16): 

(13) co.«=-57, ^o'ß='jr' ^^^»'=•57' 

ober t)ielme]^r: 

/*>.v da? ^ dw dz 

(14) co*« = — ^, co.^ = — -j^, co*y=--^, 

unb in betben SäQeit folgt au& ber ®(et(l|)ung (8): 

I o d^M ^ 

+ 2 , , cosacosß» 

%xn ifl aber !lar, baß ftd(> ber jweite Ä^eil biefer Icfetett ®Uu 
d^ung auf eine bef annte Function ber Serdnberlid)cn x, y, z, a, ß, y 
rebucirt. SBenn nun ber ^unft (x, y, z) unb bie burd& biefen ^untt 
beö Slormalfcbnitteö ber gegebenen frummen %lä6^t gcjogene SEans 
gente gegeben ftnb, fo brauet man ftcb offenbar nur ber ©leicliung 
(12) JU bebienen, um ^tn ^rummung§balbmfffer q biefe§ SlormaU 
fcbnitteS }u beftimmen, unb ber ®leicbung (11), um aufler bem 
Ärummungg^albmeffer o aucb bie ßoorbinaten ksVyt be§ Ärüm* 
mungämittelpunfteö ju bejlimmen. 

SBenn man üon einem 9lormaIfd^nitte ju einem anbern über« 
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ge^t, iol^e ben 9>ttnft (T,y^z) ju lomüdtn, fo loetanbem bie SBtiu 
fei er, /3, y i&re SBertt^e unb baffelbc t|l, wcnigjlenö im ÄUgcmeincn, für 
bie &tö^ Q unb für bie.baoon abbangtgen SJnänberlicben , .nams. 
lid^ 1,17,^ unb Q bet Satt. SSSenn bie ©regle Q bei biefem Uebet^ 
gange ii)r äeid^en t)erdnbert/ fo noirb ber £Tummung§b<^(bnie{[er bei . 
einen 9lorma(f^nitted burcb bie ©leicbung: 

unb bet bei anbern burd^ bie ©(eicbung: 

bejiimmt. Sitnn ba bie ®rogen g unb Ä wefentlidf) :pojitiK) ftnb, 
fo muß man baS bop^elte Beieben + beS jweiten S£beile§ ber®leis 
tbung (12) auf baS 3ci<ben +.rebuciren, wenn Q pofitit) ifl unb 
im entgegengefel^ten gaUe auf baS äeicben -— . 25a anberer ©eitö 
bie ©roßen: 

du du du 



dx^ dy^ dz 

von ben ® {n!eln a, /3, y unabbangig ftnb / fo f ann mm bebaupten, 
bag, wenn bie ©rö^c Q bei bem Üebergange t)on bem erflen iRor» 
malfcbnitte ju bem jwciten baö äettben ä'nbert, biefc§ mit ben SJifs 
ferenjen: 

ebenfalls ber SaQ ifl. TAt ^rummuugämtttelpunfte ber beiben 
5Rormalfcbnitte liegen olfo auf ber burcb ben ^unft {x, y, 2) ber ges 
Ci^thzntn gldcbe gejogenen 9lormaIe auf t)erfdbiebenen ©etten biefeS 
?>untteS/ fo bag bie Ärummungf()albmeffer ber beiben SlormaU 
fc^nitte nacb enlgegengefefetem ©inne gcricbtet jint), 

3n>ifcben t)zn Ärummung^bölbmeffern ber üerfcbiebeneU/ burd^ 
benfetben ^unft (or, y, z) gel)cnbcn Slormalfcbnitte finben bemerfenS« 
wertbe jKetationen ftatt. Um biefe Delationen ju finben^ m\x^ man 
junäcbji baS ©efc^ fucben, nacb welcbem ficb ber burcb bie ©leis 
(bung (12) bejlimmte Äriimmun^^balbmeffcr q mit ben in bem 
y?ertbe "omQ t)orfommenbcn SBJinfeln «, ^,y anbert. ÜRan fann 
biefeS ©cfefe t)ermittclfl> einer geomctrifcben (Sonftruction febr gut 
toerflnnlicben, tpelcbe barin bejiebt^ bag man auf ber Tangente jebcS 
9tormalfcbnitte^ t)on bem 9>unfte (a:,y,z) aw^ ju beiben Seiten 
bcffelben jwci, bem entfpredbenbenÄrümmung^bftlbmeffer, ober einer 
pofttioen ^otenj beffelben gleicbe Sangen nimmt. 25ie Guroe, weltbe 
bur(^ bie gnbpunfte ber auf biefe SBeife auf ben oerfcb iebenen SKan« 
genten genommenen 8dngen gebt, ijl offenbar eine in ber JBerubs 
rungSebene ber gegebenen frummen gldcbe liegenbe ebene Surt>e, unb 
ba ber t>om fünfte ix, y, z) nacb biefer ßurtoe gejogene SfabiuS* 
t)ector mit bem ÄrümmungSbfllbmeffer beS biefen SfabiuSoector bea 
rä|)renben 9lormaIfc^nitted ju gleicher 3eit in^ ober abnimmt; fo ift 
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ctitbud^tenb/ U6 ixt 92ator ^er <Sut^ ^t »ajtt dedgnä tfl« baj 
®efel^ anjugeben^ itacb tüeld^em ft^ betr «fträmtmtngMalmefftr oitbert^ 
3n*bem befonbern %aUt, n>o bte auf ieber XangertU senom- 
ntene Sänge ber £luabratn)u»e( bed tnf\pttäfen\HnMt&mmunQBt)ciib: 
ntffjctd gleicb ift# rebucttt f[^ bte eben ertoabnte (Surbe auf eine 
Stnte be$ jn^eiten ®rabed. SBir »ollen in bet Sthat btcfe SorauS^ 
fe^ung annehmen unb burd^ |^ tj, i nid)t mebv bie Goorbinaten beS 
^rummung§mittelpunfte§/ fonbern bte beS @nb))untte§ einer ton 
bem fünfte (x^y^z) au$ auf ber S£angente, welcbe mit ben S^aW: 
aren ber ))oftti))en ßoorbinaten bte SSinfel &, /}, >» bilbet , Qttt^mmu 

nen 8dnge = p* bcjeicbncn. SBJenn ber 2fnfang§}>unft ber Soor« 
binaten feine urfprunglic^e £age beibebottt/ fo finbet man: 

unb toenn man ben 3(nfangS:punft in ben $uttFt (i:^y,z) i^erlegt: 

(18) ^ = Q^cosa, fl±=:(^COSß^ i = Q^co8Y» 

Z\a ber ©lei^ung (12) folgt uberbied; 

Qq=±R, 

unb n>etin man fSt Q feinen SSertb toieber fe|t/ t^eld^en bte &kh 
ibung (15) gibt: 

__ eo5^« + ^ CO. V + ^co^'r 

+ 2 j j -cosa cosß 

7C{fo ttmt nfdri enblic^i toenn man \Ä4 ®(eid^ttngen (18) be^ 
ru(üt*tigt: 

cfo« ^ ^ dy* ^ ^ dz- ^ ^ 

•^;&^^^+*&^^^+*d^^^-±*' 

IDiefe le^te @Iei(bung btMt, wenn man barin l^^iS; aUetnF 
afö t>eränberltdi^ betra^^tet, eine frumme %lä^t be§ ixotitm ®xas 
be$ auS/ worin bte oben erwabnti ebene Gurioe liegt 3u bemer^ 
fen ifi, baj^ biefe ^läi)t ben neuen 2(nfanQd))unft/ b^ b« ben ^unft 
(ar,2^, z) jum ÜRittelpunEte b^t^ unb ba bte @bene ber <Surt)e eben^ 
JfaW tmvk benfelben ^unft gebt, fo ifl man ju bem ©(bluffe bes 
re4)tigt/ ba^ ftcb bte in 9iebe flebenbe ^nvoe auf eine Stnte bed 
»loeiten ®rabe$ rebucirt/ welcbe ben ^ünft x,yfz^ eben^lld (um 
iRittel)Htnfte "fyaU Um bie beiben ©leidl^ungen btefet Stnie ju er^ 
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Wtei, «Mtt^t nmn mit ber ÖKtf^ung (») mt bie ju tjerbtnben, 
»e(*e bit Dm^ tim ^pmH (*, y, «) an bie gegebene grtftbe aeledte 
ioctubnni09(bcne «ttibrficft, wenn man bot "UnfamSputAt ber ^o- 
•MiiMfin »r btefen ftantt «Orient, b. i^. b(e ®(«t4^uns: 

wd4^e P4) au§ brt ©leidining (2) in ©orlef* 14 ergibt, mnn ntßn 
f+^5^+»jS + 2 für 1,1?^ S fefet. man fonntc bic ©icic^ima. 
(21) anä) erboitm^ wenn man bemerft/ bafi t)a^ 2)tf«^emia{ bei: 
^leicf^ung (l), nämlid^: 

ft4^ ^cxtn&Qt ber ^leidJHtngen (13) ober (14> auf: 

rebucirt unb a«§ biefer legten ©ftid^iung tjermtttelfl b^ ®re{4)ungen 
(18) bie brei SBtnfela,^5y climinirt. SBenn man enUid) bieaBin^ 
fef , »elcfte bie burdj) ben ^unft (or, f^, 2) ber gegebenen gldi^e ges 
io^ene 92ormale mit ben ^albaren ber pofttioen Soorbinaten bilbet^ 
mit i^y^iyv begeic^net/ fo l)at man: 

f du\~ ( du\~ ( du\ 
\dx) \dy) \dz) 

unb folgli^^ tonn bie®Iei4^ung (21) auf bie f^orm gebrad^t n>ert^tt: 
(25) |co*A-f-ijco*ft-f-5ca«t^==0. 

9lun wollen tpir bemerfen, bag bie ©leid&ungen (20) unb 
(25) ben ©teicbungen (1) unb (2) ber ftinfjebnten SBorlef. 
ganj ä^nlicb ftnb/ a\^ meieren fte abgeleitet merben, n>enn man bie 
eoorblnoten . I, ^, t für x^y^z yxnXi bi^ ©rogen: 

' A^u d^u d?u d^u d'^u d'^u 

dar* ** rfy« * dz* * idyd? * dzcte ' cird«^ ^ *^ 

ffir bie ßoefficienten: . 

4,B, C, D, E, F, K 

fefet. 9hin folgt aber auS ben in ber ftinf^e^ntert SSötfefiing aix^c 
einanbergefeifeten ^rinjipien, baSJ. ficb bie bur* ba^ ©pjlem ber.. 
©leicbungen (20) unb (25) auSg?bt«(fte Sinic im ^CUgemeinen auf 
eine (äüipft, ober auf ein ©pjiem jwei conjugirter ^pperbetu' rebus 
cirt; aber baf fle ftd^ in ^eofffen tefimbern ^Uen mnä) in einen 

Gau(^9. U lg 
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itreid, ober in einen ettiitgen 9)unft/ ober ün ein QMtem {wcii^ 
oon bem fünfte (or, y, 2) gleich weit entfernter ^aOelen, ober enbs 
lic^ avLöf xn ein ©»jlem jwcier bur* biefen Dunft gejoftener &e^ 
raben t)em>anbetn rann. 2)erfelbe @cblttß ergibt fi<b ma> au» ber 
%otm, rotl^t bie ^(eidtiung (20) annimmt, n>enn bie @bene ber 
ar y ju ber bur4> ben ?)unft (ar, y, 2> gelegten JBeru^ungdebene p(u 
tarn ifl. • 2)enn alebann rebucirt fid|^ bie ®lei4)ung (21) ober (25) 
auf: 

(26)' e = a, 

iittb wenn man biefe mit ber ©lelcbung (20) tjerbinbet, fo finbet 
man atö bie ©lei^ung ber eben erwähnten Sinfe: 

gUm uberjeugt man fidb aber teid)t, baß bie 0leict>ung (2») 
eine Qüip\t auSbrucft/ n>enn bie ^ifferenj: 

yofttit) ifly jwei ccningirte^pperbeln, wenn biefe SDtfferenj negatit) 

wirb unb jwei parallele ®erabe/wcnn ftd[) biefe 2)iffcrenj auf gtuU 

' rebucirt. 2)ie ßüipfc tjcrwanbelt fic^ ferner in mm Äreiö , wenn 






tft, unb wenn bie SSebin^ung: 

(30) B=::0 

erfüllt' wirb, fo wirb bie €ttipfe auf ben ^unft (x,y;z), ober bie 
beiben ^pperbeln auf bie t>m6) biefen ^unft gejogijnen beiben ©es 
raben rebucirt. T>a man uberbieS bi^ @bene ber arywiHtubrltd^ 
wa'blen fann, fo ifi bie eben. angejleQte 93etrad^tung offenbar auf 
alle |)unfte ber gegebenen gliid^e anwenbbar. 

®oll ftc|) bie ®teid[)un0 (21). wie wir eben t)or(ui§gefe^t b^ben, 
auf bie ®teic^ung (26) rebuctreu/ fo ifl erforberlic^, bafi t)on ben brei 
®röfen: , 

. du du du 
^ dx^ dy' dz 

bie beiben erjlcn t>erfdf)winben, ober baß bie britte unenblid^ wirb. 
3m erflen ^alle ftnbet man: 

(81) R=^^ 

"^ dz 

unb bie ©leidSiung (27) t^erwanbelt ftdE^ in: 
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®S i^ tt^ol^l )tt bemerfett, baß f&t jeben 9lorma(fdi)nttt bte 6os , 

Orbtaoten |^ 17 be6 (Snb))iinfteä ber Sänge ^"^ immer eine bet beis 
ben ©leid^ungett: 

tbcfdl^e beibe tn ber gotmel (2>) entbalten (inb unb tt^ot)on bie d^t 
ber ©lei^urt^ (lö) unb bie jweite ber ®Uiä)m^ (17) entfpricbt, 
t9eriftciren< SBenn alfo ber erfte ^ Zf)tii ber ©letcbung (27) beim 
ttebergaiige \)on einem SlormalTOrtitte jum önbern baS- äeiCb^n t)er5 
dnbert, fo muß mmi bir ^lei^ungen (54) unb (17) ffir bie ®(eis 
^^ungeh (83) Unb (16) fubflituiren, ober umgefebrt, unb folglich 
, ftnb bie ÄrummungSbalbrtieff« biefer beiben 9lormalfc|>nitte ndc| 
enfgegengefe^tem ®inne gericbtet. Uebrigen^^ tarn biefe§ nur in 
bem gafle gefcbeben, wo bie 2)ifferenj (28) m^atvo x\l, b. b. wenn 
bie ©reicbung (27) ein ©pjicm xwei conjugirter ^ppcrbeitn auSbrucft. 
JtlSbann tbeilt bie äBerubrun^Seoene ber gcgcbcnett gldcfte le^teVe in 
jwei äbeile, wotjon ber .eme bie SRormalfcbnitte entbalt, berert 
SvümmimQ^^albmt^tt mä^ eittem gewiffen ©irnie oericbtet ift, 
wd'brenb ber anbere bie Slormalfcbnitte ehtfjd'lt, beten Ärummung§« 
lj)albmeffer nacb entgegengcfc^tem Sinne gerichtet ijl! ^^m U\^ti 
gen bie ©teicbung (2>) eine eufpfe ou^brüdft, fo tcbucirf ficb bfifi^ 
®leicbung fut oUe 9?ermalf4)nitte auf eine ber ©leicbungen (SS)/ 
(S4). Sotgticb iinb aKbdnn bte Krümmungen aller Slormalpibnirw 
nai^ bemfelben @inne gefebrt, wa$ looraüSfe^t/ baß bie frummt 
gtdcbe ganj auf berjMben ©eite ber 85erul)rung§ebene liegt« • . 
X)d ber Ärummungöbatbmeffet p eine§ 9lotmalfcbnitteJ ba§ 
Öuabrat beS "oon bem ^>mttt (a:, y, 2) nacb ber Sinic (27) gejoge» 
nen 9fab{u§oectorS V^(5*+i?*) t|t, fo fann man btf^avcpUn, ba§ 
jebe ber beiben Slormalebenen , weldje burcb bie beiben 2Cren JbfefetJ 
8inie geben, einen Slormalfcbnitt gibt, beffen Ärummung§batbmeffet 
et« SRarimum ober ?Kirtimtim ift. 2)iefe betben SJormalfcbnitte 
unb tbre Krttmmung'$b<}lbmeffet wollen wir J^au))tfcbnit.te unl^ 
j>auptfrummung§b<tlbmeffer nennen^ ^iernacb^ ifl Kar, bag 
ffcb bie Sbenen het J^uj)tf(ibnitte immer unter rechten ffiinfeln 
f<!bnerben unb baß bie ^QU)>tfrummunci§baltntefrer nacb bemfelben 
@fnne gerlcbtet ftnb, wenn bie ginie (27) eine eaipfe ift, aber rtaäf 
entgegengefe^tem ©inne, wenn flcb biefe £tnie in ein ®pflem jwei 
conjugirter ^^perbcln üeuwoftbelt. 2)i«fe Kriimnrang^balbmeffet 
brutfen fetner im erden SaUe einen {letnfien unb einen größten 
Sßertb ber SJerdnberlidEiten g an^, unb im {weiten ^^alle jwei 
tlecnfte Sertbe berfelbcn SSeranberlicben, b< b« ^^nn bie Sinie 
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(P) eine e8!|>fe xft, fo ^b bie J^outitfkl^nilte Stomtfrcl^ttÜte Mit 
ber gr5ßten unb tleinflen ^ntmmnng. 3Cl^er n>entt bie GUeid^ung 
(27) fftoti ^perbeln ongeb^rt, fo {tnb bie ^auptfd^nttte beiber 9lor$ 
molfdl^nttte t>on bergrdften Ärumntuna, nur finb tbre Arfimmum 

ffeti na<i^ entgegenaefe^em @inne gefebrt. 3n berjfelben Sioroud? 
el^ung baberr bie 9lorma(f(bnttte/ m bereif Sbenen bie jemetnfd^dfitt: 
It^en 2(f9m))toten beiber S^x^ptthün liegen / offenbar Jcrömmungm 

ftleixb ^tull/ welche tinenblid^en SBertbeit oon q tn^t^^n. %el^ 
t(b bt(ben bie berben @d^nitte/ beren «Ktuiiunungen loerfcbnoiilAen^ 
mit ben Ebenen ber ^auptfcbnitte ^(eid^ SBinleL 

SEBenn bie 2)if erenj (28) pofitity ift unb bie SBebin^ngen (29) 
erfuUt werben^ fo t>ern>anbelt ffcb bie bur(|^ bie ©ietcbung (97) 
ouSgebrficFte (SOipfe/ roit gefagt, in einen ^etd. S)ä oldbann aOe 
9tormalfd^itte gleiche iCrfimmungen t)cben, fo fann man jiebe ^wei 
Slormatfd^nitte/ beren Ebenen ft$ unter redeten SBSinleln \d)tmbtxi, 
£au)>tfd^nitte nennen. 

mnn bie S)ifferen} (28) %iVi t|l, fo rebuctrt ft(|^ bie Sinte 
(27) auf ein @9ftem ia>et ^raQeler ©eraben^ mel^^e man alS eine 
SUtpfe barflellenb betrachten fann^ beten grcge Tut unenbUcb ges 
«üorben ift. %^l$li<i) entf)»redS^en a(Sbann bie S^oAVpt^äfnitH einem 
{(einfltn unb emem unenblidi^en SBertbe i»on .p> fo bap Vit 
JIrummung eine^ biefer beiben @d^nitte SIuQ ift. ' ,i 

SBenn bte ®ro@e R t)erfcl[^tpanbe ^ fo xooxtn, bte JCrfimmungS^ 
balbmeff'er aUer 9lormalf^nitte 9{uH ober unenblid^. 

3n>tfcben ben ^auptfrummungSbalbmejfern unb ben Arummungd:: 
l^lbmef^rn jmeter 92orma(fcbnttte^ beren Sbenen ftdb ^^t^^ redj^ten 
aßinfein f4)neiben, finbet eine 9{e(ation ftatt/ wtl^c ^d) leicbt aui 
ben Sebrfä^en 1 unb 2 ber funf}el()nten SJorlefung ableiten lagt. 
iDenn wenn man für bie Suroen, n)ooon in biefen- Sebrfa^en bie 
Siebe ijl; bie £inie (27) fegt/ fb loenoanbeln ft(b bie fUtabrnte ber, 
nacb biefen 6urt>en gezogenen 9{abient)e€torenvin bie JKrummungS- 
ba(bmeffer ber 9lorma(fcbnitte ber gegebenen frummen S^4^ Unb 
man toirb offenbar auf folgenben ^ebrfag geful^rt: 

Sebtfag. aaSenn matt bttr^^ einen ?)unft (it,jf9z) 
einer frummen glacbe jwei^ auf finanb^.r fen{re<btt ^or^ 
malebenen legt unb ma^ bit^ibirt bie Sinbett fucceffit^e 
burdl) ben Ärfimmun.glibaibmef fer jjeber ber betb^n 
2)urd&f(bnitt*ltnien, fo ift bie ©"umme ber duolien-ten 
eine conflante ®ti^t, n>ofern man in biefer ®umme bie. 
loom 9,unfte (x^y^z) au^ naö) ^in^m gewifftn ©inite ge^ 
ri4>teten JRabienoectoren mit bent Beieben + «H^^ bie 
nacb entaegengefegtem @inne gerid^tet-en 9fabient»ectos 
ren mit Itm äeicben — nimmt, gblglicb tfl bie in Siebe 
ßebenbe ®umm.e/ abgefeben t)om Beidbeit^ ber @umm^ 
ober S)iffereni ^er £luotienten aud ber Sin-beit unb b^it 
^au)>t(rummung$b<tlbmeffern gUid^. 

:KudE^ bie gwifd^n bem iCrummung^balbiiiejprer eineS beliebigen 
•9lormalf^nitted unb ben SBinfeln/ weld^e bie @bene befprlben mit 
ben Ebenen ber $äu))tf(bnttfe bitbet, fkittffnbvnbe 9Maltei ti$t ^ 
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Iei*t ftnben. 3u bcmSwedf? wollen xok junl^ft bcmerfen, ba$ in 
bem gaße^ wo bic »erii^ngScbenc bcr g^fleftcnen frummcnS(a*e 
bur4> bic ®lcicbutt8 (26) auSgcbrifdft unb ju bcr (gbenc ber o: y »o* 
raOet »irb, für bie Sangente Kbed Sbrmalfd^ntme 

(S5) COSr = », (M) GQ«2«^C^2^=:1 

ijl. Solgli^^ ergibt ftd^ au§ bcr ©leicbung (15): 

2)er wrber0«benbe aBcrtl^ »on Q wirb no<^ cinfadf^er/ wenn 
man bie @bcne ber x z unb bcr y z ju bcn Sbenen bcr ^au))tfcbnttte 
parallel annimmt. S)enn ba al^bann bic ©icicbung (27) eine, auf 
ibrelTTjrcn bcjogenc 8;inie bc6 j«citcn (SrabeS auSbröcft, fo foitn 
fte bad |>robuct ber ^oorbinaten |, i} nicbt mc^r enthalten unb muß 

rebucircn. 9Ran ()at fotglicb*' 

c») . ^- 

9tnn mioanbett ^ä) ober bie ©letcliung (37) in Sofge btefet 
Ujä^eii i^ebin^nj in: 

unb ba libcrbieS Wi% ber @(eid[)ung (S6): 

cpÄ* /S = 1 — CO«* a = «m* a. 

folgt/ fo Fann folglid^ bie ©IcidS^ung (40) folgenbcrmaßen au^gcs 
brüA mrbett; 

' J&icrna* gibt bie ©Icid^ung (12): 



A'^% ' « , d^M- 






6* fkiw mm ^o, (?i We AauptWmmungSl^albmefrer. ©« man, 
IH» {tc iu <r|«(t<n, in tec ^(«idl^uns (tö) mit fHccefittx «==0 
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,js\ i—j-JL^"" iL— +1'''" 

unt> folglich t)ern>anbelt [xö» bt# ®lei(|)und (42X m^ 

68 ijl wo^l |u bemcrfen, baßbieörößen-^--^, ^;r"ir ^^ff^%3«^ 

(Inen l()aben, t9^nn b!e ®(eid[)un0 (38) etne dütp^t aü^bvüdt unb 
entgcgcnoefcfetc Seidigen, wenn biefelbe ®lti^ung^ jwei coniuairfe 

tpperbem auSbrucft. ^ierau§ folgt unmittelbar, bqg ftc|n bie-'®lci5 
ung (W) im erjlen §aüe auf: 

• • 

unb irn jweit^n SaHe auf: - 

(46) +i=: — co^^a — — Äin«« ' 

rebiicirt^ W b^r erjle a^bctl baö Seieben + ober — beFommen muff/ 
ienacbbem bie beiben ^rümmung^b<<lbme{|er p, qo ober (», p^ nad[) 
einerlei/ ober nacb entgegengefe^tem ©inne gerichtet finb. Sßenn bie 

abgeleiteten Functionen -^-j-, -^—^ einanber gleidfe tyerben/fo ijl 

bie Surt)e (38) ein Ärei6. 2(töbann ijl jugtcicb pj «c^ö »ti^'Wc 

®lf(dbung (45) gibt/ wie ju ernmrten war, — = — ,9itt q;=;^qo. 

' "* Q . Qo ■ \ ' ' 

SBenn eine ber ©roßen -j-jf fi 2 t>erfcbn>inbet/ fo rebi|s 

cfrt jtcb bie £inic (38) auf ein ©^jlem jwei paralleler ®eraben. 

2Cl§bann wirb emcr ber ÄrummungSbalbmeflet t^os ^x ""^"^^^^ ""^ 
t>erfcbwinbet au§ bep ®leicbung (44). -SBenn man, urn bie S3egri|fe 

d'^u 
JU fifircn, -y--- = fe^t, fo ^at man pj= od, -unb bw ®leu 

cbung (44) gibt: . . 

11' 

(47) - = — COÄ««, 

Q Qo . 

2£l§bann tft po.ber .ÄrHmmung§bofbmef|er ,beS SRormalfcbnittea^, 
weld)er baä burcb bcn ^unft (ar, y^ z) auf bte ociben .9)äxraÜelen ge^ 
jogcne ^.erpenbifel jur SEangentc t)aU 

^etm man ju bem SS^ertbe üon — , we(i^en. bie ®letdE)ung 

(44)gibt, bie ®r5fe abbirt/ in weldS)e ftdb biefer SBertl^ »erwans 

belt/ wenn inan. barm a+'^furcitfefet> foerfjfÄK nlättjur ©^ntme^ 
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* 

11' 

±-+— , 

xoaS mit htm Se^rfoftc auf @. 276 flbercfnfltmmt. 

®efe^t nun, man toollte füt einen ^unft (x,y,z)UT oegebe« 
nen frummen %lä<i)t bte Siubtungen ber 3^dngenten an ben ^anpu 
fdbnttten unb bie ^aupttvümmms^^Wbmtfftt befltmmen, fa tfl e$ 
offenbar binreldj^enb/ ba§ ÜRajctmum unb ÜRinimum/ ober bie 
betben SRtntma beS Xtümn\unQx>\)albxm\itx^ : 

(48) , ^2 = 12+^2^.5« 

)u fuc^en, tnbent man bie 6oorbtnaten t^Vit M imd) bie ©(eis 
4)ungen (20) unb (21) mit einanber t^erbunben annimmt. 6^ ergibt 
{tcb a(fO/ baS bie ben ^auptfrümmung^b^li^nieffern entfprecbenben 
ffiertbe t>on f,i?,t ber ©teicbung: 

genügen muffen, nad^tem man di,di] unt dt «trmtttelfi ber S^t^ 
fertnitoIgUic^ungen : 

Äi« berfelben eliminirt bot. 838enn man nun bie ©leid&ungen (49), 
(50) ünb (51), rtacbbem man bie erfte unb britte burxb bie unbe? 
^immten gactoren —S,^T multiplicirt Ijat, jufammenabbirt; fo 
ergibt ^d), wenn man, wie in ber funfjebnten SSorlcfunj (@. 214), 
f^tießt, ba§ man biefe gactoren fo »a'bten fann, bag in ber refuU 
tirenben ®Ieicbung bie Soefftcienten ber S^ifferenjiaie d^^driydi 

Derfcbwinben , b. b, fo, bog ben brei ©leicbungen; 
» 

d^u f. , d^u . d^u . Qtivi4^ 

1^ ^+ d^'>+ d^^^^^ + ^ST' 

dxdz *^ dydz ''^ dz« * "^ ^ ' dz 

Qknfige gefd^te^. / 

lenn man btefe k^ten ©((K^ungen iufammenat^rt, ttad^txm 
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maai fe vt\p. burc^ btc 6oorbtn<tfen |,f}, t niultt]»ltcirt M unb 
bann Dir ®let4)ungen (20), (21) nnb (<1B) berüdfic^ttst; fo ftntft 
man: - 

25et gfactor ä i(l alfo üon ber im SSor?)er3e^enben burci^ ben 
99u(!^1!aben Q bejetcbneten @toße nii^t loerfc^ieben. 9San tann alfo 
jlatt ber ®letcl()unsen (52) bie folgenben fe^en; 

rfJ^M fc . d^U , / rf^w ^ \ ^ ^ du 



unb f)iexmi folgt: 

1 . du Vd'^u <Pm /rf^tf ^\ <Pig1 : 
, rfz uf 2(dz dxdy \dy^ ^ J dzdx\ 

du r d^u d'^u /d^u S d^ul : 
dx L dzdtr dydx \ dz^ ) dxdyl 

w'="j+^[(is-«)(i?-«)-(^y]| 

[, dur d^u d^u /d^u ^\ d^ul 
* dz Idrdy 3z c& V*;« ^/ dydz} 

du r d^« d% /d^u \ d^u l 

dxLdydzdxdy \dy^ )dxdx\ 

_ } , du r rfgtf d?ife /dgtf o\ ^^-1 - 

(57) 5 = » \+-^Ldrrfy^i2^-Vdii;« ^/djdzj 

too » einen (Jocfpcientcn bejetd^nct, beffcn 8S3ertl& ftd^ au§ ber ®tcb 
c^ung (48) ergibt, ©enn \Denn vaixn biefe mit bi^n ®{(\^m^W 
(55)/ (56) uitb (W) pei:binbet, fo ergibt ^vüi 
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(68) , ^ = ±|^t i 



n>ü TP \i\t ®mt$t ber Otialhr^te bet .doci^tdenteit i»<m ir. in btitr 
b^ bte bret em^ä^nten ©fetd^un^ett gegebetlen 8Bett|)en t)on |, 17, S 
bcr^et4)in«t. perner gibt bit @tri)^itut<bn ^xtfu ätertbe in bte ®leU 
d^ng tai) fbtgenbei 

(50) 0<s 

(^y[(i?-«)(^-«)-0W]+ 

' (t)'[(l^-«X^T«)^(£-')i+ 

(ijyr(^-'»)(0-«)-(^)it . 

rftf du Td^u d^u d?u f^^, q\]\\ 
dy dz Idxdydzdx dydz \d^^ yj .. 

^d]^du rd^u d^u d?u /d^u q\\ [_ 
dz dx Ldydz dxdy dzdx \dy^ vyjT 

A ^^ , du rd^u d^u d^u / d^u ^\1 
dx dy [dzdx dydz dxdy\dz^ Jx 

Xotli^iAXi SSejtel^ung <mf Q t>om gwetten ©tobe tfflmb bewn beibe 
SBurjeln bie beiben/ ben Jg)aii|[)tfrümmun9«balbmcJTern entjprecl^enbcii 
SBertbe \)on Q ftnb. SBenn man btefc SBurjeln für emcn ^unft 
(a:,i/,z) ber gegebenen frummen gfladS^e beregnet ^at/ f^ gibt bte 
®le»^ng (53) unmtttelbar bte SBertbe ber betben ^\xx>tlxm- 
mungöbalbmeJTer unb au§ ben ©teicbungeit (55), (56) T (57) ünb 
(58) ergeben ftcb- bte Goorbinaten 1,17,^ ^on toter, auf ben Sangen? 
Un ber Jg>au))tt'cbn(tte (tegenben fünften. SBenn man enblicb bt^ 
©(etcbungen (55), (56), (57) unb (58) mit ben ®iet4^ungen (18) 
t^erbtnbet, fo erbäU man bte folgenben: 

/«AN li-l ]xdu(d'^u d^u fd^u ^\ d% 1 

(60) po^;= ±^ + - ^^-^ ^— - (^.^ ^Q) 2^J 

' , duT d^u ^ d^u / a^tt Q^ ^^*^ 1 
"*" dz Idyd^&dxdy V dy« ^/ cfaürJ 



^ ISS — 

•dx ykdtdydz \dz* \dxdy\ 

' ■ dar d*u <fii /rf^n r^Ntf'^»! 
,"•" dz Idxdydzdx Kdx^ ^ Jdy^j 

dx Lrfyrfz dxdy V rfy « ^) rfxftt J 

f«)co«y=± j^ )+ d^fe^ d^- v:di^ -^j^j 

+f[($-«)(|J-«?)-(^,)"] 

loet^^e }ur fBejhmnntng \>tx SStnf et a, /}, y btenett , bte btt Xan^tm 
ttn ber ^uptfcbnttte mit ben Jg>albaxen b€r t>of[ttoen< Soorbinaten 
bttben. @$ tf^ wob^ $i( htmttUn, bag in jeber ber br; i :®(etcbuns 
gen (60), («1) unb (62) ba^ boppefte äeicbett + auf baS äeicfecn 
4- rebuctrt toerben mug / ivenn bie Sangente ,an. einem ber ^upu 
.fdbnitte nacb tmm gemiffen @tnne toerldngert % unb auf baS ^tu 
eben -r-, wenn biefelbe iSangente nadl^ entgegengefegtem @inne oers 
lanaert ifl. . , 

S)ie @(et<)una (50) tfl atfo ber ©Ceicbung (145> in IBorK 15 
ä()nli4^/ worauf fte abgeleitet wirb, wenn man für bie ®rcßen 

cosX^ cosfif cosv; A, B, C, X), ^, F unb « 

bie ©rogen: 

da da^ da d«« d^ d^« d^« d^« d'w . 
S' dy* dz' dar'» di;«' dz«' dydz ' drdr* drdy - ** 

fefet. ^tnn bte SBeranberficben ar,y,r in ber ©kicbung (1) ge« 
' trennt ffnb, b. % wenn bie Function « au§ brei Sbeiien bejtebt, 
ifom^ort jeber nur eine biefer SSerdnberCicben entölt ; fo b^t man für 
aOe fünfte ber gegebenen trummen $lä(be: 

(6$) .^=0 -^=0 4!^=:0. 

%li^m^ Mnvanbtfo jtdb bie ©(etdi^unsen (&ft) in: 



(64) 
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unb werm mm b(e '«it9 biefien ®(e!<i^n^ «bd^ftettn aSertl^e »»n 
{, 12, S in bte ®ltl^mi (21) fubßitutrt/ f» tr^lt man bte folgcnb«: 

(65) yrfx/ , Vdyy , Vdz/ _^ 

3n berfUben ißoraudfc^uiig ergibt {t(^ au&. ben ®(ei(^un^ 
(U) oerbunben mit ber ®(et()>une (^) : . 




dar« 
uno wenn man bte ©(eit^ungen (18) berätfftct^tist/ {b ftnbet man: 



C^-^)*'*"" (d^-^)^^ {ii^'-9)oo*v 



(W). 




SRön brauc|)t nur biefe le^te ©tticbüttg mit ben (Sleij^ungen 
(12) unb (65) ju bcrbinben, um bte S?tdbtungen ber Tangenten ber 
^auptfcbnitte unb bte ^auptfrümmungSbt^lbmeffer in bet gem(tc|^ten 
JBorauSfe^ng }u be|ltmmen. 

9Btr , «ooQen nun bte bt6l^er abgeleiteten ^mmin auf einige 
©eifptele anwenben, 

IBetf)[>{el \, ®¥(t%t bie gegebenis frumme ^ad^ rebucrrto 

ff^ auf bie"be$ Sai^fbtb^S/ n>e((be^ bur<^ bie ®leic|iung: ' ^ ^ 

' ...... ' • , . 

(«) $ + 1^ + 7^ = 1 ■ 

auögebrödft wirb, fo fonn man fefeen.: 
tinb man (lot folglich: . t 



I • 



I«. #■ 



diu .9 du 



d^u _\ d^u _ 1 * cP«_ 1- 

(W) refp. in: 



i;:« 



(09) 



a^' . -y* ■ ' «* 



(») 



Uf SRonaenten Wr. «^ouptfä^^itte unb ber >!^aiipt^fimmnnggl^a(>mcfs 
fcr für tcben ?)unft oe§ euqyfpibc^ l()inrei<|cnb. 3i?^t man ferner 
bic ©lek^ng (00) t)on ber ^idbung (68) ab, fo fln'bet mam: 

• . » • . 

9lun folgt aber auS ber ®(ei(^ung (72), bag, wenn man, 
nad^beisr einer ber j^ro^Un ober flein{ten S^ertbe .ber äier4nber:: 
iic^^ei^ Q b^recl^net tPt, ein neue^ ®[li)xfoib con^ßrutt,. beff^n ^alb« 
a):6n a'^fi',c' buw^. bie ©lei^Hingen: 

. iy%) ii;^=ir»-.i> ^''^*'--J» ^''^^'-^ 

beftmmt mr^bien, biiefe^ . {tveile @at)»fetb ebenfalls burcb ben f)un!t 
(^9 y» ^) flcl^l. ferner! en wollen xm nod^ , bafi bie ^itrc^f^ttte 
be$ gegebenen unb beS neuen @Ui^foibe§ mit ben Goorbinatenebenen 
aus. benfelben S3renn|)un(ten befcl^rkben fmb. 2)enn e§ ifl: 

S3eifpiel 2. S3|if wojDto nun aimel^env J^op man, nad^^ 
bem in ber (Sbene ber xy eine bur4^ bie @(et(^ung; 



;2=1' 'iiZT — ^' 
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ouSgebiiJüne em>t "biSft^kUn ift, bbfk (Sunt fti^ irm bit %re ber 
.ar br^()en (äffe« fo erjeusl fte etn^ StoMumtfläift, m melcl^er Vit 
entfernung be§ ^unfteS (^, y,'z) t>Dn' bcr %e ber x, nämli^ 
V (»*4r**)» tftgefebcii twn. itidm, ber IDrbmate /(o:). ber (Sr^ 
ieugung^curt>e gleicb tfl. ÜRan l^at alfo ^r aUt fünfte ber bttm* 
men glö^t^^J 

(W) V (y' + ^') = ± Ä^) , ober j^ +> = r/^(ar)]« 
unb man fann fegen: 

dte j,. ^ju. y. du du 

^ = _(|/'(;r)]«-fA^).r(.ir)|, . , ; 

^emnad^ ergibt {t(l($ caxi ber (Slctt!|)tmg (65): 

unb wenn man für y' + z« feinen SBer«) \f(x)]^. taüefacr. fs^fc, ^.. 
folgt: 

Ueberbied l^atmon: 
(78) I « = V^l.v'+*'t'>'(^)/^(*)J'' 

unb fotfilic^ 8«l>t *>« ©leit^ung (12): 

(») <?-+ — r(x) — 

j£)tx vorI)crgel^enbe 9&ettb von p ift ber J(r[tmnmng$l^albmefrer 
ber Srjeugungdcuroe , n>eld()e in ber Zf^at mit einem ber S^caxpU 
fc^itte ber SRotationdfläd^e , iSb«rein{{)mmt. Um ^nr ^rtimmungS« 
l^albmejfer beS ahbern ^uf)ff4)nitte$ )U beftimmctr, braud^t man 
nur auf bie ®lei(l(>unscn (61) iurucfjugei^en/ welche fid^ in biefem 
SaQe auf: 



r»v i *«+tr(*)j'+A*)Jr(*)i«^^)/'(«)» 

ntuchtcn. 3n bor S^ot gcf^^tc^t btefeii btet ©(((dS^ungen Genüge/ 
wenn mm 

(81) Q^l^ T=0, 1 = 

fefet ; fblglfdi) gibt bie ©leidj^ung (12) für bcn gefu(|>ten ÄrummungS;: 
^albmeffet: 

(82) (?=±Ä==;±A^)(i + r(^)ri*' 

Xtfo fällt bicfer Ärflmmung^l^albmcffcr xmmet mit ber 9lormaIe iV 
ber ©tjeugungälinic .jufammen (f. ©eite 37 ®tcitft (5)). Da fer= 
ner bie leite bet ©Uic^ungen (81)/ nämlic^ 1=^0^ bie (^(eid^ung: 

(8») co«a = 

iur Solge b<Kt, fo tfl Hat, baß ber bem tn dfebe {!elS)enben «Srfim:» 
mung^bdtbmefier entfprecbenbe ^aupifdl)nttt eine in ber auf ber iXjre 
ber X fenfred^^ten @bene liegenbe ®frabe jur ^n^mtt f^ai4 

S)ie im SSorberge^enben erhaltenen aUgenfreinen Sormetn loereim 
fact^en fld), n>enn bie^leicbung ber frummen ^äifyt old fax z auf« 
gelofi unb auf bie Sorm: 

(84) 2=/'(^.y) 

{urfidFgefubrt üorau^gefe^t wirb* SSenn man in btefer SBorau6fe|ung 
ber irarse n^egen: 

df(x, y) df(Xjj)_ 

dx -P* ~-di '^''. 

^^'^ » dy(x. y) _ dy(.r,y) _ d^f(x,y) _. 

^~d^ ~*^' ctedy ~*' rfy^^~* 

unb; 



* 


« = A«* y) - » 


f(|t, fo ftnbet 


man: 




dtt du rf« ' 

dar P\ dy —1' dz ~ * 


, 


d^'u ■ d^u , d^u ^ 
dx'' ^' «iy«"' dz» ~ ' 


4 
• • • 


dydz » d2dr~"' dxdy~^ 



%9lS.li^ geben bie ©letc^ungen (10), (15) nnb (23): 
(86) Ä = V^(l+P»+9»), 
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(88) p0a$a'\'qcdMßs=^posy^ 

n>a(^renb fu^ .^e ®{ei(^un8ett (20) ttnb (21) auf: 

(80) rS' + 2«ii2 + *i2«= + jB , 

unb 

(00) >I + ?12 = 5 

rebucircn« ^tefe$ {mb in ber gemad^ten S^au^fe^ung bte beiben 
©letcbungen ber ebenen 6urt>e/ n>e((l^e man erbalt, wenn man \)on 
bem fünfte (a:,y,z) aud auf ber Tangente jebed 9{on«ialfcbnttte^ 
Sängen nimmt/ ',n>e(4^e ber £luabratn>ur^l au$ bem ^rummungd^ 
batbrneffer biefeS 9{orma(fcbnitte6 gleicb |tnb. jDd bte erjle btefer 
©leUbun^en nur bte betben Soorbtnaten |,i} entbalt/ fo tfl Uwe, 
baß fte bje ^röjectton ber 6urt)e auf bte (Sbene ber xy auSbrudt, 
unb ba {t(b btefe ^rojectton nacb ber ^orm ber Q)let(bung (80)- 
offenbar aiif dne (§\ixp\i, ober aut iwei coniugirt^ ^pperbeln, ober, 
ouf etn @9flem jweier paralleler ©eraben, ober enbltcb *auf ein 
@i){lem iweter ftcb im fünfte (x^y^z) fcbnetbenber @eraben rebus 
. ctrt; fo fann man bebaupten, baf ftcb bte fraglt^e 6urt>e felbft 
auf eine ber ebengenannten Sinten rebuctrt. Vud biefer Semerfung 
ergeben ft^^ bie ioerfd)tebenen Folgerungen (etcbt/ ju w'elcben n>ir 
bereits gelangt ftnb, tnbem toir t>on ben ©letc^gen (20) unb 
(21) aue^gingen. 

SBBaS bie ^auptfrummung^b^^Ibmeffer anlangt/ fo roerben Ite 
immer burcb. bie ; ®letcbung (40) befitmmt; a\x% rotlil^tt bte S)tffes 
renitale d^,dri unb dt t)ermtttelft ber Difereniialgleicbungen: 

(01) (r^ + sri)d^ + (si + tfi)dfi = 0, 

(02) pdi + qd7i = dt 

elimtnirt^ werben mufTem @ltmintrt man nun junacl^ft dt ixiciiiö}tn 
ben ©leid^ungen (40) unb (02) , fo erbalt man: 

unt) mi btefer Ic|len ®(et<i^ung/ i»tts,li^tn mit (Ol) folgt: 

Sßenn man nun ik ©let^itden (80)/ (00) unb (48) bnüd* 
fld^tigt/ fo ftnbet man blo$: 

r^ + stj __ »t+ty 
(94) I Cl+P*)«+l'5'fl^ (! + ?•) 'J+l'yS 



— »tt — 

obtc was boüflie t^: 
(»5) i t»— a4-P^«t+<«-MQ)i2=0, 
j (* -p^ O) «+ [«- (i-f ?•) Qln^ Ou 

I 

Um aus ben . ®IeM)ttngen (b&)'ben SSettl) t)on Q abjufetten, 
ixauä)t man nur bte 6oorbtnaten i, ri ixo\Si)in tbnen ju elimmtren, 
unb n>enn btefed gefdS^tel^t/ fo erlj^ält man bte ©letc^ung beS jwetten 
®rabe§: 

0») [r-(l+l>«)ö]{«-(l + ?»)«l--(*-M«)«=», 
iM(4)t/ nemt jic entwüfttt tobb/ {i<l^ auf: 

ntMtirt« 9cvn«r Qtkt bte ©In^^ung (12): 
<B8> 1:=+ ■ ^ 



4, -^V(l-|-p« + y«)» 

(Stibn«!» f^t miS ben ©ktd^ungen (95) unj> (00): 

I _ n _ e 

/OD^; *-P?^ (l+P^<?-r !>* — jrr + yQ 
unb fotgltt!^/ wenn man bte (Kleidungen' (18) ^eru^ft4>ttgt: 

^ • j ■ 

cos« C O ^/i . COJ V 

a00)7 *— !>?« "" (l+P*)Q-r ^j,«_5r + 9Q~ 

. ' •sr(i+p'') ' 

-yf l[(i-H'*)«-i»?rj''4-(i-}-pa-i-g«n,(i+p«)9-rjiJ • 

I 

3)tc ©let^ung (97) gibt offenbar jwei reelle SBSertbe b.er ®rof c 
Q; benn bie beiben SBmfjdfn bfefer ©feidl^unfl ^nb in folgtnber 
gormel ^ntlfealten: 

V^i [(1 +P») « - «/»y« +.(1 + ^)r]«- 
4(l4-p*4-g»)(rf — <»){ 



«(1+1»« + 9«) 
unb ba .tbenttfdS^: 
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(102) i Kl +p )« - 2;» y*+ (1 + /) r?-j 

'4(l+p« + y»)(rt — ««) ) 

.p (l-{^ KI+p«) t - a+f ) r] +«py [pjr - (1-H>«) «] j 

— :: 1 — : r-r — < ■ ' 



) 



t(if fo folgt, ba$ bad in ber ®Iei(lt^ung (101) unter bem SBufjels 
jetcben {ie^enbe ^I^nom not^menbtg fwfttio jft« 9k4ibem man 
bie beibcn reellen SSBurjcln ber ®leicbun,q (97) bered&net l^at, broucbt 
man ^e nur in bit (gleitbunj (^) ju.fubftttut>en, um bie ®erf^e 
ber beioen ^auptfrummunflöbalbmeffer ju erbalten/ unb m.bie@lei* 
ebung (KMI), um bie JRicbtungen ber burcb ben ^untt (x,^y,z) an 
bie »au»)tfd)rthtc gejogenen S£angenten.ju beftimmen. 

Tl«§ ber bloßen SSetratbtung ber ®leid&ung (W) erl^ellet, b«^ 
>{e^*ben ^aiiptfrummung^bÄlbmeffern entft>rec^)enben betben SRert^e 
>Mi'Q ®r6fen ton einerki äeic^^en finb, tpemt 

(103) rt— .««>• 

tft. Sotgdc^ ftnb algbann. biefe beiben ^rummungS^albmeffer na(^ 
bem(elbfn @inne gerichtet ijuib brucfen bie größten imb lleinilen 
SBert^e .btr jBeronbertid^en ^ ouS* SBemt 

(1«4) rt-^s^<0 

»Are, fo waren bie betbetf aSurjeln ber ®lei(3^ung (ÖT) ®rögen 
wn loerf^iebenem Ztiä}tn unb bie nac^ entgegengefel^tem @inne ges 
richteten ^auptfrümmung^balbmefTer briicften jwei tleinjie S&txt 
t^e ber Sßerdnberlic^en q auS. . ^mn tnUlö) 

(105) r^T-*« = 

wdre, fo t)erfc|)wanbe eine ber SBurjefn ber ®leid)ung (97) unb 
ber grofite SBertb t)on p würbe unenblid^; fo(glid) wäre alSbann 
bie Ärümmung eine§ ber ^au^tfcbnitte 9?ull. !9fan uberjeugt ft4) 
leicht, bafi biefer Umftanb in jebem fünfte einer beoeloppabelen 
Sldc^e jiattjtnbet, unb folglicb teilten bie, au§. ber ©leicbung einer 
folcben frummen gtdcbe gezogenen aBBertt)e üon r, ä, t ber ©leicbung 
(105) für alle, ben Goorbmaten o:, 1^,2 beigelegten SBcrtbe !®enug^. 
£)ie beiben SBurjeln ber ©leicbung (97) werben einanber gleid)/ 
wenn, ber XuSbrucf (102) t>erf(^winbet, wa^ nur infofern ftöttfins 
ben tann, al§ ju gleid^er 3eit 

pqr—(l+p^)s=0, (l+p')t-(l+?a)r=0, 
ober wa6 baffelbe ift: 

^*®"^ 1+21« '^pq~ 1 + 9* 

tft. 9lun folgt aber in biefer S3orau§fe^ung ani in ®ltiä)uni 
(lOJ) unb -au* ouö ber ©lei^^ung (96): 

Gatt49. U. . 19 



— 390 



(IW) 



Q= 



i+p^ 



pq 



! + ?»• 



iplsfiä) werben alSbann aQe SSert^e bet SBeranbetlt^^en Q tmb 9 
etnanber gletd^, xoaB mit einer bereits @. 276 gemacbten Semers 
lung ubereinflimmt, unb aldbann »erben aucb bie burcb bie ®ltid^uru 
gen (100) gegebenen ^ertbe t)on cos a, cos ß, cos y unbeflimmt. 

@oQen Qte ^au))t(rümmung&ba(bme{{er gleich unb nac^ entge^ 
fiengefe^tem @inne gertd!)tet fein, fo muß in ber ©leicbung (07) ber 
ßoefftcient t>on Q t)erfd^winben, unb man ^oX folglt^^: 



(108) 



(1 +p») ~2jp5r« + (1 + gl) r = Ol 



9Bir fonnen biefe SSorlefung ntd[)t fd^^lteßen, o^ne ju bemerfen, 
bag ed @uler ifl/ n)eldt)er bie S^beorie ber frummen S^^'d^^n auf« 
geflellt unb bie ptfcben ben £rummung6balbme(fern . ber \)erfcbiebes 
nen 92ormalfcbnttte einer Frummen f^läcbe j!attftnbenben Sielattonen 
juerfi angegeben \ioX. £)je Unterfucbungen biefeS großen ®eometer$ 
. über ben in Siebe flebenben ®egen{!anb ftnbet man in ben 3Remois 
ren ber {Berliner tKcabemte t)om Sabre 1700. *) 



4 

^ 2)ie »{djytieften unb aQdemefnften Untecfue^ungen Aber btefm Oüe^mflanb na^ 
(SuUc ^at ©auf ongejicUt in bec ^Cbf^anblung: Disquisitiones * geoe- 
rales circa superficies curvas. Göttingae MDCCCXXVIll. TCud^ 
?)otffon ^at bicfcn ©cgenflanb auf eine eiöentf)ümlt<l^e Seife bef^anbett in 
bem Journal de FEcole Poljtecbniqifb , cahier 21* 



ßwanMöfte SSorlefuttg^ 

ÄrfimmungS^albmeffcc ber ueufd^iebcnen (Surucn, toel^e man 
auf einer gegebenen frumipen SIdd)e befc^reiben fann. — 
SBon ben frummen. %la6)en, mld)e etnanbev in einem ge^ 

meinfd[)aftlt(|)en |)uh!t^ oScuIiren. 



1 
98tr woQen toteber eine but^^ bie ®Uid^ni : 

(1) • «=0, 

»0 « eine ^nctton ber recbtwinfttgen ßoorbinaten ar, y, z Uitid)s 
mt, (luSgebrutfte frumme Sladbe betradjten unb un§ auf berfelben 
eint burcb bcn ^unft (ar, y^ z) gcbenbe 6urt)e conjlruirt t)orjteUen. 
S33enn man ben JBogen bicfer 6urt)c mit s unb ben/bem ^unüt 
(x,y,z) entfprecbenben Ärümmung^batbmeffer berfelben mit q bes 
jeicbnct, fo finb bie GofinuS ber SSinfel, xoüä)t bicfer Ärummung^s 
balbmeffer mit ben S^aihaxtn ber pofitit)en ßoorbinaten bilbet, r>txs ^ 
möge ber ©leicbungen (3) ber acbtjebnten SSorlefung : 



(2) 



cPx cPy €pz 



2Benn man fftner in bem fünfte (ar, y, z) auf ber frummen 
§I5d>e eine SRormale errichtet unb ber Äurje wegen 

« «=v/[(£)'+(5y+(S"]' 

fel^t/ fo f!nb bie 6ofinu§ ber SBinW, welche bie, nad& einer be* 
fiimmten ?Ricbtung-t)ertä'ngerte 9lormaIe mit ben J^albajcen ber po^ 
fttit^en @oorbinaten bilbet, refp.: 



W 



1 du 1 du 1 du 



R dx' R dy' R dz* 

(f. SSorr. 14 ®tci*. (8)). 

9hin fei d ber -SBinW, melcben bie Stid^tung ber Kormale mit 
ber be§ ÄriimmungSbalbmeffer^ bilbet, fo braucht man, um cos 8 
iu erbolten, nad^ ber ©leic^ung (4B) btr SJorerinnerungen nur bie 
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2(u$brfi(fe (2) hmö) bie ZMMidt (4) ju tnuttiyliciren mb bte 
@umme ber t>i^obucte ju bilben* 9Ran l^at alfo: 

rfif « t du ^ i du ,. 



/e\ « 9 dx ' dt/ ^ * dz 
(5) co*« = | 5^ 



SBenn man ferner bie SBinfet, n)e(c^e bie nacb bem einen ober 
dnbern @inne ^verlängerte Sangente mit ben ^atimtn ber poftttt)en 
ßoorbinaten bilbet, burcb cc^ß^y bejeicbtict urib bie ©leitfeung (1) 
jn)eimal ^intereinanber bifferenjtrt ; fo ergibt [xd), n)te in ber 
neunje^nten SSorlefung: 

xoo ber SBertb bon Q bnrcb bte ©leid^ung: • 

+ * ^^ "^*^ "^^y + 2 5^ cosy CO« 
+ 2 -r-p CO« « C05 p. 

.Mtmmt wirb. Solglt^) #t bte ®(etd[)ung (5): 

(8) ««*=-^Q. ^=-|,- 
unb l^ieraud folgt: 

(9) p == — g. co^Ä. 

IBon b^n bret, im jweiten S^^eile ber ®I«d)ung (0) toorforn^ 
tnenbett tStÖ^en K,Q ünb d ift bie.^rfte dnjijg unb aUtin bon ber 
ga^e be§ ^unfte§ (:r, y, z) auf ber frummen %iää)t (1) abhängig. 
S)te jnveite ©rcyße,; nä'mltcl() Q bängjt jugfeicb Don biefer Sage unb 
t)on ber JRic^timg ber burd^ ben ^Unfi (i^yy'z) an bie^ auf ber 
frummen ^läcbe befd^riebent iSurt)e gejogenelt Tangente ab. 9Ba^ 
bie ®rö^e d anlangt , fo brücft fte immer ben fpi^eh ober fHlmpfen 
SBintel au^, tüelcben bie ^rummungSebene ber duri^e ober bie^aupts 
normale berfclben mit ber 9lormale. ber frummen ^läd^jt bilbet. 
SRun ij! flar, bag, wenn nebjl bem ^nntU (x^y,z) bie Slangente 
ber @urt)e unb bie £rummun0§ebehe gegeben \\t^ bie ®xö^m Q 
unb Ry fon)ie ber 3<^()i^nYt)ertb 'oon t^ ^ betdnnt finb. üDtan fann 
alfo alSbann ben £riimmung§{)albme|Ter p burcb bte ^rmel (9) 
befliramen. S)a ferner bie großen ^ uiib A hotl^ioetibig ))ofttto 
finb; fo folgt aijä ber ©(ei^iing (Ö), baj^ ,' . 

(10) ^^e tirtb <Q 
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immet. ®co{toi wx loafdl^^enen Beulten ftnb. 9tad^ biefer 'l^^mer« 
funa C^n^' ouiti boS Seiet»«» tßou cos ä unb foIgUdi^ bte Stic^tung, 
tVKQ mld^fX ber Jtn(mmungj^i)al()me{ter ^ auf bec SQanptnoxmalt 
b^r gegeb^nien Qun^e s^nommm mixUn mu^ unmätelbar be^mmen. 
*Jllu^ bei» tb^n @efag^n fo(gt: 1) ba§, loenn ^qi^t^ auf ber 
frummen ^Idcbe .(l) betcbctebene QMxmn biefelbe ^rummungSebene 
(^aben, jteducb benfelben -£rummung§b^lbmeffer l^abtn, unb 2) 
ba$, xotnn biefe betben (Surpen biefelbe SEangente b<^ben/ aber nic^t 
btefetbe Jtriimmung^ebene/ tt)te ^rümmung^albmefTer ben SoffnuS 
btt äBiufd )>re}3iDrticA(4 jti^b/ tvel(be tbre «^auptnormalen vßit ber 
fWormale ber gegebenen rrummen Sld'di)e bitbcn. 3n bem befonbes 
ren Salle/ n)0 bte £rummung§ebene einer ^uco^ eine 9lorma(ebeDe ' 
ber frummen %läd)t wirbst b^t man ii(^tl>9)enbig: 

(11) coä8= + 1, 

»0 da§ Seiten + ober ~ genommen »erb^it nmf, jenacbbem ber 
£rummun{)§.Mbtneffer nadb bem einen ober anbern @tnne geti^^tet 
ifl, unb bie ©leicbung (ö) rebucirt fidS) aufj 

(12) p=^ + | 

r 

J)iefe leiste ©leicbung jlimmt mit ber ®(ei^ung (12) ber neum 
ifJ^nten ^ortefung uberetn. ^dn braucbt fte nur mit ber ©ieicbun^ 
(9) iu vergleichen / um f^lgenben Sebrfa^ xu erbalten. 

ßebrfafe 1. SBenn auf einer Irummen gldcl^< ein? 
beliebige 6urt)e befcbrieben ijl unb man legt burcb 
bte S^an^ente ber'@urt)e'tn einem gegebenen ^unEte 
{x,y,z) eine dlemmaUbene ber trummen Sldcbt/'fo ift 
ber ^rümmufig§b.albjTteffer ber 6urt)e ba§ $robuct 
auö bem Ärummuna^balbmeffer be§ 9?ormalfcbntts 
te^ ber frummen gldcbc unb bem GoftnuS beS fpifeen 
SSinfelS }n)ifcben ber @bene btefed @(|nitted' ntib ber 
^rummungSebene ber Sut^f. 

J)ie Sficbtiof^it be§ Dorberge()ertben CebrfafeeS Idfit fid^ leidf^t In 
mehreren befonoern gctflen naämetjkn. SSenn man j. SB. burcb 
einen ^egeb^nen $unft auf ein^i; 4lugelf[ckbe einen größten unb einen 
Reinen ^reiS legt, welcbe iii biefem fünfte biefelbe SJangente'böben, 
fo erbellet leidet, baß ber ^albmeffer be§ Keinen ÄreifeS bem ^sps 
bucte au§ bem ^albi^efer ber ^ugel unb bem (Softn|i§ be^ fpil^en 
SSinfetö' Vfoi^ä^tn ben Ebenen beibet Äreife gleicb. tft. 

'ferner wpHen wir ännebmen, baß in m ßbene ber :pjf eine 
burcb bie* ®letc^)Lung:* 

(13) y^m 

au§gebrfi(fte Surt)e befd^rieben fei, baf ftd() biefe 6urt>e um bie Zxt 
ber X brebe, tpoburdb eine frumme gladbe eujeugt mtrb, unb bag 
ber Ärummüng^älbmeffer ^ be§ ©urcbfcbnitte§ biefer frummen Slld(t)e 
für ben ^unft (x, y, z) mit einer 9lormalebene ber @r jeuguiigScurt)e ' 
gefu^^t werbe. £)er fpi^e S^nitl jwifclien biefer Stormalebene unb 
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ber burd) bcn ?>unft (x, y, z) fenfreibt <iuf bie Tfjte ber x gelegten 
6ben^ ijl offenbar ber 5Wetctung r ber ©rjeugungScurioe gegen bicfelbe 
2fre glei*. T>a bie/^weite ßbene bie SfotationdPadt^e na^ einem 
Äreife fcbncibet, fo ift folgltcb ber '^olbmeffer biefeö ÄretfeS bem 
^roburte qcost gleicb. 3lu§erbem ijt ber öbfolute SBertb biefe§ 
^albmefferd ber Örbinate f{pe) ber ^rjeugung^cur^e glei4). ^^ 

(14) p CO* r = + f{x). 

®a enbßd!) bfe lefete ber ©leicbungen (6) ber erjlen SBorlefung 

gibt, fo folgt au§ ber ©leicbung (14): 

(16) 9 = ±f(x)yrn+^\f'{x)]^^, 

unb man fommt alfo wieber auf bie ®Ieid[)ung (82) ber üorl^erge? 
l^enben SBorlefung. 

SBtr n^oUen nun annehmen , bag bie ®(eiclE)ung (1) in SSejtes 
l^ung auf z aufgelofl unb auf bie Sorm : 

(U) . z=f(x,y) 

«jrfiJgefuf)rt fei. SBenn man alSbann üon ben in ber neimjebnten 
8$or(efung angen)anbten SJejeicbnungen ®ebraucb mad)t, ober «oenn 
man burq^ 

(18) i ^A^^»)=P^^ + ?^y^ «nl> 

I d'^f(x,y) — rdx^ + 2sdxdy + tdy^j 

bie Sotalbifferen^iale ber erflen tinb jweiten iDrbnung t>on fCx^y), 
in S3eiiebung auf bie al^ unabhängig betrachteten äSeranberlid[^en x 
unb y genommen/ bejeicbnet; fo })at man: 

(19) I Ä=V^(l+p^ + g^), unb 

unb foIglidS^ üerioanbelt jtcb bie ©leicbung (8) in: 

.^^. cos 8 rcos^ g 4" ^ ^ cos a cos ß-^t cos^ ß 

(»; _»._ V(i+i^'^+?*^) :• ' 

3n biefer legten ©leicbung ijl 8 berSBinW gwifdS^en bemÄrunu 
miing§(^aCbmeffer q unb ber fo verlängerten Slormale ber frummen 
%lä(i)t, bafi fte mit ben S^albaxtn ber pofttioen 6oorbinaten bie 
aßtnfel X,ii,v bilbtt, ml6)t burd^ bie ®(ei4^ungen: 

P ^ n 



(21) { V(^+p'+q'y "^^"'-Vii+P'+q'y 



i 
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befitmntt n>erben. 

^an fagt/ ba^ in)ei fntmme Stdfdi^en etnanber in einem ge« 
meinf^^aftlicben ^unftt oScuHren/ wenn fte in biefem fünfte nic^t 
b(og biefelbe IBerübiunc|§ebene^ fonbem aud[) 4bte J^auptfcbnitte m 
benfelben 9lormatebenen unb biefe(ben/ md) etnertet @tnne ^ericbteten 
S^uptfxümmms^l^aibmt^^eT b^bem 2(I§bann toirb bie }iotf(ben ben 
bciben frummen gfocben Pattftnbenbe ©erubrung eineD§culation 
genannt. Sn biefem f^alle n^ollen xoix annehmen/ ba§ bürcb ben 
gemeinf^aftlidS^en ^unft ber beiben frummen gldcben eine beliebige 
ebene gelegt fei, fo folgt au6 ber ©leicbun^ (44) in SSort. 19, 
wenn biefe*6bene auf ben beiben frummen S?ldcben normal ift, unb 
au§ bem ®. 293 angeführten ©afte, wenn jte fcbief ift, bag flie bie * 
beiben %läi)tn nacb jwei 6urt>en fcbneibet/ welche benfelben ^rum? 
mungSbalbmeffer b^ben. Solglicb muffen ber jweite 2:|)eil ber®let^ 
ö)mi (20) unb ber S3rudS>: 



(22) 






bei bem ttebergange t)on ber erfien frummen f^Idcbe gut jweiten f&v 
alle äßertl^e ber S^infel cc^ß unoetdnberlic^ bleiben, loeld^e ber®lets. 
(bung: 

(28) co*'a + cOÄ-/J + (pcpÄa + ?co«/5)^ = l 

genügen/ bie man erbdlt, wenn man bie ©leid^ung (88) ber SSorl. 
19 mit ber ©leic^ung: 

cos^ a + cos^ß + cos^ y = !• 

toerbinbet, 

2)a ftcb <iberbie6 bie beiben frummen Sldeben ndtb ber SBors 
auSfefeung berubren, fo bleiben bie ©rößen p, q unb folglicb ber 
9lenner beö S3rud^e§ (22) beim Uebergange t)on ber tintn jur an^ 
bem ungednbert. 2)affelbe ift olfo aucb mit bem 2at)Uxt 



(24) 



rcos^ tt '^2seosacosß-{-tcos^ ß. 



ber %aU. 25a ficb nun biefer Sd'bler, wenn man cosß = 0^ kl^t, 
auf ba^ ?)tobuct rcos^a rebucirt unb auf ba^ ^obuct tcos^ß, 
wmn man cosa = fe^t; fo ift etnleud{)tenb: 1) baß ftcb bie 
SBSertbe ber beiben @rö@en r^t beim ttebergange t)on ber einen 
frummen Sldcbe jur anbern nixbt dnbern, unb 2) bafi baffelbe aucb, 
toom (weiten ©liebe be6 3(u^brucfe$ (24) unb folglich t>on ber®röße 
s gilt« ^oö) wollen wir bemerfen, baß bie fünf ©roßen, welche 
bier mit p, qtr, s,t bejeicbnet finb, genau bie partiellen abgeleis 
Uttn Functionen ber erften unb jwetten jDrbnuncj be§ 3Bertbe§ r)on 
% jtnb, welcben bie ©Icicbung einer frummen gldcbe gibt, wenn x 
unb 2f als unabbdngige SSeranberlid^^e betrad^^tet werben, ^(xn fann 
atfo fotgenben Sebrfaß aufteilen: ' 

£ebtfa^ 2. SSena }wei, burcb jwei ©leic^ungen 
iwifdiien be» re4>twintligen ßoorbinaten or, y, z au^ges 
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brücfte frumme %lad)tn etnanber in einem gegebetteii 
fünfte 6§cii[tren/ fo itt^alUn bie fed^S ®ro0en: 

,rt>6\ dz^ dz AH dH ^ d^z 

(28) z,p = -^, y=-^, r==^. «c:.;^, e=--j^ 

für ben gemetnfcbaftli^^cn |)unlt bei bem tteberganoe 
üon ber erfienSläcbe jur iweiten btefetbenßa^Unn^ertb^ 
uix'^ btefelben äetcben* 

3 u f a ^ 1. ^an tonnte aucb ben umgeFebrfen bed voi()ergebenl)m 
Sebrfage^ augemem ben>etfen unb geigen; ba§/ wenn bie ©rofen 
(25) für gegebene SBertbe oon x uno y bei bem Ueber^ange t)on 
einer erf!en ^^d'cbe ju einer ^weiten un^ednbert bleiben , btefe beiben 
{{(dcben einanber oScuIiren« 'S>tnn jundcbfl i{l ein(eu<btenb , baß fte 
einen gemeinfi?aftlicben ^unft bflben, worin jie ficb berubren. JJer^ 
ner ergibt fi^ öu5 ber ©leicbung (20), bö§, wenn mön bie belben 
frummen ^Idcben burcb irgenb eine n^malt, ober fcbiefe @bene 
fcbncibet/ bie beiben £)urcbfänittäcurüen'benfe(ben Ärummun.jßbölbs 
meffer bobch. golglicb baben bie beiben frummen gldiiben biefetben 
,l^attpt|ribnmima§b<xIbmejTer, wet^e benfelben 5Rormalebenen entfpre« 
(bell xxvif ibr ^erubrung^punft iß ein OScuiation&punft, 1i\t\tt 
©cblug würbe jebocb nicbt richtig fein, wenn ber au§ ber ©leicfeung 
(20) abgeleitete SBertb t>on q unter einer unbejlimmteh Sorm er« 
f^iene, welches jiattfanbe/ wertn bie SBertbe ber ®rößen p, y, r, «, f 
ober einiger berfelben iinenblicb würben / unb in biefem legten %a11t 
fonnten bie beiben frummen gld'ct^en für bert gemeinfcbaftti^en $unft 
gteicbe SBertbe ber abgeleiteten Functionen p^q^r^Sjt geben, obne 
neb ju o6culiren. 2)iefe ©emcrfung ijl ber anatofl/ welcbe wir m 
SBejiebung auf bie JBebingungen , bie bie Srbnung ber SBerübrung 
jweier tbtmxi 6urt)cn ouäbrucfen, gema^^t b^ben (f. ©,lllu. 112), 

Bufafe 2. Sott ein ^unft/ worin ficb iwei frumme %lat 
d[)en beriibren; ein £>§culatioHS)}nnft werben, fo genügt eS offenbar, 
ba§ bie auf ber 83erübrungSebene befcbriebene 6urt)e be^ jweiten 
®rabe§/ beren SJabicnoectoren t>tn £luaoratwurje'.n au§ ben Ärüms 
mung^oalbmeffern ber 9iormalfcbnitte gletcb flnb, bei bem Uebergange 
t>on ber einen frummen gld^e ju ber anbern nicbt gednbert wirb, 
SSim iit aber etrte @urüe beS jweiten ®rabe§ tJoUftanbig beflimmt, 
wenn man ben 9)?ttteli)unft berfelben unb bret \jon biefem SRitteti^ünfte 
n«cb brei [Icjxtx ^punfte gejcijcne JRabienwctoren ffcnnt. aSenn femer 
ber ^rümmung§balbmejter etneS ®cbnitle§ einer frummen gti'cbe mit 
einer fd^iefen §bene gegeben ijl, fo ergibt f?(^ barau§ t^ermtttelfl be§ 
gebrfal^e^ 1 unmittelbar ber Ärömmung§bÄlbmeffer beft Slormafc 
f(^nttt^6, welcbe biefetbe SEangente bat unb^folglidb einer ber Äa« 
bienüectorett ber t)orbin erwdbnten ßuröe, @oU atfo ein ^unft, 
worin fi4) }wei frumme %\&^in berubren, ein ]D'6cHlätiöttö^>unft 
fein^ fi^ genügt e§, b'<j§ jebe oon brei, burd) biefen ^unf t 
witlfübrlid^ gelegten H^tmn bie frummen gU'iSben. 
nacb jwei einanber o^cuUrenben 6urt)ett fdlifneibet, 
® t>erbrent bewerft jü wtrben, bag biefe S5ebirt^ng erfüllt 
wrb/ tibtrfn \k Ärumiinin9fb«(bnTeffer be? ©w^f^wttt ber tx^m. 
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unb itüelten fmmiRen ^i^t mit Steten ^ xoMft ju ben Soorbina^ 
tenebenen paraKel jmb/ gletd^ unb na^^ bemfelben Sinne aert^^tet 
finb- 

3ufa^ 3. @8 feten nunc 

(26) M = 0, (») t?=?=0 

bte ©leicbungen (n^eter hummcn m&i^tn, ^m UjX) f^unctionett ber 
re(^tn>inf(i9fn Socrbinaten x^y^z ^b. ^xm man bte ®ietcl()ung 
(26) 1) in äBejiebung auf x biffereinlrt, tnbem man z aB eine 
gunction t>on ar betradjtet/ unb 2) in Sejiebun^ auf y, inbem. man z 
oX^ eine Function wn y anfte^ ; fo ert)ält man bte beiben ©leid^unf en : 

du . du dz ^ 
dx^ dz dx ^ 

du , du dz ^^^ 
dy dz dy ' 

unb wenn man mit ieberbiefer testen ®Iet(l(^ungen wie mit ber®tet^ 
ö^mi M=6 toetfä^rt/ fo ftnbet man: 

dx^'^ dxdz dx^ dz^ \dx)^^ dz 'dx^~ ' 
d^u . d'^u dz , d'^u dz . 



rf-M . dz dz . dtf d^z -. 

rfz^ ' rfor dy dz dxdy * 

dy^^ dydx dy'^ dz' \dy) '^ dz dy^ ' 
b. 1^. man i)at: 

/oo\ du , du ^ du . du ^ 

da:»^ ''darrfz^P dz» ^ dz "' 
^^) < ^ + P^z+?d^+^^d?-+*d7 = '' 

d% ■ d^M I „i»^'" I f<^"r^O 

"^ + **^&+« ^^ + *dt*"* 

«Kan finiet fotgli4>: 

(d«\ /duN 
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(«)(»=■ 



- dx^ \dz/ dxdz dx- dz dx^ \dx) 

(du\^ * 

\d z) 

d^u fdu\* d^tt dudu d^u dudu . d'ududu 
dxdy\d z) dydz d xdz dx dz dy^ dz^ dxdy 

\dzJ 

dHi /dtty _9^^^ rfu ■ dH/dit\^ 
__ dy« Vd ;/ rfi/dz rfy dz "*" dz' V rfy 7 

@oQen ft^ bemnadb bie beiben frummen ^(ac|^en (26) unb (27) 
In einem gemeinf<baftlicl^en fünfte (ar, y, z) oSculiren, fo ijl erforberlicb 
unb im XUgemetnenau^ jureic^enb/ baß bie aua ben ©(eic^ungen (30) 
unb (81) obgeleitetcn SBertbe t>on p, y, r, «, ^ nicbt gcdnbcit werben, 
wenn man barin bie gunttion v für bie gunction u fe^t. ?lun wirb 
aber biefe ä3ebinguna erfüllt, wenn bie Soorbinaten x^y^z be§ ge^ 
meinfdi^aftltc^en fünftes beiber frummen Stächen ber ©teid^ung: 

d"« /ditV a d'w d« dtt . d^it/ditV 
dr'^ Vdr/ dxdz dx dz dz* \dx/ 



d^v /dex" 



(»2) 



„d«t) du d» , d^v/dvy 

— 2 ■ I ■ < II «>L— - I II I 

dar* Vdzy dxdz dx dz * dz*^ Vrfx/ 

1 d^tf /du\^ d^u du du dH du du . d'^ududu 

I dardy yc/z / dydz dx dz dxdz dy dz dz^ dxdy 

d'^v /dv\^ drvdv dv d'^v dv dv . d'-vdvdv 

da:rf2( V d2 / dydz dx dz dxdz dy dz ^ dz'^dxdy 
£u (du\^ _-2 d^u du du d^w /duy 

I dy'^Xdz) dydz dy dz ^ dz'^ \dy ) 

~dH(dv\^ ^ dH dv dv . d^v (dv\^ 

» dy*^ \dzJ dydz dy dz ^ dz^ \dyJ 

/dttV /dMV /dtgy 

\dxJ _ \d yJ \dz/ 

fdvy ^~ fdvy ~ fdvy ' 

\dx) \dy) \dz) 

genügen. @§ ifl ju bemerfen: 1) bagi bie Sormel (32) fo gut al§ 
fünf loerfcbiebene ©(eid^ungen i|l, unb 2) bag, ba ^xt\^%oixmi 
fiattftnben mup; wenn man bie Hxtn ber x,y unb z mit einanber 
t)ertaufd[^t/ ed gejlattet iß/ für einen ber barin i>orFommenben JBrüd^e^ 
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(33) 



I 

i. ». fSx ben, gwetten^ ben ju fefeen, »eld^en man erl^tclte, wenn 
man im crflcn SEl&eilc ben äÖuc^jlabch y für z fefete. ©oUen ficb 
Qlfo bic Ixnmmtn gldcbcn (26) unt (27) in einent gemeinfcbaftlU 
eben ?>unftc (.r, y, z) o^culircn / fo ift erforberli(^ unb im JCUgemeu 
ncn aud(^ jureicbenb, baß. bte ßoorbtnatcn biefcS ^unftc^ folgenbcr 
®let4)uns genügen-: 

/du\» /rf«\a /<f«y 

/d«\» /d»\8 /rfp\» 

Vd*7 Vd7j \rfz/ 

» 

rf^u /dtcy g <gtt dtt du . d^tt (^^Y 

<fcg^ \rf^/ ' <^yrfz dy dz'^ dz^ \dyJ 

" dH ( dv\^ Q d'^v dv dv . rf-t? /dv\^ 

dy^ \dzJ dydz dy dz "^ dz^ ^^y ) 

dH ( du\^ dH du du , d'U^ /du\^ 

_ dz'^ \dx) dzdx dz dx "^ dx^\dz) • 

'dH(dv\^ ^ d'V dv dv d'v fdvy 

dz^\dx) dzdx dz dx'^ dx^\dz/ 

dru (du\^ ^ d^u du du £u^ / dv \ ^ 

_ rf.r^ \dy )^ dxdy dx dy "*" rfy^ \dx ) 

^d:^/rft?Y t^ ^^^' dv dv rfgp /dv\^ 

dx^ \dy J dxdy dx dy'^dy^ \dx ) 

3u btefct legten ©leicbung würbe man bircct gefangen, wenn 
man bie SebIngungSgleicbung (47) ber fecbäjebnten aSortefung mit 
bem im jweiten Sufa^e beS jweiten gebrfafee§ au^gefprod&enen 
^rinjipe üerbänbe unb au§brüate, bag ber ÄrummungSbalbmeffer 
Q eine6 J)urcbfcbnitte6 mit einer ju einer ber Soorbinatenebencn pas 
raUelen ßbene bei bem Uebergange t)on ber erften frummen gldcbe * 
jur jweiten tmtn unoerdnberli^en SBertb bebdlt, welcber burcb bie. 
(Steicbung (30) ber fecb^ten SSorlefung ober burcb bie t)ermitteljl 
einer S^rtaufcbung ber (Soorbinaten x,y^z barau^ abgeleiteten 
©leic^ungen bejlimmt wirb. 



^ 



me be(^ricbeneip ^uiDct^« 



0etrdiEbtefi rvit iwti im 9{)ftume bifc^rtebette Surioetv wüd^t üäf 
in einem oegel^enen ^unft^ Ijetubrei^, SBenn man ouä. b^m f&ttül}^ 
rungäpunwe a{$ SSHtteEpunft mit eirtfin unenb^* Reinen ^albmeffer 
i eine Äuget befc^relbt, fo fcbneibet bie ©be4;fldc&e tofetben b|e beis 
ben 6urt)en in jwei wnanbcr febr nabe Uegenben ^nftcn u«b bic 
ii^^zxt ober geringere gegenfettige Tinndberung ber beiben 6ur\)en in 
ber gntfcrnuna i wm SBcK(ibi^ung§p*unftc \)4 offenbar bic jmifcberi 
bicfen beiden ^^imften liegenbe un^nblid> Keine fange ober bie ©ebne 
be§ jwifcben ben beiben ßuroen Itegenben äBogcnä etne^ grö§ten ÄreifeS 
jum SKage. gwner bilben bie Sfid^tungen ber nacb ben ©nbpijnftcn 
■ biefe§ a5ogen§ .gesogenen 4i:ugelbölbmej|er mit ber girmeinfcbaftli4>2n 
Sangente beiber Würben febr flein^ SBinfel unb fotglidb ifl beräüins 
fei jtpifchen biefen beiben ^albme({ern felbft eine febr f leine ®röße. 
a& fei biefer le^te SBinfet = la, fa bot berS3ogen be§ grogten «Kreis 
fe§ iti^ifdi^en ben büHn Suroen ba^ ^robuct; 
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|Um SRaße unb bt^ @eb^e bief^S IBogenä ijl ^leidb: 

SBenn bie beiben ßjirüen ibre gorm fo oRbern,, bag fici fi(ib/ 
inbem fje ficb immer in bem" gegebenen fünfte beröb^^cn, in ber 
Slä'be biefcS ?)un?te§ einanber mebr nä'bern/ fo ncbmen bie, febr 
Keinen SBäertben t>on i entfprecbenben SBäertbe oeS *Äu§bru(feS (2) 
notbwenbig ob, waS tjorauöfefet/ ba§ bie bur* o bejeicbnete gunc^ 
tion t)on i felbjl abnimmt. SBenn bngegen bie gegenfeitige Xnnd'bes 
tung ber beiben 6urt>en in golge ibrer gormt>crdnberung geringer 
wirb, fo nebmen bie, febr f leinen S3Bertbe t)on f entfprecbenben 
SaSertbe oon m notbwenbig ju. SKan loxiXi alfo bebaupten, bag 
bie gegenfeitige Ännäberung ber beiben Surfen in ber 
9ldbe be6 JBerübrungöpunfteö' jroger ober geringer unb 
\\xt IBeräb^ung mebr ober n^entger innig ift/ ienacbbem 
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bic frtt f Iffneft IBett^cfc ^o*» V ttttf»)te*ettbttt »ert^e 
Dott Gj ((einer ober größer fifib. gerauft unb ou^ bem it^u 
fa^e 1 @ette 12 ber £)tfferenitalrecl^niins ergibt ftd^ unmittelbar foU 
genber £ebrfafe: 

ge^rfai^ 1. ÜBenn ffc^ jtDci <5tirt)en in einem geges 
bentn t^unfte (F) berfibren, unb man bemettt ouf ben^ 
felben in ber unenblic^ (leinen gntfetnung t t>om 
©erii^rttngöpÄiifte jw>ei fünfte (Q), (R), fo tjt jbie je« 
genfeitige TCnrütberung bet beiben Sunoen inberi)la^e 
be& 1Berubru^g5^u«(ttö befto betrdd)tlicber, je böDtr 
bie £)rbnung ber unenblicb ((einen ©röge «i ifl, f^el^^'e 
ben SBin{e( ]jn)i(cl^en ben IRabieni^e^toren PQ, PR au«$ 
brudt. 

89en)«id. SDenn wenn fic^ bie fjorm ber beiben @urt>en/ 
ober einer berfelben fo änbert^ baß bie £)rbnung bet» uneiibttcb tUu 
nen ®ro0e «> fieigt/ fo nimmt ber Sablenn^ertb t)on m in bir 
9läbe be$ S3erü^rung$pun(te$ nacb bem Sebrfa^e 1 @eite 12 bet 
3)iffereti}ialrecl)nung ab unb folgli^ nd^ern 9^ bie beittn ßuroen 
einanber mebr al§ juoor. 

Kac^bem ber «brfa^ 1 bewiefen ift» Ifl e? Mtütlid), bie ßrfe 
nung* ber a($ Function ber S3ajt$ i betrai^teten unenblicb (leinen 
@rd6e & }um Uvi^bxudt bir £)rbnung ber S3eriibrung ^er beiben 
im Skinme befcbriebenen 6un>en ^u nehmen. €6 fei biefe £)rbnung 
= a. t>a t>ai SSen^ä(tmfi : 

bie 6in()eit jur ©renje f)at, fo ijl baS 9))^obuct; > 

m — T-^ — = 2 «»-3- * 
io 2 - 

oud) eine unenblicb (leine (Sroge "üon ber Drbnung *a, wal^renb bie 
JluSbrüae (1) unb (2) nad) bem Sebrfoifec B ©eite 14 ber JBiffes 
rmjialrec^nung unenblicb flrfne (S^ro^n .ber ßrbnung a+l Pnb. 
9R an (ann alfo folgenbm 8el)rfafe aufitellen: 

gebrfa^ 2. SB^enn ficb jwei ßuroen in einem geges 
benen ^un(te (P) berühren, fo tp bie ßrbnung berioe« 
rübrung^ um eine ©in^eitniebriger al6 bie ber unenbs 
lieb (leinen ®r6§e, welche bie ©ntfernung jwifc^en 
jwei ^unlten (Q), (ß) au^brüdPt, bie öuf biefen beis 
ben ßtimen-liegen^ unb beten gtmeinfd^aftlicbe ©nts 
fernung t>om S5eriil)rung6pun(te eine unenblili^ 
(leine ©rofe ber erflen Orbnung ijl. 

@S üerbient bemer(t ju toerben, ba^ We üon bem ^un(te (Q) 
nadb bem ^un(te (R) gejoqcne ®crabe QR bie ®runblinie eint^ 

S[leic^fc^en(ligen J5reierfeS ijt, xt>tl(i)t in biefem J5reiecfe bem fc^r 
Uimn S{n(el w gegenfiberliegt unb fail auf ben StäbfemoIctCren 
PQy FR, alfo -aucb auf ber gemetnfebaft(i<jl^en SEangeftte beiber Gurs 
wn fajl 1enftherf)t 1% gerner t^l bieSlddje be§ J5tttel*t§PQllnad^ 
einem betannten Selj^rfa^e ber a^ttgbnometrie ber 4)dlfte'bl{d'$robucs« 
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tti attibeit stetigen Seiten PQ,PR unb betti €5mttt befi swtfd^eti 
tl^nen Uegettben äBtnfei«/ b. i. bem Xu^bntcfe: 

(S) ^t^^'noi 

unb fo(g(i(& einer unenbticb ((einen ®r6§e toon ber SDrbmmg a-f 2» 
toelcbe um )n>et Sin^eiten bol^ec tjl atö bie Orbnung ber fSvtülft 
tung ber beiben Quri^en/ gleicb» 

SBir xooUm nun annebmen, bafi bie beiben SurtMtn unb ba$ 
£)reie(f PQ R auf eine dbtnt projicirt werben/ n>el(be nicbt fafi 
auf ber ©bene biefel SDreierfeS fenfre^t ift. iDa bie beiben ^rojicfe 
ten Qnx\>tn nacb bem @eite 155 angefubrten @a^e biefelbe Tangente 
^abtn, fo berM<)ren fie einanber. 2)ur(ft (p)5(y), (r) woüen wir 
bie ^rojectionen ber fünfte (P), (Q), (Ä), burcb ö ben 23inEel 
jwif^en ben ßbenen ber beiben 2)reierfe PQR^ pgr unb burd) 
9?,3^,t bie SBinfel bejei^nen, welche bie ®eraben PQ.PR, QB 
refp. mit il&ren ^Jrojectionen pg,pr,qr bilben; fo ijl: 

ipq z== PQ cos <p =icos (p ^ pr=:PRcosx^=icosx$ 

& laßt ftcb übrigens leidet beweifen, t>a% bie ^rojection 
ber S(acbe eineS £)reie(fe$ auf eine beliebige ^btnc bem 
9)robucte au§ biefer glacbe unb bem (SofinuS beö fpifeen 
SBinfeU jwifc^en ber ßbene be§ 25reierfeS unb ber ßbe^ 
ne, aufweiche e§ projicirt wirb, ober bem ßofinu^ be§ 
fpil^en SBinfcU jwifcben ben ^erj)enbifetn auf biefen 
Qbemn gleid^) ifl. *) SolglidE) wirj^ bie %lädfi bei £)reiec!eS 
pqr bnxd) ba§ '3)robuct: 

(5) ^i^ sino . cos 8 = i^sin^G) . cosd, 

auägebrurft unb ber ßofinuS beöSBinfeß pqr ijt bem Guotienten 
gltß), »eichen man erhält, wenn man bicfe boppelte Sldc^e burc^ 
ba§ ^robuct jbgXjr bimbirt, b. b* bem ä3ru(^e: 

/-•v cosi(o .cosd 

(v) r— • 

C0S{p .C0S1\> 

gicicb. Solgfi(i& ifl böä ^robuct au6 biefem (Softnuä unb ber ©eros 
ben p q ober ba§ t)om fünfte (p) auf bie (Serobe ^ r gefällte ^er« 
)Knbttel bem ^rudE^e 

('i\ * cos^p .cps8 

COS ij; ' 



♦).Um bicfen ße^cfö^, welci^en man auf eine ibettebfge' gldd&e öuöbel^nen famt/ 
3U ben^dfen, braucht man nur bie ©letd^un^n (81) ber SSoterin. an^u« 
menben, unb lie @bene, auf weldf)e man :^toiicivt, mit ei^ ber 6oo(bu 
' ttatenebenejt {ujammenfaUen gu laffen. 
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9ki<|« SDa mm aber bcr SStnlel w fel^r flet» itnb bie tBKnfel 9>» 

X, ^ raerflicb t)Ott ^ ^^^^f^^icbcn finb, fp b«I>^n bie ®r3gcn: 

COf-^O^ C0«d5 COS(py COSXf cos^ 

mcrHi^c ©ertbe. SKart braucbt aber bloS bic fjormeln (4) unb 
ben Xuäbtucf (7) ju betracbtcn, um fofort einjufebcn: 1) bag bie 
©ntfernungyr in bcr gemachten SBorau^fefeung eine unenMicb Heine 
®r8ße t)on ber Drbnung a+1 iflunb^bag fte mit ber Entfernung pg 
eirten merflidi> wii 5?ull t)erfcbtfbenen ®inW pqr bitbet, unb 2) ba| 
bre Entfernung be6 fünftes (p) t)on ber ®eraben gr eine unenblic^ 
Keine ®r5ge ber erflen äDrbnung if!. gerner »ollen ifoir bemerfen, baff 
ba bte gemeinf4)aftlicbe JEangente ber beiben ^^rojicirten 6urt>en faft 
mit ber ®eraoen/?y jufammenfdHt, fie felbfl mit ber ©ecante qr 
einen merflid^en enblicbcn SBinfel bilbet. golglid) finbet jwifcben 
ben ^^rojicirten 6urt)en fowobl atö jwifcben beh gegebenen nacb bem 
gebrfafte 3 ber neunten JBorlefung eine S3erubrung ton ber Srb» 
ttung a flatt. 

®enn bie Ebene beS ©reierfeS pqr faft auf ber Ebene be§ 
2)reie(feö PQR fenfrecbt würbe, aber rtiit ben Seiten PQ,PR 
unb folglicb mit ber ^emeinfcbaftli(ben Xangente ber beiben gegeben 
nen Eun)en immer n>teber einen enblicbeU' SBinfel bilbete; fo fonnte 
«üifcben ^ben beiben projicirten ßurwn nur eine JBerubrung flatts 
pnben, beren Srbnung =a ober größer aK a wdre« 2>enn al§s 
bann waren bie Entfernungen p y/p r nocb unenblicb Heine ®r6§en , 
ber erpen Orbnung/ n>abrenb bic Entfernung q r eine unenblii^ f leine 
®roge iDjon ber iDrbnung a + 1 ober bon einer böbern Örbnung 
' n>are. 9htn wollen wir und in biefer neuen SSoraudfe^ung eine aud 
bem fünfte (p) atö ÜRittelpunft mit einem ^albmeffer glei(^ p q 
befdj^riebene JCugel btnfen/ welcbe bie jweite ber beiben projicirten 
6urt>en im fünfte (ä> fcbnelbet. SSäenn man ben ^un!t (s) mit 
ben 5^unften (q) unb (r) t)erbinbet; fo ift bie ®erabe rs fa|l ju 
ber gemeinfcbaftlicben S^angente ber beiben ^^rojicirten Eurt)en )poxaU 
lel , weil ibre Enbpunfte auf einer biefer Eurben in unenblicb f lefc 
nen Entfernungen t>on bem ^wnlit (p) liegen. 2)agegen fß bie 
®erabe qs, ober bie ®runb(inie be§ gleid)f^en!%en ijreiedeSp^« 
fajl auf berfelben S^anginte fenfrecbt. ' Solglicb ift baS Dreierf qrs 
in s fajl recbtioinf lig / unb folglich ift bie gange qs^ welcbe faft 
bem ?)robucte qrco8(rq8y glejcb ift/ fo wie bie Ednge qr eine 
unenblicbe Meine ®r6§e t)on , ber Srbnung a+1 ober t>on einet 
böbern Orbnung. 2ttfo ift nacb bem Sebrfifee 2 ber neunten SSors 
lefiing bie ©rbnung ber SSerübrung ber beiben |)roiicirten Eurioen 
notlb^enbig gleicb* ^ ober größettafö a. 

SSSir wollen un§ t)orfteIIen, bag, inbem aUe^unfte' beö S?aus 
med auf brei Eoorbinatenaren ber x, y unb z bejogen werben , bie 
beiben gegebenen Eurt)en fuccefftbe auf bie Ebene ber ;r^ unb ber 
xz )>ro]tctrt werben. Serner wollen wir annebmeU/ baß ber SSin« 
fei iwifcben be^ ^re ber s> unb ber gemeinfd^aftlicben Stangente ber 
beiben Eurben merflic^ bon einem recbten t>etfd£)ieben ift/ fo fann 
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Mefe SEofigcrtte toefeer lanf Iber Sftetie ter ^ry, n^dft asf bet GlKfie 

ber X z fafl fenfrec^t fein / tvetl beibe burcb &ic '^re ber x ^e^en. 
gemer fonnen bicfc legten Sbenen titcbt betee luglcicfc auf ber (Sbent 
be^ 25reiccfeS PQß faj! fcnfrcc^t fein; benn m bi^femgaUe würbe 
ibte 55urdt)fcl)nitt3IiTtie/ b. b. bte Wre ber :r mit ben m ber (gbene 
JPQR (iegenben @eraben PQyPR unb folglich mit ber gemein^ 

^^afiHiöftn Stöngifnte ber beiben ßurven einen \t^t »eing ton -|- 

Devfdt)iebenen SBitifel bilben. S)emiia^ fo(gt «ii§ ben weiter eben 
aufgejieUten (Sälttn, t>a% in ber gemad^ten JBoraUSfe^ung bie Se^ 
rubrung ber 1) auf bie ßbene ber x y unb 2) auf bie @bene ber 
xz ^roiicirten Surfen immer üon ber ?Drbnung a ober ton einer 
l^b^rn £)rbnung unb n>enig{len6 auf einer ber beiben Ebenen nur 
Don ber £)rbming a ijL ^an lann alfo fotgenben Sebrfog aufs 
jpteüen: 

£ebtfal^ 3. Um bie £)rbnung ber S3erfibtung ^loeier 
Suruen, welcbe ficb in einem fünfte berubreti, worin 
bie g^emeirtf(^aftlid)e Sangente mit ber Are ber w feinen 
tecbten SJinlel bilbe^, ju erbalten/ braucht man nnr bie 
'^a'^Un^in fud^ert, welche bie Ürbnungen t^er S5erubr 
rung ber ^roiectionen ber (jeibenßuroen auf bießbeneit 
ber xy unb ber arz auSbrudfen, fo gibt jebe bi^fer ä^^- 
Icn, n>enn fie einanber gteicb finb, ober bie fUin(l^e ber« 
felben, wenn fie t>erfcbieben finb, bie Crbtiun-g bec Sät^ 
tälixnnQ ber beiben gegebenen 6un»en an. 

äufafe^l. 25er' ttorbergebenbe 8ef)rfafe finbet fowoW .Mt/ 
wenn bie Sieränberlicben x,y,z recbtwmf iige / atö wenn ifie fc^tf:: 
win!(ige Goorbinaten beieid}nen< 

,B u f a 6 2. SSena \i4) |wet Surfen ton bapyeilter >^tämmung 
In ein»m ^n{te berübreU/ worin bie 2^aRgen|e feinen reiften £$ in« 
lel mit ber 3(re ber x btlbet/ fo wirb bi^ fBefltirnnui^ ber ]Drbs 
«ung^ ber SScrübruM^ jwifcfcen ib^ien bur4) ben ßebrföfe . 3 <iuf bie 
55efiimmung ber ßrbnung ber S5eriibrung jweier ebener (Surfen, 
b. I). auf eine jtf ber neunten SJorlefung gelc^e 2(ufgabe jurücE^efü^rt 

äufafe 8. 2Bir wollen annebmen, ba^ bie beiben Sunden, 
woöon iebe burcb jwei ®(ei*ungen jwifcben t>m nä^t: .obtv f^ef= 
wii^lrd^en ßoorbinoten x^y^z auSgebvütft wirb, einen ber 2tbfcifFe 
VC entf^re4)enben gemeinfAaftlicben ^unft unt> in biefem .fünfte • eine 
^eme«n(ci>aftlicbe/ nicbt auf ber %xt ber x fet|fre4)te SSangente b^^^en, 
wb ba§ jwifcben ibnen eine S3erübrung oon ber SDrbnung u jlatt? 
linbft. UeberbieS fei n bie gan^e 3<)b(/ welcbe gletcb a ober jkmm'it; 
telbar gvo^r a(6 a ifl. (gnbltcb wollen wir annobmen^ bai bie 
7(bfci{fe X jur unabbangigen . SBeriiberlicben ganomitieit wirb unb 
M 'y'^ j">1/'"'--^ «'>?'Vz'"--' bie fucce(fiüen abgeleiteten gunc- 
tiemen ber ^(^ Functionen ton x belracbteten Sifvänberüibes ty mb 
% finb; Jo -behalten bie (Srößen: 

...(8) 1 ^' ^^ ^'» ••'• '^^"^^ 
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na^ bm Sel^ifiEi^e 3 uttb bem in ber neunten fE^orlefung @Sefagten 
für ben S3etub|iinsS)Htnft .bet bem ^Ueb^gmtgt i^öh ibef erjieti* ^nroe 
iixx ixotiUn btejfelben fBitÜ)t, wdbrenb jebe bec ®rö^en: 

(9) • y^^i^ z^"^^^ 

ober wenig jlen« eine berfelbe ten ?!Bertb t)erdnberf. 

3ufa^ 4. SBenn. bie aememfcbafäkb^e Sangente berfeiben 
Gurtoen mit ber Tlxt ber x reinen recfeten SBinfel bilbet, unb bie 
jDrbnung ber IBerul^ntn^ ^xru ^anj^ Sabt tfl/ fo brattcbt man, um 
biefe IDrbnung ju te^tmimn/ nur ben größten Sßertb )u fu^^n, 
noelib^ man ber ganzen äabt n «beilegen fann, tnbem man bi^e 
3ab( fo wdbtt, bag bte ®r6gen (8) fär ben S3erübrung§))unft bei 
bem U«bergannge. t>on ber einen 6un»e jur anbem unt>erdnberii^ 
bktbenv unb atöbann brutft tiefer Skrtb t>on n genau bie gefücbte 
£)tfbmmg ber J9ev%ung aus. 

3ufa$ 5. 9Benn bie gemeinfd^aftltcbe 3^ngente ber befben 
@urMn mit ber %xt ber a einen regten SBinFel bxlMe, fo tonnte 
9e rncbt juglekb auf ber ebene ber x y unb auf ber ber a^ z ftm!# 
rf(^t ^in. @te toärbe alfb mit ber Titt Mt y mtb mit ber ber z, 

ober weniflItenS mit einer biefer betben Tfjcen mtn üon -^ oerfd{)iebenen 

SSfnM bitben. Um alfo in biefer Sorou^fel^ng bte SDrbnung bir 
JBerubtung ber beiben 6urt)en oermittet^i be§ Sebrfo^e^ 8 ju bit - 
flimmenf brau(bte man fSt bie Tirt ber or nur bie 'üxt ber j^ obilr 
2 unb }u g(etd[^er 3<it ^ bie @bene ber a: z ober ber or 9 bie ber 
yz §tt frlem 

%&t ben Sebrfa^ Z, mit |»fi(fe beffen man leidbt bie jDrbttung 
tec Sierübrung jweier ebenen 6uroen beflimmen fonn^ Fann man 
4m(lb ^infen anbern anmenben^ YoeU^er ferner S3efcbrdn(ung itnttrßegt 
unb »Kleben n>ir nun in aller Aurje ableiten tooUen. 

& fei (JP) wieber ber gemeinfcbaftlicbe ^unft ber betben fKb 
berubrenben (Suroem ferner feien (Q), (R) jwei anbere ^mlte, 
welcbe* auf ber erflen unb {weiten 6iiroe liefen unb beren Sutfer:: 
nijing t)on bem genfeinfcbqftlicben fünfte fub auf eine unenblicb 
Keine Canige % rebucirt^ (itibliö) wollen wir «nrnbmen, bag auf 
ber jweitcn 6urt>e oon bem ^nttt (JP) au^ ein SSogen PS genomi: 
mtn fein, wetcbißr biefetbe Sänge bat al§ ber nacb bemfelben ©inne 
^erlebtet« fBo^n PQ$ fo ijl bte @ecante QS noidh bem Sebrfabe S 
ber fec^^jebn^n SSorlefung/ fo wie bte @ecante QR auf ber gesc 
meinfcbaftlicben ^noente faft fenf^pecbt. t>a ferner bte ®d^ne AS 
jwifcben jwei/ bem »erübi^un^Spunfte febr nabe liegenben fünften 
ber jweiten Suroe Öegt, fo iflpe f«il jju biefer Tangente :paraflel. 
golalicb bijbcn in bem jerablinigin SDreietf e Q RS bie Seiten Q Ä, 
y 'S mit ber britten Seite Ää SBinfel, wooon jeber.febt wenig pon 
einem recbten perfcbieben ifl. S^lglitb ifl ba§ SSerbdltntf {wif^en 
ben beiben erjlen Seiten, ober xoa^ baffelbe ijj:, jwifcben ben .Stnu§ 
ber ibnen gegenüber liegenben 9BinM/ febr wenig oon ber ^in^eit 
i^eifAieben 4uib wenn i eine unenblicl^ fleim ^rd^e be)ei<l|^net/ fp 
int mmt 

ttoud^. IL . ' 20 
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QS;==QR(X+I) = (l + Diisin^. 



Xnberet @tit&, ba baS SSer^oItniß mS^tn bem 93o^en PQ 
unb bet @ebne PQ=i bte Sin^eit jur ^renje batf fo t{l auc^^ 
wenn •/ eine unenblid^ Kerne ®rofe be^eidl^net: 



(11) 



«ogen PQ=(1+J)u 



92un n)oIIen wir annehmen / ba§ iwifdl^en ben betben Qxmm 
eine iBerubrung ber £)rbnun0 a flott^nbet unb ber 9iabtu$üector i 
afö eine unenblicb Keine ®x^t ber erfien ^bnung betradbtet noirb, 
fo ijl Kar, bag ber Sogen PQ aucb eine unenblt^ Reine ©rege 
ber erjlen iDrbnung ijl/ wdbrenb bie Gntfernuttg QS eine unenblicb 
Keine Oroße üon ber Orbnung a + 1 ijl. gc'^ner wirb bie JDrbs^ 
nung biefer unenblicb Keinen Sntfernung nicbt jgeanbert/ wen» man * 
ben S3ogen PQ ober eine folcbe ©roge, baß btefer S3oqen eine um 
enblicb Keine ®roße ber erjlen Drbnung bleibt , ^ur ^aft§ mmmt 
(S)iffr. @. 15/ 3uf. 3). ^ieraud. ergibt ft(b mn fblgenber eebrfag: 

gebrfalä *• Um bieDrbnung ber IBerfibrung jweier 
fid^ in einem gegebenen ?)unfte beröbrenben 6urt)en ju 
erbalteU/ braucht man nur bie 3abl ju fucben/ welcbe bie 
JPrbnung ber unenolicb {leinen Entfernung jwifcben ben 
Gnbpunften jweier t)om Serübrung^puntte ani auf ben 
beiben 6urt)en genommenen gleicben Sängen/ weujn btefe 
S:dngen unenblicb Üeine ®rofien ber erjlen £)rbnung 
werben, auobrudft/ fo jibt biefe;, um eine 6inbeit oer- 
minberte 3ab( immer bte iDrbnungber S3erübrung an. 

äufab^ 1* & fei t bie unenblicb Keine ®rö§e/ welcbe lebe 
ber< beiben in Sebrfa^ 4 erwähnten Sänften au§brudK. Kugerbem 
wollen wir burcb or, y, z unb 1, 17, i bie Soorbinaten ber @nbyunfte 
biefer Sängen auf ber erjlen unb ^weiten Qyxxu bejetc^^nem Snb^ 
lieb fei: 



(12) 



« = V^f(a- ~ |)H (y - ^) • + (^ - S)'] 



bie Sänge ber öom fünfte (|^ iy, g) nacb bem fünfte {t^ y, z) ges 
jogenen ®eraben. SBenn man / alS eine unenblicb Keine ®rof e 
ber erjlen Orbnung betracbtet unb bie Srbnung ber SSetübrung ber 
betben ßuroen mit a bejeidbnet, fo ijl bie ©ntfernung « nacb bem 
Sebrfalfee 3 eine unenblicb Keine ©ro^e bcupßrbnung a + 1. golg« 
lidj) ijl bftö £luabrat biefer gntfcrnung ober bie Summe: 



(13) 



(^-^y'+(y-v)^+(z^ty 



eine unenblicb Heine ©roge oon'ber Drbnung 2a + 2, woju tu 
forberlicb ijl/ bag t)on ben Drei 2)iffcrenjen: 



(H) 



^ — 1/ y — Vf 2 — C 



wentgflend bie eine t>on ber JDrbnung a + 1 tj!, tnbem bte betben 
onbern t)on berfelben, ober t)on einer ^of)etn Drbnung ^nb* 3tt 
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bcmfelben Sd^tufle gelangt mm, wenn man tttoagt, ba§ bte Baf^t 
lenvoertbe bet Ku^bräcfe (14) bie ^roiectionen bet Entfernung « auf 
bie Ären ber x,y unb z auSbrurfen. 2?enn man jiebt leicbt ein, 
baß eine unenbli4) Keine Entfernung unb tbre ^rojec» 
tiott <ruf eine beliebige TCjre im TtUgemeinen ®r6fen Don 
berfelben Orbnung fmb; nur fann bie Drbnung ber;9)roiectiön 
bie ber Entfernung in bem SaQe ubertleigen, n)o biefe fajl auf ber 
TCre fenfrecbt wirb, TCber eS ijl einteucbtenb,. bag bicfe lefete äöe^ 
bingung nicbt für aQe brei Eoorblnatenaren erfüllt werben fann. 

3ufal^ 2% SDBir wollen btefe(ben äSejetcbnungen wie im ^ots 
()ergebenben 3ufa^e beibehalten. & fei a wieber bie Drbnung ber 
S3crübrung ber beiben gegebenen .6urt>en unb burcb n wollen wir 
bie ganu 3<tbi bejetcbnen^ welche gteicb a ober unmittelbar großer 
aI6 a ijt. £)a bie ®roße i alp eine unenbltc^ fleine ©roße ber tu 
ften £)rbnung betrachtet wirb, fo muß eine ber brei £)ifferenien: 

(14) ar — I, y — 17, 2 — J 

Don ber ßrbnuna a 4-1 fein, tnbem bie beiben anbern t)on berfet 
bcn, ober t)on einer böbern iDrbnung jinb* ÄuS bem in ber fccbäten 
5»orfefung ber J5iffer. ©efagten folgt, ba^, wenn t jur unab^dn* 
gigen ajeranberlicben genommen wirb, bie ©roßen: 






«— I» 



d(x-|) (f (x-l) d*Ca:-|> 



dl ' di^ ': di 



>M 



(15) ^ y-'j, — df— . dh **•* rfi^ » 



e, 



<f(t-S) <P(z-S) tffz-e) 
""d? » d?5— :»••• --53 1 



ttitt » txrf(f>n>tnben/n>ä^rehb itbe bet abgeltiteten Functionen: 

.(la) d^ifa^l) cPH-i(y^,) cP'^Hz-^g) 

Ober wenigjfenS eine öon i^nen mi^t melE)t für t = wrf^winbet* 
gemer feien s unb ^ bie beiben äBogen, wetd^e refp. jwifcfeen einem 
teilen ?>unfte ber erften* gegebenen ßuroe unb bem bewegtidl^e« 
fünfte (.r,y,z) unb jwifcben einem fejien fünfte ber jweiten ßurtoe 
unb bem fünfte (|,t7, i) liegen, inbem wir jugteic^ anne^)men, bag 
biefe S3ogen hacb bemfelben @inne ald ber S3ogen i gerichtet {tnb. 
^a bie brei Sleränberlicben i, s unb g nur um confante ®rogen 
wn etnanber Derfd^ieben ftnb, fo i|l: 

(W) - di^ds^dg, 

unb man fann tn IBejte^ung auf bie erfte Qnx^t a flatt % unb fSr 
bie iweite Euroe g jtatt t ^. unabbdngigen SBeranbetlic^en nel^t^n. 
WSbamt i9erwmtbe(n fk^ bte 7(ttdbriidfe (16) unb (16) refp. in: 



^. 



unb 
(19) 



t dz <f| d*x il*| rf'ir rf*{ 

* *' 77"" ds ' "S^" rfs» '*•• «fc- ds-' 

HS'» J« « '^y ^ *^y «^'fl rf"y _d'if 

. dz d£ <Pz d^'e . cPz d«g 

* ^' d7 d« ' d»* dÄ» '••• df lif ' 

d!^^x cf^'^^t d^^y d!^^fl iP^^g ct^^t 

@e|t man bie ®ro0en (18) g(etc|) ShiQ/ fo erl^olt man bie 
®(ei(|^ungen: 

(580) ^y_,, _.__,_§-__.,... _^__-, 

_ dz^_^ d^_d^ d^z _ if'g 

^~^' d« ~dff' ds^ ~ ds'-^ "••• d«« ~ dg" ^ 

»eldt)e ÄÖe für bcn äBerul^rungSpunft bcr gegebenen <5urt)cn erfuQt 
werben muffen, wä'brenb jeber ber 2tuSbrörfe (19), ober »enigjlenS 
einer berfelben für benfelben $un{t einen »on 9{uQ t>erfcbiebenen 
Sßertb befommt. @rn)ast man nun, ba6 man tn jßejtebunü auf 
bie jweite 6urt)e für bie ©uc^jlaben |, i^, f nnb g bie S5ud)jtaben 
a:,i^,zunb « fubflituirett fann, fo erl;ält man unmittelbar folgenben 
8ebrfafe: 

£ebrfa^ 5. SBenn ixotx ftd[^ xn einem fünfte bcs 
tfil^renbe 6urt)en gegeben finb, unb man betrachtet bie 
Goorbinaten o:, y^ z ieber berfelben aU Functionen be§ 
üii unabbangigi SS.erdnberltdS)e betrad^teten 93ogeir$ s, 
weld&et auf ieber biefer 6urt>en über ben JBeru^rung^s 
pnnU ^tnau6 nad^ bem.felben @inne genommen i(l; fo 
änbern nii^t blo^ bie SSeränbertic^en o:,!^»? unb t(f.re abi 
geleiteten Functionen ber erften £)rbnung: 

dx dv dz 
d'S ^ ds ds 



ffir ben SBerü^rungd^unft bei im Uebergange Don bet 
erjlen Sur^e jur jweiten tbre SBert^e nicbf, fonbern 
baffelbe ftnbet aud^ bet ben fu(^ceffit)en abgeleiteten 
Functionen: 

d^x d^x ' d^y d^y d^z d?z 



d«» ' d«* •••• d$^ ' dß^ '••' iis^^ ' d$f 



~ so» — 

I 

&td $u>e«icntgen ft^tt, teren jDrbnung bittet) bte ganie 
Sal^l «Mi^gebrficft xoxxb, toHd)t ber jDrbnuiig ber fßtxüh» 
rung s(ei(b/ obei: unmittelbar gröger aU btefelbe i% 
2)tefe abgeleiteten Functionen ffnb bie legten, wel^e 
bte au$gef)>(0(bene SBebingung erffillen, fo bag bie bret 
f^lgenbeu/ ober Toetiigfien^ eine berfelben bei bemUebers 
gange 9on bei: einen 6uroe jur anbern ben Sßertb oets 
anbern« 

3ufag 1. ^ ^enn jwifcben ben beiben (Svrom eine SSttüf^ 
rung ber nten jDrbnung ftattfinbet, wo n eine ganje 3a^l bejeic^ 
net A fo ' behalt jebe ber . ®rofien : 



(21) 



dx 
*'» ds » 


d^x 


tPx 

ds* * 


dy 


d'y 
ds^* 


d'y 
d»»V* 


dz 


d»z 


d^z 


'* dt' 


d«« 


d^ ^ 



bei bem Uebergange oon ber erflen Gürve jur jweiten fiur ben Sßu 
rübrungSpunft benfelben SBertb/ wa^renb iebe ber brei ®ro^en: 

(22) ' rf^^ar ^^^y rf^^z 

ober »enigflen? eine berfelben einen neuen SBertft befommt. 
3nfag2. Sa fei 

(28) r^^(x,y,z). 

eint beliebige Function ber brei aScrdnberli(|)en x,y,z. SOBenn mm 
biefc BerdnberUcben felbjl at§ gumtionen oon * betrautet, mitist 
bie Soorbinaten ber erjten ober jweiten ßuroe auSbrutfen Wmtn, 
fo wirb r ebenfalls tint gunction oon s unb man finbet: 

r*! — ^KfiSl^l dx d^(x,y,z) dy . d^(x,y,z) dz \ 
ds dz dx '^ dy ds '^ dz ds^ 

4^— ^(3^>y.z) d^x , cfg(a:,y,z) d^y Y dg(>r,y,2) d^z 
did*"^ dx d«2 "T- rfj^ di«*** dÄ ds'^ 

y^ d''^(x,y;z) /dx\^ d^^(x,y,z) /dy^ d^^(x,y,z) /dz\^ 
(24) ("^ dx^ \ds) '^ dy« Vds/ "^ d«« W 

' dydz dsds dzdx dsds "*" drdy - ds d« * 



etc. 



<^^ — #(j^>y»g) <f J^ I d??fa,y,z) d*y , dgOr,y,z) d"z ,. 
d»"~ da: d»" "^ d« d«« "^ dir d»""^' 
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9lun folgt ober aus btefen Ulsittn ^(eid^ungen in Settitibung 
mit btm 3ufat»e 1, ta^, xotnn ^loifcben btn bttbcn gegebenen Sun 
ym eine ^erüil^rung ber nten iDrbnung {lattfinbet, [ebe bct®rdßen: 

r=?(a:,y,*),-^= ^f-, jjr'« 5/ — , 

^^^ i *!!: <^S(^>»>') 

bei bem Uebergange t)on bet evften @urt>e )u ber {roetten für ben 
«eröbrunflSpunft benfelben SBertb bebdlt. DiefeS finbet j. S5. 
ftatt/ toenn man für r ben 9om TCrifangSpunfk nacb bem fünfte 
(^iVf^) sejogenen 9iabtu§oector nimmt/ toeicber butc^ bie Sormel: 

'befltmmt lotrb. ^ferner ift ju bemerten/ ba$ bte abgeleitete Function: 
welche butdj^ bie ©lei^^ung: 

bejlimmt wirb, gewobnlicl) ben SBertb t^eranbert, wenn \nan üon 
ber erjlen ßuroe jur jwciten ubergef)^ weil jeber ber TCuSbrucfe (22)^ 
ober wenigltenS einer berfelben einen neuen SBertb befommt. 25cfs 
fenungeacbtet tonnte in gewiffen befonbern Jällen aucb baS ®egens 
tbeit flattftnben, wenn )/ Sä. bie Soefftcienten ber '2(u§bru(fe (22) 
ober wenig jien§ ber 60effici(jnt beSjenigen, beffen SBertb ficb anbert^ 
im {weiten S^beile ber ®(eicbung (28) burdS) bie bem S3erübrung3s 
punfte entfprecbenben SBertb t)on ar, y, z auf 3luU rebucirt würben, 
^iefe S3emertung ifl aucb auf bie abgeleiteten Functionen ; 

(29) -^^JhT» d^+T' «*«•••• 

anwenbbar. 

3ufaft 3, ®efcfet nun, baf ftatt be§ JBogenS £ bie ®r5ge 
r = S C^j yy 2) jur unabba'ngigcn SJerdnberlicben genommen würbe, 
fo tann man ftcb t)orfienen, bag, ba bie ßoorbinaten x^y^z immer 
f^mtionen be^ SBogenS « ftnb/ btefer S3ogen eine ^unctton \)on r 
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werbe, unb attbann folgt au^ ber mehrere SRofe in fßtiUhnm auf 
t bifferenjirten Olci^ning (23): o y « i 

A_ dg(g,y,z) <f« <f^g(jr,y,z) /d»^^ 
(80) l ds dr^'^ ds^ \dr) ' 

GCC« • • • 

^m folgt aber au§ ben ®Iei<bungcn (30) m SBerb'mbung mit 
3ufa^ 3, bag, wenn jwtfd&en ben beiben gegebenen Surfen -eine 
JBerfl^rung ber wten JDrbnung jlattfinbet, bie Tropen: 

ds d^s d^'s 

itp Ttngemeinen für ben S5erfibrung§punft bei bem Uebergange t)Ott 
ber erjien €urt>e jur jweiten biefelben SBert^e bebalten, ©ubjlituirt 
mm btefe SBertl()e in bie ®(ei4iungen: 

dx _ dx_ds^ ^x__dx d^s /d»\' 

dr ds dr* ds'^~ dsdr'Kjir) ' ^^"' 

d^x dx. d!'s. 

df ~d»^ + ®*''"-' 

dy _ dy ds d'y^ dy d^s , d^x ^dyY 
dr~ ds dr' ds''~ ds W^ds'^KdsJ **"^~ 

dry^dy £s, 

dr' ds dr'^'^'^"" 

dz^_d£ds_ d^z _ dz d^s d'zfdsY 

dr " ds dr* dr^ ~ ds If^d^^Kdr} '***"• 

d"z df d^s 



(32) 



\ 



. dr* ds dr* 



"j crc« • • • 



unb berfitfiid&tigt ben 3ufafe 1, fo gelangt htan )u foIgenbenScbWJTen: 
SSenn jwifc^en ben beiben gegebenen 6urt>en eine SSerubrung 




«ten £^bmtng^ namltc^; 



(») 



dr' dr^' dr» '••••* 'S*"' 

dy d^y d^y ^y 

W dF"' A^'V" A- • / : 

dz, dH dH d^z 

dr^ 'dr^* dr^ * cff" 



bei Dem Uebergange t)on bcr erjlcn 6urt>c jur ycoüiex fflr .bcn iBe« 
ru^rungöpunft im TCUgemeinen btefelbfn^ SSkxtl^e. 9tan mt)f iebodl^ 
geiDiffe befonbere S^aUe auSnelbtiten/ in tt)el(|)en bte au6 ben ©lei^ 
jungen (30) unb (32) abgeleiteten SBertbe ber 7(u6bnt(fe (33) ober 
einige berfelben für bie eine ober anbere 6urt)e unter ber unbe^mnu 



OD 



ttn ^orm ^ ober — erfc^einen unb ftd^ notbn>enbig bei bem-Ueber? 

gange t)on ber einen (Smaoe jur anbern ^ttSiaUxvu 3n <tlltn übris 
gen gällen finbet ber Sufafe 1 jtaft, wenn man für bie SBeranbers 
liebe a bie burcb eine enblic^e ®(ei(^ung mit- ben Sporbinaten :r, v, z 
t>erbunbene SJeränberlicbe r fubflituirt; nur fann- man nacb WT^r 
@ubflitution nicbt immer ht\^Ci}xpUn , baf toenigjien^ eine ber brei 
abgeleiteten Functionen : 

dl'^^x ^^^y d*^*r 



bei bem Uebetgange wn ber erften Sur^t )Uf jtoeitetfi^ für ben 
rubrungSjjunft ben Sffiertb t)eranbert, 

3ufa| 4. Sir n>oUen annehmen, bie t)rbnung ber^SSeriibs 
rung ber beiben gegebenen ßuroen fei =nyr tberbe nmber^ur uns 
abhängigen S^erd'nberlicben genommen unb^ man bejeidine burcf^ p^ 
q,.f. neue Functionen ber. ßoorbinaten x,^y,;is fo ^ot. maß: 

dp dp d'x . dp dy t dp dz 

dr ^ dx rfr * djf dr ' dz dr * 

rf^p dp d'^x . dp d^y . dp d'^z 
dr^ ^ d7 rfr« "^ dy dr^ "^ dz dp' 

, iPp /djr\^ <Pp fdyy , d^;> /dzj^ 
(84) ( ^ d^ Ur / "^ dy"" \drr '^ dz^ \drj 

+2 ^^^ ^^ ^^ ig j^^P dz cfi; I g ^i^ dx dy 
dyflz dr dr'^ Uzdx dr dr "^ dxd^dr dr ' 



eto,. 



• • • 






HnJ> t« ^i« ^Äuäijriicfe (33) im ^ll8««n«nen W »«» tt<l>«r3tt«9« 
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t>Mi bet erfllit Guf^t mt imittn fOi Mir 0ttffl^«tyttiill UMIb 
bcn aSert^e be9bUcit<, fo t|V {(oty kaf matt tki#!lle m(j|« blo0 wn 
ben abgeleiteten Functionen: 






ff 



beten SEBertl^e bur4 bie ®letdSmttS^tt' (>*) (lefKmmt »erben, fonbem 
auc^ Don ben ^ifferenstalen: 

' • • • • . • '^ 

fagcn fonm Su ol^nlhl^en Ocblfiffeii wStbe man ^langen/ «fenn 
man bie Sunction ^ für bte Sunctton p fubjHtuirte, utib at>\U^ 
formt« nfton ouctr bte Srjißen py^^r attf aQe mjgli^ett TltUn mit 
ctnanbet Mrtaufd^en^ ®o fanbe man j. ^ tii# bre m Si)ic$ttiig 
auf bie ald unab^dngi^ imränberltt^ i>eä:a<j(^ete @(5fe p getoAinub 
nen S)if[eren)tak : 

I dr, dV, d'r 

bei bem Ueber^ange t>on ber et^en 6urt»e jur anbem für ben Sßu 
¥Ü|)rungdpun(t tm TCQgemeinen biefelben SBertll^e bebaltem 
3ufa^ ö. 9ltc^td ^inbert, in ben iu\äitn 2 unb S 

* / 

r=x 

}u fe^en. Tftöbann rebuctren {tcb von ben 7(u8brfi(fen (S3), weld^e 
bie ^eranberlicbe x entbalten, ber erfle auf bie Stnb^it unb bie 
übrigen auf %xU unb bie, xotl^t y ober z tnt^alUn, verwonbeln 
fic^ refp. in: 

dy d^y » d^y 

dz tl^z d^z 

dx' 1^' dx^ • 

SBenn alfo jwifcben ben beiben gegebenen Surtoen eine 93er2brun{[ ber 
nten £)rbnung jlattftnbet/ unb man nimmt x inv unabhängigen 
SSetänber li(ben , fo bebalten nicbt blo$ bie Soorbinaten y^z, fonbern 
aucb ibre fuccefftt)en abgeleiteten Functionen bi$ jur nten Cr'bnung 
bei bem Uebergange loon ber erjten 6urt>e jur }n>eiten für ben fi3es 
rübrungSpunft im TCQgemeitten biefelben SBertbe. S)ie abgeleiteten 
SunctioYien t>on ber £)rbnung n + 1 unb ben fblgenben IDrbnungen 
befommen aber bet biefem Uebergange getool(>nli^ onbere SBert^e. 
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S(^ Imm in gßx^fm Ufopbtm %ilkn m^ bcr ümt$ für Atm 
Sunden gemadl^teii Semertung <@ette.lll) auä^ hcA ®<gent^eU 
llanftnben. 

SBetin bie gememf(!baftlt(bc Zangente ber betben 6un>en mit 
ber Vre ber x {einen redeten SBinfel bilbet/ fo i^eranbert iebe ber 
®r5Pen: 






ober n>entg|ten8 eine berfelben, n>ie bereits bemerft worben (ffel^e 
Se^rf. 3 3uf. 3) bei bem Uebergange «^n ber tinen 6un)e jur am 
bem not^wenbig ben 9Bertb. 

dum ©(bluffe biefer SSorlefuna wollen n>tr md^ Umtdvx, ba§ 
man bte %tt ber x immer |o wäbien lann, baß fte mit ber gemeuu 
fctuiftltd^en Sangente ber beibenSunoen feinen rechten Sßinfel btlbet 
Serbinbct man oldbami btn Sufa^ 3 beS Sebrfa^ 3 mit bem Sebr» 
fa(e 1 ber act^tjebnten fBorlefun^, fo ergibt ficf^ aDgemetn/ bafi 
itoti (Suroen, )n>if(t^en welcben eme 93er2brung ber 2ten ober einer 
b^b^rn IDrbnung flattftnbet/ einanber o^tulixtn, unb umgefebrt baß 
^n>if(ben jwei einanber oSculirenben . Suroen im C)6cu((Uion$punfte 
immer eine IBerü^rung ber {weiten ober einer 1fo1)txn iDrbnung 
Hattfinbet. 



* 
« 



^ ■»• -> 



^mi unb stoansfBfie SSotlefung« 

Ufbft tie 9ftf(^iebeneaJDrDnungen ber SerAf^riing f rummer 



fBh tooQen ixoei Vrummr %lää)m htttad)Un, roüä^t jtct^ m 
einem ge.^ebenen fünfte (P) berühren, ^mn man ^uxd) im 
9unft (P) eine IRormdebene ber beiben* frummen gWdS^en legt, fo- 
beräbren bie beiben :£)ur4)fcbnttt6Iinten txmnbex, unb wenn man 
biefe Sbene ^(b um bte SRormoie breben lä$t, fo manborn btefe^ 
SurcbfcbnittSImien im TtÜQtmtmn tbte Saoe unb Sorm. 

SBad bie 3abl anlan0t/ melcbe bte £)rbnung bet fBeräbntng 
btefer beiben X)uxi)\^mttUmitn auSbxüdt, fo tann fte enthebet im^ 
mer biefelbe bleiben« ober ibren SBertb mit ber ia^t ber 9lormats 
ebene t)eränbern. Sßenn biefe äaQl unt>eränber(i4) tfl^r ober ibren 
{letnflen Sßrrtb im entoegenaefel^ten %aUt \)at, fo bient ite atö 
fBta$ berSDrbnung ber 93 er ubrung ber beiben (rummenSla(bem 
@ß fei biefe ßrbnung =a unb (Q), (Ä) feien bie ^unfte^ wo bie 
^urcbfcbnittScuroen ber beiben Frummen f^lacben mit einer beliebig 
gen 92ormalebene, b. b« ntit einer &tnt, xotli^t burdb bie 9lormate 
ebt, Don bem ani bem fünfte (P) ald SRittelpunft mit einem febr 
einen ^albmeffer i befcbriebenen «Kreife gefcbnitten^ werben« SSenn 
man biefen ^aCbmeffer aß eine unenblicb Reine ®roge ber erflen 
sDrbnung httxa(i)Ut, fo ift bie Entfernung QR, welcbe mit ber 
Sage ber Stormalebene t)erdnberli(b ifl^ felbfl eine unenblicb Keine 
@ro§e, beren £)rbnung burcb eine eonflante ober toerdnberlicbe 3abl 
auSgebrütft wirb, beren einjiger ober fleinfter SBertb =a+l ift 
Renten wir un6 nun burd^ ben auf ber erflen frummen Stalle 
liegenben $unft (Q) eine ^u einer ©eraben^ welche mit ber gemein« 
fcbaftlicben SSeräbrung^ebene ber beiben frummen Sldcben einen 
merflic^ t)on yinU loerfdinebenen SBintet 8 btlbet, ber aber f (einet 

al§, ober boct^ftenS = -n- ift/ poraQele @ecante gebogen / welclie 

hit jweite frumme ^dcbe im fünfte (S) trifft; fo ift in bem S)rets 
ecfe QRS bie @eite RS fäjl jut JBerubrungdebene jparaHel, weil 
fte swifcben }wei fünften ber {weiten frummen ^ad^t liegt/ bie 
bem IBerä^rungS)>tmfte fel^r na^e liegen unb mit ben Seiten Qß, 



n 
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O^offettbor entließe SBinfel bttbet, tooioon ber erfle febv toenig oon 
cmem xti^ttn ^txi^xtbtn iil, »dbrenb bcr jtocite ateid() ober größer atö * 
ifl* SBenn man alfo burcb / eine unenblicb Heine ®r6ße unb burcb 

A <inen SYPtfcben ben (Srenjen d unb -y liegenben SStnfe( beset^^s 

net; fo ^ot mant 

3%i» bfeftt Ie|fm f^armel folgt , bofl bie nnettbfli^ fhtne Sitt^ 
fermina QS für aUe Sagen ber 9lorma(ebene t>on berfelben Srbs 
mtng tft al$ bie. Entfernung Q R. X>ä ferner baS $Berbä(tntg ^wu 
f(ben ben t)om fünfte (P) auf bie ©erabe QS ober tbre Ser(dnge» 
Hing gefdDten ^effjenbifel unb bem 9labiu§t)ector PQ = i bem ®u 
m& M aBfnbId FQS gletiJb ift, ml^tn bie aerobe QS mit 
du* fttft . iu bcr IBeröbrunsStbehc tMlaUeicn ®eraben PQ bitbet 
unb folglkb eine enbiicbt/ von SUtß verfcbtebe/ie @ro§e bat; fo ift 
Üe^ ^^Mfttiiihl offenbar eine unenbtii^ tleine ®r6§e ber erfiett. 
£)rbituttg. 3fu5 biefen t>erfc(ncbenen JBemertungeii ergibt fi^ unmit^ 
telbar folgenbet Seb^fo;^« 

Sebtfa^ 1. ,T)h ©rbnung' ber SBeri81[|rüng jwet 
frummer.§täcberL welche ficb in einem gegebeiten fünfte 
(JP) berühren/ ift um tim Siribcit Heiner, alS ber etn^ 
jige obrr ber fleinjle SBertb b^r ^aijl, welcbe bie ©rbs 
nung ber unenbli^) {leinen &ntfernun£[ jn^tfcben ben 
f)unften ($), {S), wo biefe frummen ^Idtl^en t)0n einer 
@ecante gefcbnitten werben/ welcbe mit ibrer gemein« 
fd^aftlicben ©erfibrungSebene einen i^ttH\d)zxt SJinfel 
btibet, au5brö(ft, wenn bir Cntferuung beSSerfibtun^äs 
pnnlui toon ber erwdbnten'©ecante ali eine unenblicb 
fteine ®roße ber erfteit ßrbnung betracbtet wirb. 

SBir wollen amtebmen, e§ wdre biircb ben ^nnlt (P) eine bes 
liebige (Sbme gelegt^ welcbe mit ber S3eriibrutiggebene einen merfs 
Ikben Sßtnfel bilbet', fo fcbhetbet biefe @bene bie beiben frummen 
f^idcben nac^ jwei neuen (Surfen, ^txntt fanti man annebmen, 
bo^ bie borbtn erwdbnte @ecante mit einer in biefer Ebene Tiegem 
ben ©eraben. jufammenfalle, unb wenn man al^bann ben üorberge^ 
l^nben Sebrfoi mit bem£ebrfa|e3 ber neunten SSbrlefung iDerglei($t, 
fo ergibt ^cb leicbt folgenber £ebrfa]^: 

Sebrfa^ 2., 9Beiin jwifcbtn jwei brummen ^Idcben 
t'n einein gegebenen ?>ünfte eine SSerubtung ber aten 
£)rbnuirg flattflnbet, fö • fcb^neibet iebe nornrale ober 
fcbiefe Sbtite, welcbe mit ber gemeinf^aftticben SSerüb- 
riingdebene beiber frummen Sldcben einen mrrflicben 
^tnfei bilbct> Me U^ttrit na^f ivvei Q^arttn, jxpifc^en 
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toel^en eine SSeru^rung von ber IDrbttttng a ohttiamt 
einer böbern jDtbnun^ ^<ittfinbet, 

hierbei ift n>ebt {u bemtrfen, bag bte £ut(bf^nttte ber betben 
frummen S^^^^n i^i^ ^t^^^ burcb ben semetnfcbaftlicben ^unft ge« 
benben normalen ober \(bitH^ Sbene nt^t nur eine SSerubumg i^on 
einer weit bcibera al^ ber aten ]Drbnut\g mit einanber b^^ben, fons 
bern bag jie in gewiffcn gällen ganj mit einanber jufammenfaU 
len fonnen, unb al^bann befommt bte ;3ab(/ welcbe bte ^tbmtng 
ber S3erubrung ber beiben 2)ur4>(cbnittkurt)en au^briicft, einen un? 
enb(i(^ gcplen SBertb* S^rner ifi )u bemerfen^ baf ftdb bt^fe beiben 
£)urcbfcbnitt§curt)en juweilen auf eine einzige gerabe Smie rebucirett/ 
unb al^ S3eif)>iet fann bie gemeinfcbaftü^e (Srjeugungdlinie ji^eier 
Tegels ober ß^linberfläcben, n>e(cbe {tcb in einem gegebenen fünfte 
berubren ^ angefubrt n>erben. 

lEßenn bie beiben frummen ^Id^^en burcb jn^ei ®(ei(j&ungeh 
ixo\\d)m ben gerabltmgen ^oorbinaten x^y^z au^gebrii^ merbeU/ 
unb xotnn bie burcb ben gemeinfcbaft(i4)en $un{t gelegte SBerül^s 
rungSebene nicbt faft p ber Tire ber z parallel ift^ fo ergibt jtcl&, 
wenn bie @ecante QS p, biefer %xt parallel angenommert wirb, 
aus bem gebrfafee 1 unmtttelbar ber folgenbe; 

gebrfafe 3. Um bie £)rbnung ber äSJerubrung jwei 
frummer ^läcben ju erbalten, weltbe ficb in einem 
fünfte berubren, worin bie S3erübrung$ebene nicbt ^u 
ber Are ber z parallel ijl, braucbt man nur eine bem SBes 
rübrungäpunfte febr nabe liegenbe äDrbinate ju jieben 
unb ben einji^en ober Fleinflen SBertb ber eonflanten 
ober \>eranberltcben 3öbl'iu fucben, welcbe bie Drbnung 
beS jwifcben ben beiben' frummen gld^^en liegenben 
unenblicb fleinen SlbeileS ber Drbiitate au6bru(ft, wenn 
bie (Sntfernung be§ S5erü{)rung§punfte8 t)on biefer Drs 
binate alS eine unenblicb fleine ®röge ber erjlen £)rb» 
tiung betracbtet wirb; fo gibt biefer fletnfte SBertb/ 
um eine ©inbeit öerminbert^ bie Crbnung ber idttü^^ 
rung an. 

Sufafe 1. e^ feien 

(1; . z=A^,y)» (2) z:=F(x,y) 

bte ©tetdbungen ber beiben Brummen Sladtien^ fo .b<^ben btefelben 
einen gemeinfcbaftli^^en ^unft, wclcber einem ©ylleme gegebener 
9Bertbe ber SJeranberlicben x^ y, entfpricbt unb in blefem fünfte 
eine nicbt iu ber 2lre ber z parallele gemeinfcbaftlicbe SBerubruns^s 
ebene (f.S$orlef.l6©.233unb234), wenn für bie gegebenen ^ertbe 
t>on JT, y bie ©leicbungen (1) unb (2) nicbt bloS für bie £)rbinate z, 

fonbern auc|i ffir il^re partiellen abgeleiteten Functionen p = -j-, 
5r=— — biefelben SBertl^e^geben/ fo bdß ben ©leid&ungen: 



I 
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mtb: 

^ ^ dx dx * dy dy 

®enfiae gefd^iel^t unb bte betben Xl^etfe ieber be^felben enbltc^e 
aSertpe bel(ia(ten. 3n biefer SSorauSfe^ung wirb bte 2)ifferenir 

(5) . F(x,y)-nx,y), 

»eld&c für bie bem'JBerfil&rungÄpunfte entflörecbenten SBcrtfte »oit 
X unb y t)erf(^winbet/ eine unenUic^ Heine ®xo9t, wenn bie SScr^ 
anberlicben x, y unenblicfe Keine Sncremente A ^> A y bef ommen, 
unb wenn man bie entfernung: 

(6) >r(A:r^ + Ay^) 
» 

aK eine unenblic^^ Keine ©roge ber erjlert Drbnung betradfetet^ fo 

t{l bie jDrbnung ber unenblict^ Keinen ®roße/ welche ben neuen 

SBert^ bon: 

F(x, y) -- f(x, y) , • 

au8brfi(ft, txm eine (Sinbeit l}of)zx o(S bie £)rbnund ber iSSerul^run.q 
ber beiben frummen gleichen. UebrijjenS ift wo^l ju bcmerfen, bag 
ber XuSbrutf (6) eine unenblic^) Keine ®r6§e ber erjlen JDrbnung 
ijl, wenn iebeS ber 'Sncremente A^» Äff t)on ber erflen ßrbnung, 
ober wenn einS berfelben \>on ber erjreB ßrbnung unb, ba§ anberc 
9lull ober t>on einer böfyern ^rbnunc) ifl. 

3 Ufa 6 2. SBenn ftc^ bie betben Frummen ^Idcl(^en in einem 
5>unfte btr Are ber z berü^reii, «ber fo, ba§ biefe txt nicbt in 
ber burcb ben S3eriibrung6))unft gelegten li&erubrung^ebene liegt/ fo 
ifl e$ {ur SSejlimmung ber SDrbnung ber ^erul^rung mtb bem thm 
®efagten binreicbenb/ bie ^af^l gu fucben, welct^e bie £)rbnung ber 
J)ifferenj F(x,y) — f(x,'y) auSbriicft, wenn man bie beiben SSer« 
anberiicben x,y a(6 unenblic^ Keine ®rögen ber erflen £)rbnung 
betrautet/ unb biefe 3abl nm tint ©inbeit ju »ermfnbem. SBer« 
fäbrt man auf biefe ^SSSeife, fo ergibt ftd^^ baß bie burd^ bie toter 
®(ei(|iungen: 

z = x^ + y^y z = ar« + y»> 
z — x^ + y^, 2 = .r» + yS 

au^gebriicften frummen f^acben im 2(nfän0$punKe ber 6oorbtnaten 
eint Serubrung ber erflen iDrbnung mit f tnanber eingel()en/ wä^renb 
)Wtf(^<i ben beiben frummen Sld'd^en: 

eine fi3erü^rung ber nten £)rbnung/ unb jwif^eit ben betben frum» 
men %li^tn: 



eine JBerfil&rurtfi ^on bet fDtbmni f — ls=4 fei bcmfetten |)unfte 
ftattfinbet. 

3ufa| S. aStr n>Dnen annel^men/ baf bu betben frummen f$(ds 
(feen (1) unb (2) einen, ben6oerbinaten*ar,y entfprecfeenben gemeim 
fcbaftli4)en ?>unft unb in biefem fünfte eine gemeinfc^aftlid^e , nicbt 
ju ber %xt ber z parallele äöcrübrungSebene baben,.bo§ jwifcben 
t^nen eine S3eriHS)ntng t^oii ber iDrbhung a ftattfinbet unb ba§ fers 
ner n bie ^an^f^aU bejetc^net/ n>e(d()e unmittelbar proper ij^ alS 
a; fo »erfd^wmbet bie SJifferenj: 

(5) fi^y y) —fix, y\ 

unb wenn man burcb A-'^^jA.V unenWic^ Reine, ben Öootbinaten 
x^y ertbeilte Sncremente ber erjien £rbnung bejeic^net, fo ift ber 
2tu6brucf: 

(7) F(x+^x, y'+Ay)'-f(x'\-/\x, y+Ay) 

nad^ ßufafe 1 eine unenblicb Keine ©rSße t)on ber Drbnung a + !• 
Damit ferner bie Sncremente A ^j A y wnenblidS> fleine ®roßen 
be^ erflen jDrbnung ftnb/ braucht man nur: 

(8) ls^x=^adXy Ay = <^^y> * 

ju nehmen, wo « eine unenblicb Reine ®röße ber etftcn jDtbnung 
bejei^net unb bie 2}ifferenjiale dx^dy enblicbe SBertbe erhalten. 
Ttlöbann erf4)eiht ber 'Äuöbrucf (7) unter ber gorm: 

(9) F(x + adXf y + ccdy)--f(x + ccdx^ y + a^y).- 

. SBenn man alfb bie SBerdnberfid^e a al§ eine unenbli4> Heine 
©rofe ber ^rjlen IDrbnung betrachtet/ fo ift ber TtuSbrutf (0) in 
ber gemac()ten SSorauSfe||ung eine unenb(i(b Reine ®röge üpn ber 
£)rbnung a + 1, roelcbe ^tttf)t man ubri^en6 ben £)ifferen3talen 
dXfdy oucb beilegen mag. 

©efem wit nun ber JEurje wegen: 

(10) Fix-^-adXy y+ady)— A^+«rf^f y+ady)=^(a)- 

fo' fft nacb bem in. ber 2)iflfereniialn 58orlef. 6 ©efagten ^<"^i>(a) 
bte erjle ber ®ropen: < 

*(«), *'(«), *"(«), 

xoeld^t nlc^t me^r mit « üerfcbwinbet, ober mit anbern SBorten, 
^(«+1) (0) iji bie erjle ber ®rößen: 

*(0), if'iO), *"(0), €tc...., 

nteldbe einen t>on iRuD t)erfclS^iebenen 993ert|) befommt, unb mm ffOt 
folglicb: * 

(11) ,*(«|=0, *'(0) = 0, *"(0) = 0, ..*^C)(0)=0. 



\ 
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©efogten: 

^(0) = rfF(x, y) -rff (ar, y) , 

ClC« • • • 

i>('\0)=drF(,x, y)-drf(x,ii). 

9Ban ^at olfo für ben gemetnf4)aftIt4Kn fünft t(r betten 
Intmmen S(ä4)en: 

i^(*, y) =f(x, y), 
^{x,y) — df(x,y), 
(18) { d'F(x,y) = tPnx,y), 

rf" ^(jr, 2f) = «^ A^> y) > 
'Ober was boffelbe i{l: 

T{x,y)=f{x,y)j 

letc« • • • 

2)a btefe It|ten ®Iet(lE)uitgm ftattftnben milfren, wel^e SSert^e 
tnan.^hcn S>t|f(nttsta(eai2ar,i22r <»«(> ^thmtaa^, f« i^btit ffc ofms 
bor bte na4>jie^enben ®let(i)ungen jut So(gc: 



/ ■ ' 



P 



• * <l 



4 

jd;i: cfcr ^ dy 4^ ' 



j» 



I dr* cfe* ' dxdy dxdy ' 

(15) \W£jj) ^f(x,y) . 

\ d'f(x, y) _^ <P/(j:, y) rfT(^y>^ M^?I 
dp" T. die" .? «6b— irfj/ . rfft:"-niy':' 

d'F{x^ y)._ tPf{x,y) d^Fjx, y) ^ d^(x, y) ^ 
^ dxdy"'^ dxdy*~^ ' ' dyl* dy* 

ffl^cnn ftd() atfi^ jwei frumme Slaä^eih nn eiacm ?)urffte.wrßfe 
rcir, worirt bie SSeräl^rungSebcne nidbt ju bct Xye bcr z paxaUtl i% 
\o t(l für" tiefen ?)unPt ni4)t bIo§ ber SBertb ber ar§ Sunction b^t 
beibcn unabbd'ngigen aSerdnbcrlidS)en x^y betrad&tetert* OVbinatt i 
unb ber SBertn^ber tbrcr })artieaen abgeleitetm gunctionen ber erjlen 

©rbnung: . : 

\ - • I • 

dz dz 



(16) 



5 J^. 9 



dx' dy 



bei bem Uebergdnae toon ber etilen 6urt)e 'jur jweiten untoeranbers 
Itcb , fonbern baffelbe gilt aud^^ »on ben jjartießeh obgeleiteten gunc* 
tionen : 

:■ ££ dH rf^ ' • ' ' ^ " •'' ■•' '*'• 
dx^' IMy^ dy^' ; ' 

(17) { ^ dH dH dH 
dx^' dxHy^ Ti^^ ly^' 
etc. i ,> 

bis iu bencn, bcren StbnungSja^I ber ganjen Sö^l ßl«c|) tjf/ welcbe 
ber fcrbnun^^jabl berS5eru]&rimgjgIeid() ober im'mtttelbar groger al§ 
ffe ijl. ITOit anbcrn SSSorten, tpenn moxi i)iefe ^anje ^aJ^lmit. n 
bejete^net, fo .bef)atten bie Ötbinate z ttnb i^te SSotalblfferenjiate id 
t)erfcbtebeaen Crbnungen biS ju bem t)on ber SDtbnugg'n, b. \^. bfc 
®rö^en: ^ - . . 

<18) .. . 2;, ,dz^ d^Zj ...^ d^'-H^ dTz . , . 

bei bem ttebergange m ber cr|tenftum'menSI«dS)e^jyr jtoeiten;* 
felben SBertbe, welcb'e Sßertbe man auci() ben Siner^hjialen dx^ 
d y ber unablf^angigen aSeräMjbierlidi^en, bettegea mag,*. 

Sufafe 4/ SBenn jn>ifd)en ben beibeit frummen Sl!dd&en iiine, 
SSerubrung ber aXvx ©rbnting '^-jlattfdnbe urtb bie * gemeihfc|)afllicbe 

(Saud^f. 11. 21 



^ttüt)xyxnQMtnt roüxbt.iu ber* ^tire Ux z pataM, fo erj^dte mattf 
toenn man Den SSSert^en bei; ftcb auf ben S3erull^rungdptinft bei^te^ 
benben 6ccvbmaten x^y unenblicb titint ^ncremente ber etflen 
,£)rbnun9 beilegte/ für bte entfpred^enbeit. SBert^e ber £)iffren): 

» • 

im TtUgememen feine unenbli^ Heine ®r8ge wnberäpibnunga+l; 
jebod) founte man bte eben angeiDanbre Ü^etbobe nocb jnir jBe^tm? 
müna ber IDrbnung ber SSerübrung attwenben, n)enn mkw für bte 
fBeranberiicbe z eine ber SBeranberliojen ar,y fubftitüirte. Um j.85. 
iu ietgen^ ba^ jn^ifcben ben betben frummen Sldcben: 

»elcbe bie Gbene ber yz im XnfangSpunfte berubren, inbiefem 
fünfte eine JBerubrung ber jweitett Örbrtung ftattfinbet, brauc^jt 
man nur ju bemerfeu/ bafi ibre fut x aufgeloflen ©Utc^ungen b» 
Sorm annehmen; 



X — ^ ■ - rt ■ <l * — i 



z* 



unb ba^ bte ^ifferenj: 



2« 



1 — y« 1--»« ♦ 

t 
eine unenblicf^ Reine ®r6§e ber britten Drbnung ijl, wenn man 

y unb z al§ unenblidSj Heine ®roßen .ber erjlen ßrbnung betrachtet. 

SBae bie SJiflferenj: 

F(Xfy)—f(x,y) - 
anlängt, fo rebucirt pe ^6) in biefem SSeifpiele auf; 

x^(l-y^)^-x^(L-y''ßr ' 

Unb »enit man x unb y al§ unenblicb Heine ®r6geo ber erftcn 
ßrbnung bettacbtet, fo ijt fte» feine unenblicb flejne ©röge^on ber 
jwcifen ßrbnuncj mcbr, fonbcrn blo§ t)on ber Srbnung i. 

3ufafe 6. SßJenn bie gcmeinfcbaftlicbe Seriibrungöebene ber 
betben frummen gld'cben nicbt ju b^ Tixt ber.« parallel. unb bie 
ßrbnung ber S5erubrung eine gan^e 3abl ift, fo braucbt man jur 
iBeflimmung biefer Orbnun^ nur bte iefete ber ©leic^ungen; 



(19) 



Fix, y)=f(x, y), dF(x, y) = dfix, y), 
ä^H^9U) = dYi^ry}3 etc 
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cnf^vlkiitn, rad^t für ben S3eni^rung$)>unft/ unabl^dngtg t)on beri> 
ben 2)ifferenAtalen dx^dy ber unabbdngigen SSerd'nberli^en beige« 
legten SSertpen/ erfüllt lotrb, unb atöbann ifl Jbie £)rbnun3 ber itt 
btefer legten ©leicbung t)orfomm«nben £)iferenitale genau, biege« 
fuc^te iDrbnung ber S3erubrutfg. 

3um @4>I|ii{fc biefer.^85ortefnna^tt>oll{n wii;,yo* bewerfen, baf 
bie Qtjt ber 2 immer *fo n>oblen fann, twg.H^ m<bt ju ber 



man 



burcb ben IBerubrungSpunft ber beiben frummen Sldcben gelegten 
Sätmmiicbims »araffeltft. ^®w|W..wai^^ji^trtfj5i|gifit;n*:^^^ 
3ufa(s 3 be6 3ten Sebrfa^eS in SUerbinbung mit bem Sebrfa^e 2 
ber jwan jigflen V JBorlefung, bag jwei frumme gldcben, jwifcfeen weU 
d^en ein^ Jöerübrung ber jweiten ober einer b^b^rn Drbnung jlatts' 
ftnbet/ einanber o^culiren unb umgefebrt, bag -jvüifcben ^n>ei einam 
iber eScitUrtn^en frummen f$ld4)en im £)$qilation^|mn!te tinmer eine 



jBeru^ung ^c jn^eiten ober einer ^o^ern £)rbnun$ 



jlaöfmbet^ . 
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SDref vin\> smmisldfte S&sitMun^* 
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5ffiir rocUtn eine ebene 6urt)c Utxaöjtm, ratl^t bnri^ ettie ©felB^uttJ 
jtDifd&^ert tm teilen .r cc^tw^f Rgen • 'goDrlbinAtih Xj f^LÜ^thrSit »n*, 
ober eine 6urt)e t)on boppelter Sriimmung, n)eld|)e buircl^ ixoti ©(etd^um 
gen jwifcl^en ben brei redjtwinPligen ßoorbinaten ar, y, z au§aebrii(ft 
wirb unb auf biefer 6urt)e einen jwifd)en einem fejlen |)unrte (i<) 
unb bem bewe9lidf)en fünfte, beffen 2Cbfciffe x ift, liegenben »Os 
oen. SSSenn man biefen mit bem 3eicben + ober — genommenen 
söogen, jenacfebem er oon bem 5>unEte (A) au§ in ber einen ober 
anbern Sficbtung genommen ijt, mit s bejeid)net unb bie 9Zeigunj 
. ber 6urt)e gegen bie lixt ber x mit r; fo b^t man naä) ben Sor^ 
mein (10) ber fünften SSorlefung unb ben gormein (7) ber fec^^- 
jebnten SJorlefung: 

, ds 

sec T= + "T- 9 
— dx ^ 

ober tt)a§ baffelbe ift: 

(1) d$ = 'jtsect.dx, 

wo ba§ boppelte 3eid()en + auf baS ^tid)cn + rebucirt werben 
mug, wenn ber S5ogen s mit ber 2tbfdffe x jugteicb wdcbjt unb auf 
ba§ 3eid)en — im entgegengefel^ten ' gallÄ 9lun feien (P), (Q) 
jwei t)erfcbifbene fünfte ber 6urt)e, wclcbe refi). burcb ba6 ©pflem 
ber ßoorbinaten xq, yo unb burcb baS ©pjtem ber ßoorbinatcn X, 
Y beftimmt werben unb (p) ber beweglicbe ^unft, welcher ben 
oerdnber(id[)en ßoorbinaten x,y entfprid()t. gerner wollen wir am 
.nebmen, bag bie ?tbfciffe x beftdnbig wdcbft/ ober beftdnbig abs' 
nimmt; wdbrei]b ber beweglicbe ^unft (p) oon ber iaQt(P) yi 
ber gage <Q) übergebt uoD ben Sogen PQ befcbreibt. ©nbltcb 
feien so unb S bie beiben SSertbe oon s, xodä)t x = xo unb 
a: = X entfprecben, fo ergibt ffcb an^ ber®leicbung (1), wenn man 
ibre beiben jl^tik oon x=^xo ouS intregrirt : 



(2) s — So=^ + / sect.dXj 
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vmb wenn nuat ar=X f(|t: 






(8) jS— *o = ± / • cesif. dx\ 



«0 




^^xiMii^ \>n tjöröirf, (ä) fÄirft rtian immer We ffange t>e$ 
^"8 PQ^ tt>clct)e bemßaljlentocrtidfe bet SJrffcrett j 5 — «© flW^ 

(4) S—8^=J^ secxd±\ _ , , 



tpenn bic ©tfferenicn S—so, X — xq ®rof en »on bemfclben 3^i* 



. i j 



' '?äj ' S—So = — / *ecr rfor. 






WKnÄ inefr äDiffcmitf n , ©roßen Dpn . r nt^enaefeltcn Seicfeen ifciK 
SBenn ber ^unft {P) mit bem fünfte (d() ivUmmnfic\t,, ioimxt 
scv^A»' ' ^th^t. man at§bi^mt^)ui;<^Strintt^. bet i^egr^ffe dn> ba^ 

ber ^ei*uri9 (2): " ...'.• 

(6) s=f''^ctdir^^ ' 



^ A » * « 



X 



nnb aai ber ®(etdi)ung (3) : * 



• • <» ■. » 












ÜBenn man ferner bie 2(bfctJTe x oIS unab^angme SSeranberlti|K 
betrachtete fo wirb ber SBert^ t)on sect ffir eine ebene ßuroe nac^ 
bejretpen SSorlefung burjüsbie ©leii^uHg; 



(8) »«cr=V(l + »")=± V 



befttmmt/ wo N bie 5R«jrma(e ift. golglidl^ gibt aläbann bie ©lei^ 
^ung (6): 



^ ' •. .-. 



(9).; , .^ « =F /" V(l + y'") rf«^- 



Sftgeden findet Man fSr eine 6i(t»e oon tO|>})c{ter Arfinraiitng 
(f. »ortef. W): 



(10) ;■ ... in' : JWct?=.j/arirV*«fa'2J: 



. J'r 



\ < 



— 82« 



(11) 



1. 






, , SSeiin . bie Steigung r cpn|tant u>{vb , , mt foI^iS gefdbteiftr , wenn 
Ccb. bte g^.qetiene ISum auf eme gerate Stnie iMx auf eine (S((^r^ 
Denlinie rebuctrt/ bte auf ethem Sylmber befc^^rieben ifli beffett aj;^ 
fntt ber 2(^e ber or {ufammenfällt; fo gfbt bie ®(eic^ung (6):'" 



(12) 



^ = sect / äx = (or-^aTo) «ccr. 



' i ' ; 



' , » 



, SDa nun x — Xf^ genau bte ^roicctton beS SSogenS'jf.anf bie 
Vre ber\2r auSbrücft/ fo (ann man folgenben Sel^rfa^ aufhellen : 

£ebrfa|. ^enn eine Sinte in alUn x^x^n ^ui^tten 
biefefbe Sleigung gegen bte 'Äye ber x b<^t,*fo Ml eine 
auf berfelben genommene Sänge bem ^robucte au$ 
Hjtcr 9>'roi^ctton auf bie Äye ber x unb ber @eca'nte 
t(^rer 9ieigung glei^. ' \ • - j ; 

• SBir YtioUen nun bie ^ormei (6) auf einige S3eif^ie(e amvenbem 

'" «etfl>ier^l; ' aSSenn bie gegebene Surtoe ber buirtÜ bfe 
(Slcicbung: .• . . ^ 



I • 



(13) 



«»+y?:pil« 



wt^Sebra^te SUtM \% fo W man iV=^. gfoIgHclf gibt bte fUpt« 
met (8): 



', ' i ,'»•■* » ' 



(14) 



Mfit^ TT - " "T" ^~~ '2SC3 » ■ I ' ► «^w^^Ma» _» 



«nb «ttS'^er ®I«i4>unij (6) fbCljt: 



.»1 



(15) *=Ä/,^7-^s^z:-r^=^r''**'*Ä-'^''«"5-> 

',••■'■■■ 

^iefeSSfefuttaf war leidet t)orl^er )u feigen; benn ^if Differenj: 



% X ' Xo\ 

arc sin-j^ — avQ sin rr^ 



v 



.) 



1 , 

pffc()en ben beiben'SBogen bc« ^rcifeS. wn bem ^atbmeffer = 1 
tft baS 9Raf bc§ SBinfelS jipif^^en ben t)om TtnfangSpunfte nac|> ben 
\>m Stbfciffen ;|q unb ^ (^ntfpt^cbcnb^n 9>unftÄ(i ibe>. ges^beÄ^n-^Rrci*, 
fcS gejogcneh Sfabientjcctoren. S?oIg(icb ijl ba§ |)rpbuct.ajji^ btefp| 
2)iffercn} unb bem ^albmefj^er R ba6 3Rag - be6 JBogenS * be§ gege^ 
n^r[ Äretfeö, vsftidjtt jwtfdjw ben • bÄra^tete« ^^nften liegt, • : ' 



(16) •5r + f-=^l . . . . 

/ 

auSsebrilcfte @att>fe betrad[^ten, wo a unb b refp. bie l^albe grofe 
unb {(eine Xjce berfelben bejetd^nen. 3n biefem S^Q^ ^at mattt 

(17) 'T+ »41- =3= 0, if'* =— 7-r = ^; .r ■> .i; , 



(18) .ecr=V L a^a^^or-O J ^ 



® enn man ferner bte ©ccenfrkitdt ber (güipfe , b. b« ba§ SSer^ 
^altmß jwifcben ber ©itfernung eine? JBrennpuntteö t)om 50litteU 
ibunfte unb ber b^ben großen }C]ce mit ^ bejetcbnet, fo b<2t man 
(f. «orlef. 11): . 

(1») as = ^f(a^ — b'^). . 

^ierna^) t>en»anbelt \iä) ber SSJert^ .t)on *ecT^ in: 

unb aus ber ©leicbung (6) folgt: 



<°) •=/.VC^^)'"- 



®enn man in ber gormel (21) bie ©renjen be« SntegraleS 
in äSBeiicbimg auf :r vefp. buttfe unb a "^ejeicbnet, fo rebucirt . jidj^ 
ber SBertb oon ^'auj^; -,^ , ., 



'=/:s/(^^y'' 



unb btud t ben mtttn S^b^il beS Umfanget ber (iUipft auS. ^olgs 
lt4^ toirb ber ganje Umfang bei^elben burcb bti^ ®röße: 



w ' *yiv(§r^)'^ 



auSgebrüdFt/ toorin man blo^ x=^at ju feigen ixaM^t, um {!e auf 
bie gorm: 



■<»' *«/:ve-i^")^' 



fd^e 8tn!f \^, meiere n>tr hmltB itt.ber erften SSorlefuns Mtki^. 
Ut f)obtn, unb xotid)t inxd) bie ©(^icbung: 

(36) V~al(x) ^ 

au$qebnt<ft totfb, yoi> 7' bai 3et(^j^ ber in bem Gpfleme 1^ ber 
S3a(tS e genommenen £osartt()men tft, fo ftnbet maai 

(87) ten^t=y=rj, 
unb fotgltdj^: 

(88) a: = acöfT, dx=^ — a * . ^ ■ ^ I 

jEBejetc^net man nun burcb ro ben ar=:xQentrpre(!^enben93ei1^ 
t)on r, fo folgt auS ber ©leict^ung (6): 



(39) «=: — a /* 



dt 



To costsin'^t ^ 



2Cußerbem l^at man: 



1 ^_ CO*' t + ^w' r cost . 

. »•V>2.' "^i^^o- oA.2";r~ "^ cA.2-, "t 



unb ferner: 

'costdt 1 



«»^tJ ^ Ätnr 



+ consU^ 



/ 

/ rfr _^ f ^di ^ T 



I 



Sorglich. S^bt >te ©letc^uns (30;: 



(40) ■■ .. ',=..- '■'■ . ■;, .- 

SSknn man bie 2(ren beror unb ber y mit timv^tt i»ettauf4t/ 
fo oerwanbelt fidS> bie ®leid[)un9 ber logaritbmifc^^en ^iu xtk kt^ 
lettS .ihr ter* jjmciten JBöt(efung,.b<mertt4#f m: • ^'^ > 



ott^gebrMte Parabel t{t) fo ^at man: 
(32) !8r=J', »'=|=±\/(l*£). 



^ i 



(38) sect=\/,(l-^-^)y 



unt> foIgß(!^r 



3ur SBejtimwung bc« ® ert]()e« brö im jtDcitcn Sgl&eile ber &ltU 
d()ung (84) ootfommtnben Sntegraleö fefte man: 



fo ftnbet man: 



• j. i 



« 






' > 



='^^'-^^)-*'f^>-'^ 



@efet man nun bct 'ßinfailj^l^ieit wegen ar© = 0, fo ergibt ficb au* 
ber gormel (W)r 

S)iefe§ iji ber ffiertb beS IBogenS ber Parabel, weld^er jwU 
f4^n ibi^m @d!^tet tmb bem bev ](bfdffe x etttf)>rect^eniben 9)un!te 
berjilben liegt . 

S3eif))iet 5. SSemi bir. dfgebene ßitrt>e bit.lagiicitl^mts 



tn 






• • ♦ 



(47) y= 

ttnb folgltdl»: 

(48) ,ecr=^-±^. , . 

Säpt man* Htm o^Q.^i^fmMmr f& fi^tgt- (^nft'ftir @bt(|^ung ((^: 

.XX X X. 



M -^ J^ 



^ - » t 



(49) « = / ^- ^ d<»«ia ■ g ' caay, • 

•V 

- TCuferbem fic]()t man lefe^tein/.bafi bev.ber lbfdffear=0 ents 
fprecfeenbc ^unft ber 6urt)c (46) bcr am tieften liegenbe tjl. golg? 
liefe tft in tiefet 6urt)c ber t)on bem tiefften *^Wl?ti an- ^vjiSWte 
JBogen 5 ber (Sroge y' = tangt, b. I). bcr fttgonometrifcfeen S^an^ 
gente ber bem (Snb))unfte biefe^ ' l)3og«nS ent^piretfeenben 92etgung 
j)ro^)ortional. ' •'• 

kommen n)tr nun wieber auf bte ©letcfeung (p jurucf. SSSenn 

man barin y für or fegt, "fJ^mug. man jir 'fll«*^^. S^i,t y"- ^ fß^^ 
r fefeen unb man l)at foIglidSi : : ^ . s 

• ^« • • j . • V 

(50) ' d«=.ico*ccr.dy. ' * 

« • 

« « 

92«n n)oQen wir annefemen^ bafi bie £)rbinate y be$ bewegltcfeen 
fünftes (p) bejldnbig-ju- ober b^^big AWiTOiti; .«)jaj6|r<nfe tiefet 
^unft ben Sogen PQ befcfereibt, beffen beibe enb<)unfte ben" SDr^ 
binaten yofT entfprecben. ^ntagrirt mcm alSbann bie ©(eic^ung 
(50) wn ysryo au/ f» finbet mm: 






2^0 

imbtoemt man ysT fe^t: 

r 



(52) Ä •— lo = + / cosed t.dy^ 



unb itvor tft: 



. (5») ^ Ä — ^0 = / öo^efJip . rfy. 



wenn We ©ffftrtnjen iS-^'«b, r-^5o'®t6ßfn üon bemfeBf^eh 3ets 
4>en; unb: . • . \ , \ - 



»SS 



/, 



(54). S—So^^^ / /cosect.dyj 

wenn btcfe JJiffcrenjen: ®t«feft tMm entgegenoeffeiem Setzen '♦!»*. 
aSetiA f^wcr \Ai ^e^eftene Siim cbett iff , fo x^at vem, wenn man 



(55) ;CO*«c''P=T=\/(l+-ir) 



' ?8jcnn man atfo t>€n Sogen «o AtS «uf .9lull tefeuckt «nb \>vt 
®rpgen «,»—3^0 mit bemfelben 3etcfeen behaftet annimmt fo folat 
aue b« ©leit^una (51): . , 






.. . V.»« . t).W . bet gtiwrf (5(Q eine IJCnwenbttttg ju gebeii^ »oOe» 
»ir^cmji^^en, bag bcc:)?5o8rn ^ ^onbem TfnfÄugejMiiifte *er. 6oJ 
erbieten au^ auf bcc bur* einen Sxtx^.wn bertt ^albmeffnr JB 
(rjeugten un* bur<b»Ä)e J®{?i*unö:' 



•N' 



B — y 



(S»> ' x=::.fiörcco»,.^-5-i:-V(2B»-y«)(T.®. 4ft> 



'f 



auägebrßcften ßpcloibe genommen fei; fo ijot möninibicfiaSSoraufe 
fefeung: ♦ 



\ -» 



4..) .> >^ 



% ' 



(58) , 

y* • 2« — y *■ 

(50) l */ \ {iti — y) . 

.' ; '■a<aJj)*t(aÄ)*r-(2Ä-.»)*i, ,'"'■/ .^ ..-, 

'^ •• -. ' • . -•■■'.■■• 

• ! '■ • • • . ' ■ ,• • 

im) ■'•„l4ä-»p=V"[2ä.<ää.-»)]. . 

^tefe le^te ©ieid^üng gibt ben Sogen« ber Spctoibe alh guncs 
tion ber Drbinate y, fo ^ange tir <8!|bpvnftr,beffelben jwifdSjen ib^m 
tttnfang§<)unfte unb Bern ©c^eitel be§ erjlen Bweigeö ber 6urt)e 
lit^i.* Skw \m \S\f$)pwlt \M\ti Sämia» s mit Mm- ^BM^nttit 
®^eite^|iifaiiun^nfa&ai|oa, ^:miit.inmiy^iRiti^m m^^^ 



gomtfl (00) gtbt att\>ann ben SBertQ ber SSetanberltAen « =.4 R« 

SDad Doppelte biefeS ffiett^« ober 8Ä tjl tfe gange 'eined bÄfebU 
gen äweiged ber ßpclotbe / b. b* be$ in)ifdi)en jn^et auf emanber 
folgenben dioict Cebtpunften liege^ben JBogetid. ^ •• 

£)te formet (00) läßt n4) au(b leicbt biteet attflieDert/ iMitt 
man ftd) auf bie bf fannten Sigenfcbaften ber (Spclotb^ {lütt^ . :£)enn 
totr wollen annehmen / ba§ man auf ber TLxt ber x unb auf einer 
burdt^ ben @cbeitel ber S^clciibe {u ,biefer Ttxt parallelen ®eroben 
jmei mit - gleicben M^albmlfiern befcl&friebene Äretjfe ju gteicb^r Seit 
fortrollen ld§t, »elcbe biefe'- parallele fletß in bemfelben fünfte 
berubren. SSä'brenb al^bann ber @nbpunft ejneS £)albmeffer$ bed 
erften ÄreifeS bie gegebene ßpcloibe befcbreibt/ befi^reibt ber @nbs 
punft cinea au§ bem ?9?ittelpunfte beS jweiten :Äreife§ ju bem 
^albmeffer ' beS erjten parallel, aber nacb entgegengefe^tem ©inne 
gejogetien .|)albmefrer§ etne.jn)eite Sipcloibe/ welcbe bie (St)olt)ente 
ber erflen ifi (f. Sßorl. 7)/ ^tin feten x^y bie (Soor binatentciaeS 
auf ber gegebenen Spctoibe in)tfcben bem %tfang§punfte unb bem 
®cbeitel beS erjlen 3n>eige$ Itegenben 9un!te$ unb ferner feien £, 
1} bie Sooirbfnaten eined auf ber in>eiten dpcloibe tiegenbeh, cen^fpons 
birenben 9>unfteS, * fei berS5t»gen ber er|len.6pctoibe jwif^en bem 
XnfangSpunfte unb bem f)unfte (x^y) unb q bie Entfernung biefe* 
legten fünftes loon bem fünfte (I95); fo ttüit biefe Shtfernung q 
nicbt blöd ben ^rfimmung^b^lbmeffer ber @t>ott)ente an^, welcber 
bem |>unfte (|,i;) entfpridbt/ fonb^rn ^cb ben fßpQtn .ber ^^\Ut 
jwifcben bem fünfte (x,y) utib bem.fecbeitel beS erjten StüeigcS* 
Wlan i)at alfo offenbar/ n>enn ber $un!t {x,y) mit bem Xnfangds 
punfte jufammenfdttt : 

(81) * = 0, Q^iB. 

V 

TfB^r roenn ber ?)unft'(ar,j> mit ^m;@<8e{tel be« ^jlen Sp« 
doibeniweigeS Aufammenfallt: 

(«2) s = *Bi (> = e, 

tttt^ im ^gemeinen: 

(6S) 4iB — Ä = ^. 

X)a femer ber Jtr^^mmungdbatbmeffer o von bet IBaftS ber 
ixotittn (Spcloibe in $«ei gEeitbe S^litilt getbetlt Yoirb, fo ifl er ber 
boppelten ©ebne gleicb/ »eld^e in bem ©rjeugungSfreife ber erjlen 
gpdoibe jwifcbeh bem fünfte (x, y) unb bem obern SifbpmiEte bed 
ju ber 2lre,ber y paraHelen 2)urcbmefierd liegt, Da alfo biefe 
©ebne tint mittlere geometrifcfee • f>roporttonale ivOifdbm berp ©unb* 
meffer 2R unb feinem obern SIbeile 2R — y\\t,\o\)ot man: 

(64) ■ . ■ p=V[«*(2«— y)]' • 

Snben mn bie ©bitbungeft (68) unb (04) mit «tnonber ^tt* 
buiibfny fb: ergibt fi(b^ barou» ummttetbor «ie (SUeid^g (60). . 



^knn man ^U TfirtYv^er j? imb bev y m^ttnftfiber ^^Umf^, 

fa ertite^le man. ftatt Mx ®(etc(^ung (90) tie folgeni^e: . 

(05) 4Ä-« = 2v'[2Ä(2Ä-^a:)]* 

SBermtttelJl biefijr testen Sormeltöflin fic^ Ux(i)t mehrere merf« 
vourbige (Sigenfcbaften ber ^pcloibe bartbun, n)e(4)e bte . ÜJ^ecbatuf 
fennen gelebrt b<rt« 

Xte Soi^nieln (4) unb (5) würben beibe uni:id()ttg, wenn man 
auf ber gegebenen (Suroe ni(ii)t.t)on bcm fünfte (P) ju bem?Sunfte 
(Q) übergeben tonnte/ ebne bie TCbfciffe x balb jU:: unb balb abs 
nebmen ju laffen. Um bie S3egrtffe ju ftjciren/ tooHm nnr onne^^s 
men , ba| . 

neue SQSert^e brä iBogenö « betet^^nen/ n>el(|)t fo, gen)d1()It. ftQj>/ bafi 
bie ®rofen: x 

"■.'.■■ ^ 

(66) «0^ *i 5 *a>** •• • •*»»— 1> ^m> Ä ' 

eine }U5 ober abnebmenbe SReibe btiben. 2(ugerbem »oHeti n)ir an? 
nebnten; baß bie ^tbfciffe x ftefö ju« ober abnebmc; vod^renb ber 
beweglidje ^unft (p) t>on bem ©tlbpunfte (P) be§ S5ogen§ So ju 
bem ©nbpunfte beö SogenS si ober üo'n bem enbpunfte be§ äSBo^ 
genö. *i JU t>tm bc^ SSogcnä «2 ^^^ ^^^ ^^"^ ©nbpunKe bei Äo« 
gen^ ^9 JU bem be§ S3ogenS ^a » • • • • ober enbli<^ von bem @itbs 
pnnht beS lBogen6 *« jü bem ßnbpunfte (Q) be^ SSogenSÄfibeT»: 
gebt. 2(l§bann fann man ben SBBertb ber 2)iffereni iS— «o »eber 
vermitteln her gormel (4) noc^> üermitteljl ber gormil (5) umnitteU 
bar berec|)nen; aber man fann ie'oe ber :X)tfferenien: 

» * 

vermittelft einer ganj £^nlic|^en formet beftimmen unb man brauet 
fie al^bann nur noo) jufammen, ju abbtren, um ben -SBert^ vqt; 
S—So unb folglich bie 8dnge bth S3oqenS P0 ju erhalten. 

SBBenn man jur S5e jtimmung beS iBogenS PQ nicbt niebr al&n» 
lic|)e ©leicbungen wie bie ©leicbungen (4) unb' (5), fonbejn wie bie 
, ©leicbungen (53) ünb (54) an wenben wollte / fo mü§te man bie 
vovbin erwdbnten 33ogen SijSm9***»s^ fo' wd^Un, bafi bie £)r$ 
binate y befldn'big ju^ ober be^dnbig abndbme^ wd'brenb ber be^ 
n>eg(icbe ^unft (p) von bem &tbpunfte be$ Sogend So }u bem 
be6 S3ogen§ s^ ober von bem Snbpunfte be§ 93oaen^ «i )u bem 
beS S3ogend « 2 9 * • • ^^^^ enblicb von bem @nbvunrte b^ sBogenS 
*m jw bem beö S5ogen§ Ä überginge. 

©efe^t §.S5. man. wollte ben jwifd()en bem Ttnfangöpunfte unb 
einem beliebigen ^ixnttt ber bürc(^ bte ®Ieict)ung: 

(68) ' a::=arccoÄ((^^))±/(2ß2,^»^) 






(-> —«-((^i)) 



9)0 mfr an^otcB tcücb wü micfriBair t^ ^cr Scgfii s^^^^^t 
intb ttr flSffgcn X jioilLL* in snt t^ Scoibuutni tcS Sn^punlttf 
tifK$ fcftni S$eaen$ bsnfr X^T bcjcätaci; fi» nc^me man \k 
Cdftitd^ tob SK Jfe S i g uüÜc bcr &^cl?{t« ;iDif:bcn ^em ZnfonjSs 
yimfu nn^ tan ^ifte X. Ft ^ ttn dnDpimttcn ber Sogen i,, 
$2,...s^ not xctxitt tit ^rmcln (5S) und (^U> ^ Sejlintmung 
fccr £mfren;en 'S7r an, vcCcrcb man folgenbe Stcfuttote tr(^ 
3iaia4t i^ cmlnu^nD, ta$ icbcr tcr Segen: 

imtf(|^ra jiDet fhmftfn Hegt, meecn bcr eine ber CAtnate jv^f 

itptfc^ mcm, eoKi btefinr bnbcn rrbinotm eiitfrrw^iibcn |>itidte 
unt> bem Shmftt (X, T) (ü^t. Scmet folgt aui tm @lctc^img 

Wtmmf man mm j/xc gtrinmg bcr Segriffe on^ ba^ bie ®roge 
« pofitit) fei, fo folgt auS ber ®lei*ung (58): 

!« j = ^, — ^2= 's' — *4 = CtC ... 

imb aud ber ©leidbung (5#): 

1*2 "~ *l = *4 — *8 = *6 — «Ä = etc. . . • 

8Ba8 ben SB^rtl^ t)on *^ — «m <inlangt, welc^^er bur^ bic gor^ 
mel (M) befllmmt -werbe« mUß, .werm/Wi eine gerabe äa^l ijf unb 



ii<cfe(N;un eijltn Saue: j. '■ •:, 



• - » ^ 



4B • 



^ . # f'.l 



= 4Ä-V"[2B(2il-r)3i '• 
iltlb tm jweitetr: - " \ 

• i • 

^bhrt ntari nun bte SSogen: 

.^ ' . ' \. . .' < • -• • • r 

fo finbet nian für gerabe aBrrt^e t^o^i m: - . . ^i 

(75)- .Sf=4(m + l)B-^>r[2Ä(«Ä-r)3, 
ünb für utigerabe SB3ertbe t)on m: 

(76) /S = 4inB + V"[2ß(2B-r)]^ ^ 

h)a§ letd&t t)orber ju fil&^A teär. * 

l^enn jtdb bt^ in ben abgeleiteten aU^emetnen ^ormetn ent^^Is 
t^nen Sftt^graie nicbt untdt' enbticber gorm etf)ültlen laffen, |)> nrnW* 
man, wie bereite bemerft werben, ju StaberuncjSmetboben feine 3«= 
flucbt nehmen; Sine ber etnfbcbjien beftebt barm, ba^ man ^ 

^ 2 ^^ • r »• • I 

in eine cont^erjirenbe "Sfeibe entcoidtlt, 'tboijort fidb jebeS.mit rfo: 
ober d y muUtplicirfe 'Slieb unmittelbar integriren lagt. / <^ier}u 
gelangt man in mehreren S^'H^n/ wenn man eine ber beiben Formeln : 

cosecT= il-\ — ^)»=sR j 

, , 1 / 1 \« i . 1 /"i \<, i.i:^ / i \ff . 



»i. -< 



' (n) 



(t8) 



\ 



Sert^e t>on y'^ M bte Ginl^eit fiattftnbet ^9h fonn tifiki j« e. 
t^ermtttelft btefer Formeln etneri S3ogen. ber SOtpfe ober ^«perbeP 
in eine contoergitenbe fR{xf)t cittwufeln, rnpfmi feinor be): fhtnfte 
bet eun)e/ toelcbe y/^=x} entfpTed^en/ jiatfct^en beri S^bpiyfttn 
biefed S3ogen§ lieot. 

Sine anbete !iRetl(^obe/ t>etmttte(ft wetdber man letcl^t einen Sos 
gen ber (SUipfe ober ^pperbel bere^^nen (ann, beOelj^t barin, t>^ 
man ben in>eiten Xbeil berSIeicbung (21) ober (30) md^ ben fttu 
genben ober faUenbet^ ^otengen ber €)»entridtät entwicfett SBir 
it^oQen juna^fl aüntmtt^t bafi bie Säng^ eineS JBogenS bir (^fl^fe 
bered[^net n>erben foUte. Sßenn man ju bem ^xotdt bte SormeFQn.) 
anwenbet/ fo tfl flar, ba§ ber gablenwertb ^on x imxm tUttut 
bleibt atö bie 6on{lante a. Wtan tann olfo fe^en: 

« ■ 

(79) x = aco8(p9 

unb toemt man burc^ wo ben x = xo entfpre4^enben SBertl^ Mn q> 
bejetc^net/ fo ergibt {t^ a\ß bc^ So^^^l (21>t 

(80) •* = — a/ V(I — «'c^*^9>)^9- 
SBenn man nyn bie Sßair j^lgrl^e : ^ 

■/■(l — a*» CO«« 9)) = (1 — «».cM'^jp)* 



V"(l — ««C0««9)=±: 



(81) 



^2 1 r4 1 8 a^ 






beren jtvetter S£^ei( eine Sfeil^e enthalt/ weld&e immer contoergirenb \% 
x»vX na4^ ber SSorauöfe^ung a<l Ijt/ unb maa etMltifofglicf^: 

«Äa(j9o-r-^) 

(82) / +-F^/j^^*'^^9>+i-^«y^/^^^ 

3Cufier^m Ift aK^emein: 



cos 



9> = qU +e y. 



unb Ifxtxoui folgt, wenn n ?tnf beliebige ganje 3«^ bejeid^net: 
oter YDÄ8 bafeilbe ijl: 

(88) ) 225Prrrco* * « V -f^cwCfti— J)^) + - y^^ -€0^ (2n -4) y 

ferner, menn mm mit d 9 muItipUcirt nnb Don 9 = 90 an inte^ 
grtrt/ fo erbalt manz 



f 



9 

Cos^^(pdq> 

9o 



{fU\ \ ^ rsin2n(p^sfn2n<po , 2» rfit(2w-2)y-«n(2w*2)yo , 
^ ^ j2««-iL *^ ""^^.1 ' 2n — 2 ; ■*"••' 

3fu8 ber legten gormel folgt, bag man iebeS ber im jweiten 
5tf)tiU ber ©teicbung (62) üorfommenben Sntegrale unter enblicber 
gorm txl^alttn fonnv nnb folglicb gttbt biefe ©lekbung ffir ben 
SBertb beS S3oßen§ s bte @umme einer conoergirenben treibe , n)Os 
wn ftcb leicbt lebeS ®lieb berecbnen lagt. 

& oerbient bemerft ju werben/ bag ber in ben loorbergebenbett 
%fftmda SKnpf fmmei^be / - burct^ fcie ®(ei^ng : 

befiimmte Si^üifel g^ncftt ber SBinEer jn>if(ben ber ^albafe ber poft^ 
tioen a: unb bem iRabiu§t)ector tjl, welcfeer 00m ?tnfangSpunfte nad^ 
&lm. fünfte ^e^g^n tfl, n>o bte ber 2(bfc1ffe x entfpre^nbe £)rbis 
n<ttt ben;itrei8 fdbneibeifi, WeUber.bie grofe ^re 2 a ber gegebenen 
6lÜ^)fe jiim 2)urd)meffer i)aU 

SBenn ber SSogen s ben jjierten SSixii be§ UmfangeS ber QU 
lipfe betragen foHte, fo mügte baS tri ber gormet (21) tjorfommenbe 
Sntegral/ welcbeS btefen S3ogen auSbiliicft/ jwifcben ben ©ten^en € 

■ ■ 'flu 

unb 41 ber SSerdnberttt^en x, welchen bie ©renjen -^unbObe^SSers 



anberltc^en (p entfptecf^en/ ./genommen :n>erben/ unb alibann ergäbe 
{t4^ au§ ber ©leid^ung (84): 

cos^*wdq> = — I cos^*fpdq)=i 

2 / , . 



1 1.2,8..,2n gr 

2«" (1.2..n)(1.2,.n)2 

ober emfadl^er: 



1 « 2. 8, « , 2it 3g 

(2.4..2»)(2.4..2ii)2' 



(85) 



/: 



cos^*q)d<p 



_ l.S.S..(2»— l) g 
"" 2. 4. 6.. 2» 2' 



golgtfc^ geben t>ie ©üt^ungen (82) unib (84): 




n 



8 



= a/ v'"(l — s'^cds-q))dtp 



•a«r, /l \« 1/1.3 »V 1/1.3.5,\ 



1 /1.3.5.7 



1/ 1. 8.5.7 .\' ^ -I 



SBenn man ölfo ben Umfang ber ©Hipfc mit P bcjeidi^net, fo 
\ioX man nic^t blo6: 



:t 



(8?), 
fonbim au4>: 



P=i^ar'^yf(X~-s^co8'^<f>)d<p^ 



(88) 



'd « Fl /l \' 1/1«* üV l/1.3Ji,V 

1 /' 1.3.5.> ^\« l 

~7V2.4.6.8*y •••]• 



SSenn ft(^ bte @Ui))fe in einen Sxtii von bem ^albmeffer R 
«enoanbeU/ fo ^at man ce:0,. a = Ä, unb bie ®(et(^un^ (86) 
gibt: 

P=:2«Ä. 

wie oot^erjufel^en war. 

@§ mag m^ bemerft werben/ baß bie im jweiten S^;ile bec 
®(etd|)ung ((iB) jwtfc^en . ben klammern jie^enben verfc^iAenen 



SJrotucte genau bic tjerfc&lebencn ©Ilebcv bcr ßntwirfelung üon (X— «)* 
^nb^ weil nadi) bem btnomif4)en Se^rfage allgemein: 

: ^^ iiVl ,1.4' ,1.8.5 .1.8.5.»., . 

SBtr tvoUen nun annei)tnen, -d foQte bte Sfinge etne^ 93ogenS 
bet 4>9P<)^^^( berechnet werben. SB^enn man ju bem 3ih>e(fe bie 
gormet (8«) min)e»ü>et,, fo tjl Kar, ba§-ber $aUenmex0) UOR a? 
innpinr {fröftr bleibt atö bte Sonfiante a. SJ^an fänn alfo: 

(9d), . «:^ " 



cosq> 



fegen/ unb Yvenh man ben x=;xo entfpre^^enben ^ntp im 9 
ttiit 9>o bejeidf)nct, fo ergibt pdb au§ ber gormcl (30): 

d(p 



(91) « = a/*V(6'-cd«V,„,,„ 
^xitxoiätlt man nun ben 93ru4): 

nad[) ben abnebmeitbert ^otenjen t)on €5 fo er^dtt man bte ©leidbung : 

,o«\ < g 1 11 2 1.3 1 . 

(92) \ 5 -. -_-.co^«m -_-_---_ cos* g? 

1.3.5 1 . 

beten jweiter Zf)til eine b'ejldnbtg contjergitenbe Sfei^e enthalt, m\l 
in ber Jg)9j)erbel a > 1 tjl. SRan finbet folgli^: 

s^=sas [tanff€p '-'tangq>o]- — 5-^ (9 — 90) 



I 1.8.5 a /•» „ . , 





' g^in folgt aber au8 b?r JJatmcI (84)., bog njan jebeS bcr im, 
^vitn JCfjcäc ber ©letc^^ung (Ö3) tjorfommenbe« 3tttegtale unter 
enblicber gorm erhalten tonn, unb btefc ©fefcburtg- gibt fafgfii^^ fSr 
ben äBertb t)on « bte @umme einer cont)ergtrenben 9{etb#, wot>on 
ftcb leicbt jebeS ®(ieb berechnen (a^. 83enn man ben/JCnfangds 
Ijunft be§ äöogen^ « mit feem ber Äbfciffc^ a:=.a entfjirediiiÄen 
@(beitel t^r ^)>erbe( MarttmenfctUen (agtu fo rmtg< man 9)« =0 
fe^en, mtb bie ^otmd (03) tebucirt ftcb W fdlgetibe': 

1.8.5 o /•' • . ^ 

- 27476 8iVo .f * ^*^~ ***'••• 

'®6 wrbtent hmerft ju wertcit, b«! ber tn ben ttorl&etflel^tJtUen: 
Sometn vorfornmenbe unb burd|> bte ©(ei^ning: 

' a ■ ' ■ ' 

bejlimmte SBinW genau ber SSStnfel jwifdf^en ber JBalbare ber pofu 
tioen X unb bt;m 8?abiu^t)ector tö, welcbiei:, öonj TCw^a^jjunfte nadS> 
bem ?)unfte g^gen tfl, mo; ber ^eö, »eld^ bie reirile 2C)re 2 a 
ber gegebenen ^pperbel jum 25nrcJ)meffer bot, r)ön einer ©eraben 
berfib^^t mirb, wel^je bie 2t]ce ber a: in eiijew fünfte ii^m^it^ bif-. 
fen 2(bfttjTe x ii?. • ' ' ' 

35a bie Ttfpmptoten be^ ^pRerbel (16J burdj; bie ©leicbung: 



a^ b' 

audgebrädft werben, fo ift ein(eud^tenb, baß, n>enn man bte auf einer 
tKfi^mptote in)ifcben bem 2Cnfang§pitnK<.'unÜ einem beliebigen, bet 
tKbfciffe X entfpred^enben $unft'^ ^eg^tilK. Entfernung mtt r be^ 
Seidl^net, 

unb folgli^,,)Ei^n|t, :r)^i9i anatnomn|eti'mrb:> 

(66) n==JEX:=:i 5^ 

tjl, SaScnn man t>otj, bem toarbeirfteb^nbeit S®ertbe^t)on r Hen burdb 
bie ©leicbung (91) bejtimmten IBöget\,^ ^jiebt usb ixt Oteicbung: 



^ 8^ ~ 



tcmgtp 



' ^ 1 — sina> cosw 



co«*9 • ^ cos(p l-^sinq> 

berficfftd^ttgt/ fo ftnbet man: 



't^^/J'^'"'^^'^^'" 



2 



SBenri man nun 9 &=!-^ ftfet, fo «Sijft, tk ©UU^ung (W) bfn 

a 

Mfflied^nWn SSScrtl^ \joil ^ — <5, fe. 1^» fel^r ndM beit ttnterfc^rcb 
xwifc^en jwet fcl;r bcträdf)tlicöen £dnftßn, wel^^e rcfi), auf. bcr 'Äfemp» 
tote t)iom ^rtfartgSpunftc au6 unb aiif bet ^pperftel tjom ©cbeitet 
au8 fo gfnomrnen finb/ bag tbre (Snt^unlte betreiben ^bfciffe «nf* 
f^ecb^n« SSkna matt alfa btefen Untetfcbieb but4^ D bejetd^net/ 
fo bot man obnc merfltcb^n gebier ffir ^\^x große SBertbif t>on Xf 
ober »aö bajfielbe tfl, wenn bie ©nbpunfte ber beiben in Siebe jle^ 
^enben 2angrn einanber fe^r nabe lii^gen: 

^ z>=a.+£^[.+^(iiy+i(iJ# 

^•^^ < , 1/1.3.5 ly. 1 

Swc S3ejltmmung ber eQtpttfc^en ober I)i^erboItf4Kn Sogen 
fanir rttrni ofixä) no4) anbere ©leicbungen onwcnben, »eld^e »ir 
nun anföbren wollen., 2tu8 ben ®lelc|)ungen (20) unb (29) folgt' 
offenbar fÄr bribe 6umn: 

, eas-^r a:^ — a* 

nttb folglt^: 

(1— ß«CO««t)* 



(100) 



. , .' .' a(l — e'>rft 
o*= i»ecrax=+ ■ r. 

(1— «»eo«»r)* 



9ltmmt man nun an, bag ber 93ogen <$ für junebmenbe SESer^ 
ti)t bet iRetgung r in ber Slltpfe {u- tmb in ber ^^perbet, abnimmt 
unb bejeicbnet bie bem ICnfangSpunt^e be9 Sogend s tn^pxtdfentK 
SReigung mit ro, fo finOet man für bie ÖUipfe; 



(101) 






linb für bie ^pperbel: 



(lr-a*co**r)* 



(102) 






dt 



(1 — 6*co**r)^ 



JJie jweiten Zf)tih ber ©feic^urtgen (101) unb (102) Knnen 
wie bie ber ©leic^ung (80) unb (Ol) nacb ben fteigenbcn ober abneb- 
menben ^otenjjen ber ©rentricität in conüergirenbc [Reiben entmicfett 
werben* Sntmtcfelt mar\ j. S^. ben ixotittn Zi)til ber ©lei^mng (IQl) 

tnbtm bie Sntegrale jwlfcl^en ben @ven«n r = 0, t=-s- genoms 

XBen merben, fo erbalt man für s einen ©ertl^, »elcber bem tjiers 
ten SEbeite beä Umfanget ber euipfe glei* ijl, unb e§ ergibt fxify, 
i>aß btt ganje Umfang P ber (Süipfe burc^ ^ 



(103) 



i>=2£jÄ(l-a^)[l+sQay + 5(|^a^y + 



'GfH-O +•••] 



auSgebrudft werben lann, 3Rqn uberjeu^t ficfe leicbt/ bag biefer 
fetjte SBWb t>'on P von bm, roelcben bie feteicbung (88) gibt^ 
ntc^t t)erfcbteben ijl. 

SBcnn man in bie erfle ber (Stcic^ungen (39) für x feinen an^ 
ber ©leicbung (79) abgeleiteten Sl^ertb acps<p(tiit, fo finbet man; 

(104) 1 — cos^ 9 — cos^ r + «^ oos^ 9 cos^ T = ^ Ji 

unb folglid{i, tv^nn man costp pofitit). fefit: 

(105) cos w = -7-7T ö ö-v • * 

2^cmna^ l^at ipa^: 






unb ifktaui folgj:. 



I • 



^ i <> 



' 'IX' 

» / 



(1 — f'*) / — • " ' ' . = ß* (co«9 co«r — cotfi^oDo^rö) 

Sol^ltct) f(utn bte ®Utd|)ung (101). auf bU Sorm. gc^ro^^ 
werben: . .^ 

(106) { «/*V(l-e'c<w' *)<**• 



S)tefe le^te ©letd^ung fe^t/ tote bte ©let^^ung (101), ^acm^, 
baf r>ro ip. WSbartn. ijl ba8 ^robuct: 



.«/ To 



6* cos^ t) dt 

To ' . 

offenbar pofitv^ unb brürft üermSge ber Sormel (80) ben iwtfcliert • 
ten beiben fünften ber ßllipfe, oberen 2tbfcif[en bie®r6gen acostp 
acosvo {!nb/ Itegenben Sogen au6. S3eietc^net man älfp^ biefen 
SÖogen mit ?,' fa i)at man: 

s=:ae^ (cosq)co8t — co*9QCO«ro) + 9, 

/■ " • • 

ober n>aS böffelbe tft: 

(107) ^ — g=zäB^(cos<pco9t — costpocosti)). 

SBenn man ber äBequemlidj^feit wejenbie Äbfcifien ber (gnbs 
|)un!te be$ S3ogend^ ^ mtt | unb. $o bejetc^nete/ fo l(iatte man blöd : 

.. ' . . . . ■ ' 

SRan lann alfo ben Unterfd^teb ^n)tfd[)en jwet SSot 
gen ber eiltpfe, weldS)e fo gewallt fmb, ba^ bie 9lets 
gun^e^ ber SKangenten in ben Snbpunften be6 einen 
biefef ä3o£|(n r^fp, ben Sleigvingen ber toom fOlttteU 
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fünfte ber fUipf^^^^ ittt^nnfttn, too ber über ber 
orogen Ztt ^(& jDsrcJ^mcffej J^tf^iUhiiit Xitil von ben 
Srbtnateit/ ^totf^en xott^titVit (Snbpunfte beS nvetten 
S3og(nd (iegea, ^tf^niften .tottb, fte»oaenen Stabteits 
i^ectottn iUiä) ftnbi in eitbltd^^n Vu^brucfen erbalten. 

iSenn man ro=0 fe^t, fo 1)at man offenbar fos=:— unb 

x=aro. TtUbann rebuctrt ftc^ bte ©(etcf^ung (86) attf: 



(IM) 






unb ber m tbr entbaltene @a^ ffmmt iiiä bet| ^n t^m iealientfdben 
^atbemattfer / ®rafen t)on SaananO/ überein. 9Btr wollen 
üifti^tn^ bemerfen« bap bie ben ^nby untten ber Sßoam #^ttnb g 
e«tft5recbertben 2Cbftiffen x txrHy t ^^ allen ^&Utn ber »ebtttaunaS^ 
aleicbung: 



(110) 



tf* -'Ä^(:r*4. P) 4 e^iJ^i« ±±<r. 



»el^e ftcb unmittelbar <m$ beti ©lefcfmHg (104) nrgtbt, i0tnn man 

9 X f 

barin — für cos ^ unb — für cosx fefet^ genügen muffen. 

O /fit ' 

3ünt'©4rfufie bTefcr SSortefung wroH^n wir no# einen (Safe 
anföbren, welcher bei ber genäherten S^eftfmmung ber gange" einel 
6urt>enbogen$ toon 92ugen fein fann unb ftcb fptgenberma^en au§$ 
brücfen lagt 

gebrfafe 2. SBenft ein 6urt)enbo9'en t)on jeber auf 
tirier ße.0obfiireit 2trc fenfrecbten Cbei^^e nur in .einem 



fcbiebenen Steigungen beS SBogenS' geflen btefe Xre.' 

JßeweiS. ^mi. )ai;^emt man bie gegf^hene 2C]ce. ^r 2(re ber 
X nimmt, fo wirb ber betracbtete Sogen s burcb bie ©leid^ung 
(7) bejtimmt, wofern xq,X bie 2tbfciffcn ber Cnb^unftc unb r bie 
einem beweglicben ^nnltt, beffen Ttbfciffe x ijl entfpredbenbe SWeis 
gung bejetcb^e^i» iR:uD f()Igt\ahex ou^ ber .@feic^t (7)naidir einet 
betannten gormel auo ber Sntegralrecbnung : 



iM\l 



«Ä<X^- :F(k) <»<J(?!F, 



wo jT ein SKittel jwifcben ben t)je«fcbiebe«i?n SBert|)en ber SJeigun^ 
r bejeicbnet, unb e§ (eud[)tefr ein/ .^of ber Se^rfag^S in ber ®ku 
cbung (111; enthalten ift. 



'j V , . I j 



« 



7 



j&uabratur ebener Sld^em 



Sßtr tooQen eme t\m^ Sun^e ^ttad^ti/ beten ©tei^ung fpu 
feigen rec^twinfltgen (Soorbinaten unter ber §^rm: 

(1) |f=A^) " / 

erfd^efnt, «nb e8 («len (P),(Q) iwei fejle ?!unfte. biefer 6ttr»er wo^ 
toonbef hrjfc ber WcifiV ä:o urtb ber jweite ber Tlbfciffe 3f ^«^ 
fpricbt gerner fei (/>) ber beweglicbe ^unft, bejfcn Orbmate si 
tfl/ unb n)tr woUen bte gwif^^en. ber ^rt)e/ ber ^re ber x unb 
ben bciben, ben 2tbfciffen x^^x entfrrecbeuben Drbtnaten liegcnbc 
Sld'cbe bejltmmen. ©icfe gid'cbe tjl eine Function t)Dn ar, welcbe 
»it mit tt iejöc^nen »oDten unb weld^e fflr ar 2= ar© tj^erftlmrfnb^;^' 
®enn man ferner x>xo önnimmt unt) ein ber SSerÄnberü<^e« xt 
ertt)eilte§ pD|ttit)e§ ,. aber febr fleineS 3ncr^ement mit /\x bejeicbnet, 
fo* brurft baa cntfprecbenbe 3ncrenieJ|t A ^ btr gurytion u ba§, gld« 
cbenelcment au^, welcbeS pifcben ber Surjje, ber 2tre ber x unb 
ben beiben Örbinaten /'(.r),/'(a: + A^) liegt. Slun fei (q) ber 
fjunft ber üört^c, welker ber Xbfc^ ar+.A^ entli)n(5t; 1k> ift 
t>ie. £)rbmate eitted beliebig fhutfted be6 SogenS^ jp^ offent^ot^ 
eine gunctton tow ber gorm /(ar-f-^A^)» ^0 ^ ^^^ tieine*«* 
3abi atö bie Inlett be;eicbnet. ^ie üDrbinaten^ ber- auf bemf^ben- 
Sogen refp. in ber fl^injien unb größte» (Sntfernwij wnt^tt tis^ 
ber X liegfeübea beiben ^gitlte ftnb fel^id^ guncttoneit ))0St ber 
gorm: 

(2) f(x + e,/\x),f(a^+e^/:\x), 

wo ^1,02 Heinere Sablen al§ bie ©nbeit pnb* 5Run brfirfen aber 
bie 3<2b(enn>ertbe biefer SDrbinaten ofKenbat bie ^oben ber in unb 
um baS gldcbenelement /^u befcbrieben«« 8?ecbtedfe au^, wdbrenb 
t)ie 3öblenn>eftbe ber gldcben bißfer SfecbledEe refi?, burc^ bie ^ro» 
bucte: / 

(3) Aar.A^ + ^iAar)., z:^;./(;jr + <?iiA«) 
au§gebrS(!t werben. äBenn m^» olfo^ biprdb^ 
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etit SKittel jwtfd&en me^retn ©rSgen a,a',a*'... bejeid^net (fte^c 
a{gebratfc^( Tlnalpf. @, 11)/ fa M man: 

(4) A« = ± itf lA« . f(x + ö, A«), Aar . A*+ö» A»)]. 
pber tooS tinnU! t|i: 

(5) ■ 4^ =* ± Af !/•(« + Ol Aa:) , Aa? + ö, A*)], 

unb wenn man A^ d^S^" ^^^ ©renje 32uQ comDergtren läft« fo ' 
ergibt fidS) j , 

(«) •ä|- = +A^)=±». 

itnb fo(gIi(!(): 
(7) dtt=+^»dar, 

Sntegrirt man nun bie (Srclc^ung (7) \>on x=:^xv m, fo er« 
b.fitt man: 



(») 



H— + / 3 dar. 



unb wenn man ben;r = X entfpredt^enben SBertb t>on u mit 17 be< 
jeic^net, fo b<%t man: 



(9) U=±r^ydx. 

I . 1 

iDa bie Function u tiaä) ber SBorau^fefeunfl mit ber Äbfctfpt y 
jugiei^Sb wacbfl/ fo muf man in bem ^weiten S^I)ei(e ber t>orbefges 
b!e;nben ©leic^unjen baö bofptltt äeicben 4- auf ba^ 3ei4)en 4- y?* 
tmciren, wenn bie Drbinate 3if=/'(a:) pofitio ijl, unb im entgegem 
g^fefetfn gaUe auf ba§ äeicben — , 

. 3m erften ^aUe geben bie ©teid^ungen (8) unb (9); 

(10) u=/ ydx, , * 

/ Xq 

;(U) 17 = / ydx, 

9Bir woHen nun bie Formel (10) auf einige IBcifpiele anwenben, 
©eifpiel 1. SBenn bie gegebene Suroe ber mi bemJ|)albs 
meffer il befc^ricbene unb burcb .bie^@leic^)upg: . 

(12) x'^^ft^K^ 
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m^Qtbt&ätt Jtrttf^ t|}/ f» i^at tnan.^r ben ^ofttiven SSert^.von y. 
(18) ' ■ j, = V^dl* - *') , 

. ■ , . . ' ' ' ■ I j 

unb fbl8K4^ 8Jtt ^^ ©tcicf^ung (10): •;;. 

Um ben Sßert^ be& t)ort)crge()enben Setegrated ju beftunmeit/ 
fcfet man: 

V^(il^ - a:«) = «a:, ober a;^ = j—^ , 

fo b<»tmari: 

=:4[tx^ — J ß^ arc lang t + const 

SSBcitn man nun bcr Sinfad)6cit wegen .ro = fe^t, fo ergibt 
ftcb a\i^ ber gormel (14), wenn man ber SJeranberlic^en x einen 
j)oftttoen SBert^ beilegt: 

u = :^x^/^(R^-x^) + 

(15) ( hR'[^--arctang^^ ^J 

— i ar V^(fi^ - ar^) + ^ R'^arctang ^ ^^f _^2) > 
übet was emerlet 1{1: 

(16) tt2=iary + i*^<*^c*^^^ — • 

35ie 9{tditi<|feit ber ©teidjung (16) lagt fic^ lei^t.birect md^ 
wetzen. £)enn in bem burcb bie ®(eid)ttng (12) au^gebrücfteti, 
Greife \)at ber äQintel jwif^.en bem nacb bem ^tnne t>er poMtmn' 
y gerichteten unb bem oom SRittelpunfte nac^ bem 9)unfte (ar,y).f 

ge jogenen ^albmeffer ben Ttu^brucf arc tang — jum 50?age. gpig« 

lieb ifl ber biefem SBinfel entfpred^enbe ^retgoogen unb ^reiSaub 
fc^nitt refp. bem ^robucte: . i ... .,. 
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Sleicf^. SBSenit man nun ju bet ^ii^t beS JCret$audf(j&mtte^ bte be$ 
tecbtwwKfpen 2)reiecfe6, bcffen itai^eten Die Äbf^ffe er «A bicCts 
binate y fmb, ober bad 9)rabuct ^ory obbirt; fo ifl liox, bag moixi 
bte ^tf^en bem Kreisbogen/ ber %xt bat o:^ ber Xre ber a^ tmb 
brr Srbtnate y enthaltene ^iSA^t u }ui: (Bitrame befommt. 

äBenn man in ber Sorme( (16) a: = R fe^t, fo muß XMXi {u 
gCek^r Seit ^=0 feigen, unb ber aljbann auf: 

(W) JÄ^ 

rebucirte SBertb t)on te brucft bte S^Idcl(;e be$ S3tertelihreife§ au§. 
Sojgltc^ wirb bie ^läc^e bed ganjen Kretfed burcb ba$ ^cfbuct: 

(18) ir.Ä« 

« 

audgebrficft/ wie in ber @et>metrte ben>tefen wtib» 

Seifpiel 2^ Sir looQen nun bie (SUipfe betrac^^ten, beren 
ütt^ 2 a, 2 6 {tnb unb wclc^ bur(|^ bie ®Uic^ung : 

ouSgebtü^ wtri). 2)tr ))o|ttwe SBert^ von 9 t{t: 

unb fo(g(i4^ t)ern>anbe(t ftc^ bte Sormel (ID) tn: 

(21) , u—^f^{a*~x'')dx. 

fBergletibt m^ nun btife le^te ®Ieid»ung mit ber (^(eidl^ung 
(14)/ fo et^IIft unmittelbar/ baß bte 2n>tf(ben bem 93ogeh ber ges 
gebenen @aip[e ber ILxt ber x unb ben betben / ben TCbfciffen xo> x 
entfprecl^enben iDrbinaten liegenbe %lai^t bem 9)robucte au§ bem 

Ser^oltniffe — unb ber picf^e gleü^f ^, x^Wft mm vä^\HXt, 

wenn man für bie enipfe ejnen auf ber großen Hxt ia aläSurcb* 
nuffier bef<lbriebenen Äret§ fubftltiiitte. !Benn man ber ©iii^beit 
»Igen Xo =i=0 unb bie Tlbfciffe x pofftit) ft^, fo ift bie jwifdl^n 
tter Tin ber x unb bem erwa'bnten Ärei^umfange liegenbe ^äi)t 
Mrmolge ber Formel (15) gleich : 

(22) ^xyr(a^--x^) + ia^arctangj^:^0-^. 
{Ron ^al folgltdi^: 



♦ 



tu 



ober »«I baffrlbe Hit 



Rar 



(21:) .tt = ^viry -^ ^a& . ßfcttmg 

SBenn man 4>on ber ^Xai^t u bte be§ recbttvtnfligen Tmtik^^ 
beffen Jtot^eten bte ^Cbfciffe x unb bte jDrbtnate y ftnb / b. \. icA 
f)robuct ^xyj abjte^t/ fo btücft ber 9{efl: . '\ 



i ah . arctang ^er 

ay 



(25) 



^ a& • atc tctng 



(f). 



offenbar bte JSflacfee beS eüiptifd&en ©ectorS auS, »eld^er jtt)ifc?>ett 
bem nacb beti} @inne ber ])ofttit)en y unb bem pom 9KitteI|ntn!te 
nac^) bem fünfte (or, y) fleiogenen 9?abiu§t>erfor \k^ 3)te §tdcbe 
be§ m'erten SKbctW ber SUiflpfe ifl ferner ber a?=^a, y = ^tr. 
fprecbenbe SBertb t)on t< ober be§ ^uSbrucFe^ (25); unb YÖtrb 
folglidi^ burc^ b'd« ^^buct: . 

olfo bte Slad^e ber ganjen (SUtpfe burd^: 

(96) nah 

auÄgebrfifft. 

JBetfptel S. IBetra4)ten ifotr iefet bte burc^ eine ber ©lefe 
(bungien; 

(») 

(28) 









worin a unb h hW t>o{tttoe ®r6|en itnb, ai)i6s«bt2(fte ^pVn^cI* 
Sur ben »ojttben $3(rtl^ «oq jr erplt man: 



(*) 



»=-^V(*» + »'), 



unb folgl^ 9tlto bte S^rrttel CIfl)t 



V 



t 

Um bot fBot^ M «w^gd^aibett 3a *fflrd rt '|k IbcPiauBCBr 
feie man: 

Vji;« + a«)-=«x, ttlf. x«==i±5^. 



' ( 



1 W - i «' I (i±|)"+ COM«. 

Äctrad^tct' mon mSbcforftcre bie ^9pcTftet (27), kefen rceHc 
txt Sa tfl, fd^t xo^a itnb ^ibt x eineri yofttiDen SSert^, fo 
feist düS ber ®lei(tmng (30): 

ober was boffelbe iß: . 

^iefe$ tfl btr SSerfb ber Sldc^e, tDelcbe iioifdben ber Vre br 
XbfcifTen, btr £)rbtnate y unb bem 4)9))erbe(bDgen Jte^t, beffen betl 
Gnbpunfte refp. mit bem x:z=:tf enqprecbenben ©d^ettel ber Sixtd 
unb mit bem fünfte {x, y) gufammenfalten. , ^tnn mat| bie[i 
%\ai^t von ber be6 rec^tiütnfUgeti jDreieittö, beffen ^tbeten bic 
6oorbtriaten i^y flnb, obiie^t, fo ^rucft ber 9te|i: 



(»2) tt = ixy — i 



(»8) 



*-^<l+f)=*«*'('q:i) 



bcn bwerbolifcben ©ector «uSv »el^^er .• jiDifel^m bem nödb t^m 
@inne ber pofttioen x gerichteten unb bem dem ^SRtttelpunfte nad) 
bem 9)un(tc (a:,y) gejogenen Siabtudtyector lifgt. I^nn'lift^ biefer 
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lefete 9)unft utwnbUc^ weit t)dm ÜCnfangS^unftc ber ßoorbfnaten 
entfernt, fo wirb ber 2Cu§brucf (S3) ober bie glddbc be6 ^fpperbolu 
fcben ©ector§ äud^ unenbli^f grog. S3ejeicbnct man fqrner bie 6j)s 
orbinaten ber 2(fpmptotc ber nad) ber ©eite ber i)ofttu>en x unb 1/ 
wrlangerten |)9perbel mit t^n» fo M ntan: 

(84) '1 = --^ * 

^ '^ b a 

©efet mon alfo ij=yj fo finbet man: 

ff — I 

-— .— — j . > . ■ ' , 

• • • 

«nb ber Tfuäbruc! (33) ober btc %lää)t beS l&9perbolif4^rt &HtM 
rebucirt fidj) auf bie gorm: 

Solgltd^ tjl biefe SIa4)e, abgefeben. t)om Setc?)en/ 
ber ^d'lfte be6 ^robucteS au§ ben ^albaren a unb 6 
unb bem l^pperbolifcben gogarit^muS be§ SSerbdItniffeS 
glcicb, xotld)c^ man crbdlt, wenn man bit baibt reelle 
•2Cre a mit ber auf einer parallele ju btefcr TCjce jwts 
fc^en ber ßurde unb il^rer.^f9m)>tote li^genben £an^e 
ar — I üergleicbt. 

^enn man eine bmä) bie ©leici^ung: 

(36) ar^-y2;=B« , .. 

auSgebrMte gleid^feitige Aioperbel betraclS)tete # fo tebucirte ffct^^bie 
gla^e beS t^pperbolifc^en ©ectorS ober ber 2(u6brucf (33) auf: 

(37) iB2;(j£±l), 

• ' ' . ' ■* 

SBenft' biefe ^^perSel ntcbt mf tbre ?fj:en, fonbern duf i^c 
Zf^mptoten bejogen wdre, fo würbe i^re @leic|)ung: - ' 

(afe) xy = iR^, ober y = i^i 

upb aus ber ©leid&ung (10) folgtet ^ ' 

. '« ^ i f }> i e l 4, SBe«n man bie bur^.bie ©Ici^iJ^ung? 

'■' (40) y^:=±2px 

-9is§ge|bri!<[(e $ardbel Mradi^tet/ fo t{t:be]f>«>ofitiue:9Bert^^ tnon y: 

6au(^9 IK 23 



864 



/ » 



(41). S=(2p)M, 

m\> (na bcr ©leic^ung (10) folgt, wenn man ber Äfirje wegen 
aro = fefet: 

(42) ii = (2p)*^ V dx = f (2ji)M, 

ober loaS einerlei i{l: 
(48) u = ixy. 

Tflfo ift bte Slo*e x»if(l^en ber Xre ber 9)örabel, 
einem im ©cbettel berfelben anfangenben JBogen unb 
einer auf ber %xt fenfrecbten Crbinate =t ber Släcbe 
be§ umfcbriebencn JRccbtccfcö. ^terau§ folgt unmitfel^ 
bar, baß bie gldcbe jwifcbcn bemSBogen ber Parabel, bcr 
burcb tbren @6ettel gejogenen 3^angente unb einer )u 
bcr Are parallelen ®erabcnit)on ber ^Ucbe be6 er»abn= 
Un 9fed()te(fc6 ijl. 

SBeifptel 5. SBemt man bte burcb bie ©Ücic^ung: 

(44) y = Ax^ 

au§gebrßcfte Qm^t betradf^et, wo A unb a jwci reelle Conffonten 
finb/ fo fojgt att6 ber ©lei^^iutg (lo>/.ioenn man. ber J:urie n>cgen 
^o = Ofefet; 

(45) u = AI x^da:= -^ 
. ober xoai boffidbe ifl: 



.x^^^t 



(46) u = 



xy 






e« 



SSJenn bte 6on{!ante a f^ofttfo angenommen wirb, fo brudt 
bte i^etd^ung, (44) eine ^arabei oon bem ®rabe ß auft/ n>ors 
in ber ©(Zettel ober St^flerionSpuntt genau mit t^tn Xnfang^- 
yunfte unb bie burcb ben @(beitel gejogene S£ängente mit ber Tlxt 
ber X ober mit bcr 2(]re ber y iufammenfäUt, jenacbbem a>l ober 
a<l ifl. ^iernacb' ergeben ftcb auS ber ^lefcbung (46) bte betben 
folgenben @dge. 

3n jjeber |>arabel t)on einem b^bern ®rabe at* bte 
Sinbeit t)erbdlt^fi(b bie Sldcbe jwifcben einem oon bem 
©cbeitel ober Snfterion#^n.fte auS^ejablten JBogen/ 
ber burcb biefen ^untt gejogenen SEangente unb einer 
auf biefer Stangente fenfrecbteit :®.eraben ^u iit %lä^t 
bed umf(brtebenen Stecbtede^/ wie bie @tnbeit jur ber 
3abl l + €L 
^i&w Hber.^ar4bi(l> beten x®r.ab. a fUiner 4ft aU bk 
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eintieft. Vixmt fidr Wt glÄcfye gibff^en" etTitmV t>ai» 
©(fettet aber »om Snfle]cian^l>iirtfte au§ : gcjd^lten 
äBogcn, ber tut* tiefen ©d^eitel gejogenen SEangentc 
uttb etner auf tiefer Tangente fenfrc3)tert ®erdbcn jü 
ber Slä4)e-beS umft^riebenen 9itö)ttd€% wit bfe 3a^( 
o ju ber 3alf)I o-j-L . • 

aaSenn man a = 2 fefete, fo iDÖrbe bie Suroe (4i) eine ^aras 
bei be6 jTDeiten ®rabe$ unb bie auf:' 

(47) " w — Jary 

rebucirte Sormel (4«) brurfte ben am enbe beS 4ten IBcifpiereS angg« 
fährten- ©ofe au*. 

®cnn man a = l fe^te^ fo »ermanbeUe ftcf) bie ßuroe (44)- in 
eine burit^ ben 3(nfang$)nintt: gel[)enbe @erabe unb btt auf: • 

rebucirte ISteid^üng (46) jeigte an, bag bie ^ad)t beS red^fwinfti« 
gen ^reiccfeö, beffen Aat\)eUn bie-2(bfciffe x unb bie Drbinate y 
rxnh, bie ^dlfte be^ 3fec^tecfe6 ijl, »elöj^tö biefelbe ©runblinie' unb 
,^ol^e l&at. 

93eifp(er6. Sßen'n man bie burd^ bie ©leid^ung: 

(48) y=zal(z) . .. - 

worin a eine jjofitlbe ßonjiante. beieid^Hiet, au^gebrficfte logaritl&mis 
fc^e Rinfe betradt^ret/ fo ergibt ^6) auS ber Formel (10), "wenn man 
4:o = l unb a;>l fefet: 



(49) u — af^lix) 



dx* 



tteberbie^ ftnbet xaoxi bur^^ tl^ei(n>eife Sntej^ration: 

// (ar) dx^=^xlx — / dx ^nxl(je)^x^tcmt: 

a»an \i(kX folgti^': . » 

(50) u — a\xlUc)—X'\'V\. 

• < - • . 

2>iefc§ ift bie S(ddf)e/ tt)eld[^ jwifc^en einem SBogen ber 
(ogotitjurifdj^ ginie/ ber i&on bem^ ^nfte.au§: geJd^tt.Wfb/ wo 
bi^e &trt>erbie Xre ber . 2(bfctffco fc^neibet; jwif(fcen btefer Are -iinj) 
ber ber Xbfciffe x entf^redjjenben jDrbinÄe liegt.. SBtnn fid(> ber 
^\xcklX\t^y) uncnblidb wqt wm:2tnfan5grj>a«ifte:.entff^nte, fo wu.rj)r 
bie in Stebe ftebenbe gld'($c felbft unenblic(), SOBcnn man bie %<xi^z 
jwifc^en ber ^albare ber negatit^en yy.bem 3;i>eile ber logaritbmts 
fd&en ginie, wel4)er biefe ^IftalWe. iur' .K^mptote M/ unb'-^ber 
Xre ber x bejlimmen wollte, fo muf te man bie ®leidi)ung (9) m-^ 
wenben/ in berfelben ba§ bop|)^te Jgei^^j^ .bed ^^eite^ ^(^i^ niujf 



boS 3et4^ — ^ rebuciren unb au|crbem Xo^ssx^ X=tl fe^n. 
SSerfdbrt man auf tiefe SSeifeV unb erwägt , bof nacb bet Formel 

1 

(12) ©. 45 ber 2)iffer., wenn man barin — für x fefet, haä ^ros 

buct ar{(^) mit ber JBeränberltc^en Jt loerfc^winbet, fo erhalt man 
fax ben 9Bert(^ ber gefucbten Sl^cbe: 



(51) V=^af l(x)dx=za. 

•7 



2)iefe ??facbe tjl fotglicb ni(J)t, wie bie jwtfcfyen einer Jg)pperbel 
unb ibrer 7(fi;Mn)>tote Itegenbe Slacbe, unenbti^/ fonbem fit ifk ber 
äabl a gteid)/ b. b* biefe 3>2b( brucft bie ^renje auS, gegen loetibe 
bie j^ifd)en ber 2(re ber x^ ber nacb ber @eite ber negattt>en y 
t>eriängerten Ipgarjtbmifcben iiinte unb einer iDrbinate biefer Sartre 
liegenbe %iä^i obne ©nbe conoergirt, wäbrenb ftcb biefe ßrbinate 
ber Tixt ber y unbeflimmt ndbert. 

SBSenn bte ©(eic^ung ber logarit(^mtfcben Unit unter ber %oxm: 



X 



(52) y=€f 

auögebrfidt wüxie, fo ergäbe {tdb au3 ber formet (10): 

6" da: =3 0(6** — «^). 

«0 

SBenn man in ber \)orber9e^cnben ©leicbung a:o = ~o6 ja:=0 
für bie ©renjen be§ integrales nd'bme, fo würbe bie Function u 
auf bie burcb bie gormel (51) beftimmtc ^läi)t U rcbucitt. 

IBeif))ie( 7. SSenn man bie burcb bie ®(eicbung: 

' f. — — 

(54) y = o ^° 2 , 

worin a eiiie' t^fttiioe (Sonßante bejetcbnet^ auSgebrü^e «Rettenlime 
betracbtet, unb ber ^ürje wegen a?o = fe^t/ fo folgt W8 ber Sor^ 
mel (10): 

(55) tt = o' *^~^ " . 

v25tefeS tfl bie jwifcben ber %xt ber Xbfciffen, ber Äettettlmie 
itnb ben beiben, ben ^Cbfciffen d unb x entfpretbenben £)rbinaten 
a^y liegenbe Sldcbe. ^ S3ejetcbnet man ferner ben ^wifcbeir. bieftn 
betben IDrbinaten liegenben SSogen mit s^ fo bot man (f. S$ör(. 23) : 

£ £ 

(56) , = ol-^-i-, 

Itnb fblgtk^ gibt bie ®(et#ung <55); : , 



I 

(ST) u^^as. 

. golglid^ ijl bie gwifc^^cn bcr Xjre ber XbfciffcH/ bem 
toon bem tiefllen fünfte bcr Äcttcnlinie ouS gcjaßltc« , 
jSogen « unb ben betben feinen 6nbpunFten entfpre^ 
d^enbeh Drbinaten liegenbe gld'cbi ber gldd)c be§ Äccbts 
ecfe^ gleich, töetcbeS bie Sänge be§*S3ogen§ s jur ©runb« 
Itnie u.nb bie Orbinate a bed tiefflen $un!te$ ber SLzU 
tenlini^ jUr ^obe^^at. 

3n mehreren Sdden mirb bie 93erecbnung ber J^tdd^en u unb 
V leicbter, tt>enn man in ben gormein (8)/ (0), (10) unb (11) 
für bie SSerd'nberlicbe x eine önbere aJerdnberlicbe fubflituirt. Um 
bie 83egriffe ju firiren, wollen wir anncbmen, baß u bie S^d'cfee 
jwifcben ber Xre ber x unb ber ßpcloibe fei, welche buYcb ben KreiS 
bon bem ^albmeffer R befcbrieben unb burcb bie in ber jweiten 
SJörfefung erbpUenen ®leicbungen: 

' (58) «=:Ä(o — «incu), "y = Ä(l — co*ö)) 

ou^sebrucft wirb; fo l^at man: 

dx=ydc), 

unb aus ber ®leicbung (11) folgt, wenn man ben x=xo eNt> 
fprecbenben SGBertb toon o mit oo bejeicbnet: 

(50) u — /"y'^d<o = R'^f\l'-cos(o)^d(o 

®ehn bie Std'cbe u im Unfan^^pmftt ber ßoorbinaten anfan« 
gen foU/ fo muß man cdo = fegen, unb alSbann gibt bie So^me[(59): 

K = jB2 / (1 — co*a))-dGj = 

(W) i . . ^, 

R^ / (1 — 2co*o + coÄ'o)rfc3. 
Tfußerbem IS)at man: 

unb folglich : 

(61) w=R2 / (|_2co*c^^co*2a))do, 

ober wad baffelbe ift: 

(02) tt = Ä2[to — 2Äino + i«n2©). 

35a G> in ben t)orbergebenben ©Jeicbungen ben ffiinfel bejeicl)»^ 
net, welchen, ber ^Ibmefier beö erjeuflung^freife» ber e^tloibe be^ 
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fd^retbt/ fo broudi^t man ofenUr mt? o=23r ju fe^en, um ajA 
ber Sormel (62) bie jYDtfd^en ber 7(re ber x unb bem erflen 3itoetst 
ber ßpctotbe Itegenbe ^ac^e abjuletten. II3eiei4^nct man ol^ btefe 
gldc^c mit ü', fo ^at man: 

;unb fo(glt^ tft bie )wif(^en ber S3afift ber Spcloibe 
unb einem i^rer Snoeige tiegenb« Släd^e bad SDreifacl^e 
'ber ^-fäc^e be€ Srieugung&fretfed. 

9ßir woQen nun anne()men/ baß » bieS(a^e bejeicl^net/ welche 
jwifd^en jn>ei, t>m^ bie ©lei^^ungen: 

(i^) y={(x), (05) y=F(x) 

au^gebrudften 6un>en unb jwifd^n ben ben Xbfciffen xo, x tnU 
fprec^enbcn Orbinaten liegt. SSSenn man ber ibfciffe x ein febr 
f leinet Sncrement /!\ x ert^eiit^ fo erl^t bie %Laä^ n ein ent« 
fpred()enbcS Sncremcnt A«- 9?un feien (;>), (q) bie beiben f)unfte 
ber ßuroe (64) unb (r), («) bie beiben fünfte ber (§m\>t (fiS), 
xotlö^z ben 2(bfciJTen x,x-\^l^x entfprec^en. 2fußerbem wollen 
wir anncl^men, \>(k^ bie 2)ifferen5: 

(M) .F(j:)~fC:t) 

für biefe Tfbfciffen unb für alle jwifcbenliegfnben poptito bleibt/ unb 
enblicb ivotlen xoxt burcb unb ® )ia>ei loeränberlidt^ , aber iwtfdben 
ben ©renjen unb 1 liegenbe Sat)Ien bejetd^nen. Sie IDrbinaten 
v^otxtif auf ben S3ogen ^9, rs xo\V^liü)x{\6) genommenen fünfte 
.rönnen bur^: 

auSgebrfirft »erben, unb wenn man bie glacfee be§ Sfed^terfeS, xotU 
(beS einer @eitS toon ben, burcb biefe beiben fünfte ju ber Tun ber 
X gejogenen .?)araUelen unb anberer @eitö üon ben, ben 2(bfciffen 
^5^ + A^ entfprccbenben Orbinaten eingefc^loffen wirb, mit » be« 
jeicbnet/ fo IS)at mm: 

(68) « = Aar.[F(ar + 0Aa:)— f<ar + öAa:)]. 

9?un ift aber bie SIadS)e » beS 9redS)terfe§ offenbar großer ci% 
ber Släcbeninbalt /\u ber gigur pqrs, wenn baä Sfetbtecf um 
biefe gigur befdbrieben ijl, b. b- wenn bie bin ^al)lm S unb 
beigelegten- ?gJertbe ben mogli<bfl größten SEertb %er ©rbinate 
F(a:4-0A^) unb ben moglicbjl Wcinften 9Bertl)e ber Srbinate 
f(a:-|-öA^) geben. S5agegcn wirb bie %{kä)t h ofenbar f leiner 
al6 Att> wenn t>a^ SJecbteä in Vxp %\f^mpqrs befcbrieben i|l, 
b. b- wenn bie ben S^blen unb 6 beigelegten SQäertbe ben mog? 
li(bft fleinflen SBertb ber Drbinate F(a: + 0Aa^> «nb ben mog:: 
Ji*fl;,8rfi,®eii;aBert^.. ber ßrbinate f(a;rf^A^. 8«be3. 8E%enb 
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mm alfo Me Sagten ^ unb ^ )n>tf(^etr bett ®rettjen itnb 1 \>ai 
ritren läft, tft bie ^iffererii: 

(60) Att — tf = Aa — A^-f^(^+®Aar)— f(a:+öAir)] 

balb ))o{ttio unb balb nego^t), unb ^terauS ergibt ftd) letc^t, ba§ 
maii/ wenn f (jt) unb F (x) ftetige Functionen t)on a: bejeicbnen, bic 
Sagten unb @ fo ipdibteii {ann, baß {te ber ©tetcfrung: 

(70) ' Aw = Aa:.[F<a: + 0A^)-f(a:+öA^)] 

genügen. SDenn «Denn bre S)tfereni (60) fur^:r=:^0 9 ®:=t=<9ö- 
einen negatben SS&ertb unb für = 6^, = ©^ einen pofttit^en 
9Bertb befommt/ fo hxa\xä)t man nur: * 

(71) Ö = Öi-f (^i — Öö)«, = 0o + (0t-0o)e 

)u fe^en unb bann t (wifcben ben ©renken £=0, | = 1 Darürett 

Mt lofen^ xotnn biefe :Differtnj toon bem erften SBertiJK jum jweiten 
übergeben foU. 5Run tfl aber.Har, bag, ba ficb ber Tfu^brud (60) 
alSbann in eine jletige Function t)on t mxoanMt, berfelbe nicbt 
wm ^ofttitjen jum 9?egatit)en übergeben tann, obne in bem Snters 
t[>eUe 9JuU ju^ werben, für einen SEertb t)on f, ifoelcber jwifcben ben 
©renjen unb 1 liegt, unb welcbem tin jwifc^en benfelben ©rem 
jm jttegenber SOSertb iM)n ä, entfpricbt. 

SBenn *er (Sleicbung (70) ©enü^ge ^efd^ie^t, fo folgt barauft. 

tnbem man btiitS^tiU burcb A^ bmibirt: 

« 

(»2) ^=[F(^ + 0A^)-f(^+©A^)]. 

SBenn man in btefer k^tm ©letc^ung A^ d^d^^ ^^^ ©renje 
StuQ conc^ergiren läßt, fo ftnbet man: 

(W) ^ = F(a:)~f(:r), 

ober wa? baffelbe {jl: 

(74) dtt = [F<Är) -^ %)] rf är. 

2)ie ©lei^ung (74) fefet tn)rau§, baß bie Sifferen^ F(x) — 
f(a:) in ter 5Räbe ber 2(bfciffe a: pofttio ijl. SBenn biefc 85ebim 
gung nid)t erfüllt würbe, fo müßte man jlatt ber ©letc^^ung (74) 
bie folgenbe fefeen: 

(75) ' dw = [f(:r) — F(a:)]€?ar. 

^an l&at alfo allgemein: 
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190 baS hepptUt Qtii>tn auf bad QtUi)m + ober — rcbudct wtts 
bcn muß, ienad^bem bic Differenj F(a:)-Tf(ar) pojttit) obet ncflÄ? 
tito i{l. SBenn man ben 3a^(enn>ert^ ber S^ifferenj (66) ber ^rje 
loegen burc^: 

beietd^net/ fo t>enoanbett ftcb bie %oxnUl (78) in: 

(78) du=f{x)dx, 

imb hieraus fblgt/ mnn man "om ^=j?o an tntegttrt: 



(79) u= r'f(,x)dx. 



.SBenn man enbllcb biejwifcben ben Guröcn (64) unb (te) 
»nb jn>ifd()ch bcn ben Ttbfciffen x^^X entfj)red(>enbcn Drbinaten l«? 
Ö^nbc gldcbe mtt V bejeicbnct, fo tjl U offenbar ber a:=JC ents 
^recbenbe äSertb ^o" u, unb man bat folgtti^: 



(80) ü=r^f{x)dx. 



S^fe ©leidl^ungen (79) unb (80) ftnb ben ©tetcbun^en (10) 
unb (11) ganj dbnlic^/ nur brucft- in be:i erflern f{x) nt*t me^r 
bie iDrbinate einer einjigen 6urt>e, fonbern bie 8än^e be§ ge« 
rablinigen ©urcbfdbnitteö ber gld'cbe u ober U mit einer auf ber 
Are ber x fenfr.ecbten unb ber 'Äbfciffe x entfjprecbenben ©bene aus- 
liefe 8dnge'fönnte man bie Örbinate ber gldcbe u ober U nennen, 
unb fie i|r immer bem 3abUnn>ertbe ber . ©ifferenj jwifcben b«i 
äDrbinaten ber beiben biefe Sldcbe begrenjenben (Surfen gleid). • 

SSBenn ftcb bie Suroen (64; unb (65) in jwei oerfcbiebcnen 
?)unFten fcbneiben unb wenn man annimmt, bag xo^X in ber gors 
mel (80) bie biefen fünften entfprecbenbcn 2(bfciffen bejeicbnen, fo 
brucft Ü bie jwifcben biefen beiben Surfen (iegenbe gläcbe auS. 
2>affelbe würbe nocb,ber gall fein, wenn ftcb bie beiben 6urt>en in 
ben, ben Äbfi^ffen xq unb X entfprecbenoen ' fünften berührten. 
(Snblic^ tonnte eS aucb.gefcbelS)en/ bap: ' 

bte «xA mtt etnjtgen ®(eic^ung : 
(81) S (X, y) =0, 

> 

»el^e eine ganj gefcbloffene Gurtoe auSbrurft, abgeleiteten SBcrtbe 
Don fy waren. Um alSbann au§ ber gormel (SO) bic t)on biefer 
6urt)e begrenite Sldcbe abzuleiten , braudS)te man für .to^X nur bie 
fleinjle unb gröpte^ ^llbfciffe^ tocUi^c bjrn ^e^fc^iebenen ^\xalt^n ber 
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(Sunt tnt^xtä)tn, ober n>dd taffeO^e ift/ tte TCbfaffen bct betben 
fünfte ber Xjrc bcr jt, ju (dfeen-, iwifAen wetcben bie ^reiection 
ber Quvot auf biefe 2()re (tegt.- @en>o^n(tc^ geboren btefe Ttbfciffen 
ben fünften bcc (Surve an, loo bie Xan^ente gu ber TCte be r 9 
))araUe( mtrb; iebocb {pnnte auib ba§ ©egentbett ftattftnben/ ipen'tt 
bie burcb bte ®leicbung (81) auSgebrucfte 6urt>e t>orfprtngenbe ober 
S!ücffebrpuTifte bitte. . • ^ , 

Um oon ben eben autgefleüten ®ä%en eine Vn^enbung ju jets 
geh, nn>nen toir onnebmen/ e$ foUte bie oonber gefcbloffenen 6urt)e^ 
n>el4^r bie ©(eidt^ung: 

(82) ar2«+y2« = l 

dngebort, Yoortn m eine beliebige ganje 3<ibl begeicbneti begrenzte 
f^to^e bejfrmmt n>erben. 9Btrb biefe* ©leicbung in SSejiebung auf 
bie IDrbinate y auf^löft/ fo gibt fte jxoei SSertl^e fixx biefelbe, 
nämliä): , ^ . , , 

J- - -J. - 

(88) y = — (1 — Ä^a»»)*'*, y = (li— a:««)«'", 

unb bie Eiferen) irol\ä)en biefen beiben SBertl^en iß: 

(84) /(a?)i=r2.(l — Ä?««)» 

2)a femer au8 ber ©teicbung (82) folgt: 



(») ^=-(7)'^". 



fo ijl Mar, baf bteÄanqente an ber6un)e- ju berufte ber »y paraHet 
wirb, wenn man y=-0 unb folglid) a: = — 1 ober j:== + l 1^aU 
Wlan tann ftcb übf igen§ Icicbt überjeugen , bag bie beibert oorberges 
benbert SBerfbe ber 'ilbfciffc ar- ber größte unb fleinjtc oon) allen bes 
nen ftnb> welcbe ben oerfd)iebenen ^uilften ber ßurte (82) entfprecben. 
.^iernacb erbäit man für. bie verlangte, gläcl[)e: 

(86) U=f Jr (z) dx = 2 /* '(1 — ar«») Ä rfx . 

jOtx tjörbergcl&enbe SBertl^ t>on U tann a\x^ auf folgenbe gorm 
gebracbt , »erben : .... 



. , - • « 



(87) 17 = 4 /* \l — ar«*")«« dar, 

•/ 



®enn man atS befonbern gaü »1 = 1 fe^t, fo rebucirt ftcb 
bie Guroe (82) auf einen JtreiS oon bem ^albmcffer = 1 unb man 
erbäit f wie ju erwarten war I7=ar. ^ 

^tnn man (latt ber 6ur\)e (82) bie bur^bie^leit^ung: 



(08) ■ ««'H-i+ya"+i3sl 

• • 

m^tbxüätt ninmt, unb ttxfäi^tt baim totebet Atn^, fdi er^K man 
für bie toon bicfiir &tn>e eingefc^offime gläc^e: 



(8») 17=2/ (1 — a?2»-^i) 2m dar. 



TCbcr wenn man btc 3aM m<n ober l)S(i)\leni =« annimmt, 
fo ergibt ficb / bag bie 2(bfcififen — 1 unb. -[- 1 Sf ücffebrpunftcn ber 
ßuröe entfprecben, worin bie Tangente , fta'tt ju ber 2t)ce ber y, }U 
^x ber a: ^parallel ijl. » 

SSäenn man j. 35. wi = l fei^t, fo folgt auS ber gormel (89): 



• • » 



(1 — a:2«+i) .2 da: 

= 4/ (1—0:211+1) 2 dar, 

' %/ * 

itnb jur SSefiimmung beS SBiirt^ei ^on^ 17 br^uc|)t man nur 

(91) ..a? = ÄiÄ2"+*9 

JU fefeen. 25enn atöbann fjdt. man: 



7t 



(92) 










=: (8» 4- 4) / ^C052«-h2 9 . (1 — CO«r>9))" dg> , 



unb wenn man bie ^otenj (1 — co^^op)* ?nfwitfelt, fo finbet man 
mit IBeratfitcbtiaung ber gp^mel (85) m SSodef. 23: 



(98) 



11— (X J-9^ r i.8,5,.,(2w+l) n l,3.5,..(2w + 3) 
~^ ;^"^^^L2,4.6...C2» + 2) . 12.4.6...C2»-+4) 

, n{n — V) 1.8,5..% (2^^ 4-5) T 

'^ 1-2 2.4.6. .•(2JI + 6) <^^^--J- 



SBenn man jugleidS^ iw = l unb «^1 fefete, fo rebucirte fic^ 
bie ©leid^ung (88) auf: 

(9*)- «*4-j,*=l, 

unb ftu9 ber #>m({ i(02) folgte; 



— sca. 



(95) 



7t 

U= 12 / •* (cos^ 9 — co$^q>) dq> 



ftr 



Y^l.8 1,8.5\ _1,S _3 
V2.4 2,4.6y~2.4^~8*' 



' - gerner t)crbient nod{) bewerft ju werben, baß bie Sormel (80) 
fclb^ in bem SaUe nod^ jlattfänbe/ wo jebe ber Functionen f (o:), 
¥(w) mit ber 2Cbfciffe a: bie gorm toeranberte, fo bag fte nicbt bfe 
£)rbinate einer einzigen 6urt>e, fonbern fuccef[tt>e bie £)rbinaten meb- 
rerer Surfen ober aud) mebrerer in ber. @bene ber x^y gezogener 
@eraben üuSbrücfte. Um bie Segriffe ^u ftriren, wollen wir an^ 
nehmen, baß, inbem bie Function F{x) bie jDrbinate ber burc^^ bte 
@Uic^ung: 



(66) 



»=1-^^ 



auSgebrücften ^arabel ift, bie Functionen f (:r) filr negatit)e SBertl^e 
t>on X bie iDrbinaten ber ©eraben: '» 

auSbrucft unb für po^ü^yt SBertbe t)on x bie ber ®eraben: 

(98) y = |^. 

TiUhann.^at man füt X <iO: 

(99) . fi^) = l-x^+ix, 
unb fütr.ar>0: 

(100) , f(x) = l-x^-^x. 

JBon biifeft beiben 2Bert^en loon fix) wrfd^winbet ber «rffe 
fülr ar=: — ^ uftb b^r jweite für ar = f. SBiU man nun bie auf 
ber' Seite ber j)ofiti»en y jwlfd^en ber Parabel (9ß) un^ bcn: ®es 
r<iben (97) unb (98) Uegenbe giäc^c beftimmen, fo braucht xaaxi nur 
in ber gormel (80): 

ju feigen unb bann bie (Sletc^ungen (99) unb (100) )u 6erä(f{t(^tU 
gen. . S}erfdi)rt man auf biefe SSietfe/ fo ftnbet man: > 



I 



(101) ^=yi* A*)rfa;=^° fQ>:)dx+f*n=»') d « 



■f (%-9^-\-%x)dx+f ,{l-x^-ix)dXy 



^"^n 



384 



(104) .r=i-^-A+l-*~A=Ä*Ä.' . 

■ • 

SRtt berfetben Zti^ti^Uit toüxht man Mi bev ©(et^^ung (80) 
bte t>on einem €ont)eren ^Dlpgone mit gerabs ober frummltnigen 
®^en einflefcbloffene Slöicbe ableiten. 

gnblicb wollen wir önnebmen/ ba§ bie gldcfte ü" aiid ntd^reren 
SEbeiten beliebt, »elcbe eine folcbe 8age b^ben, baß ftcb ber gerabs 
tlni.qe ©urcbfcbnitt biefer gld'cbe mit einer auf ber Are ber x fenfs 
rechten unb ber Xbfciffe x entfprecbenben (Sbene in ein Softem me^« 
reter einjetner, burcb fi (x), f^ W^fs (ar), . • • ; aüSgebriidfter gangen 
t)ern)anbett unb wovon bie erfte jwifcbe« jwei gegebenen Hirnen, Die 
jwcite jwifcljert jwei anbern gegebenen Linien, •. liegt. ®enn man 
ivieber annimmt; ba§ biefe ^Id^e in bem @inne ber negatlt^n unb 
pofttiDen X burcb bie ben ^fciffen,xo unb X entfprecbenben S>vt>u 
naten begrenzt wirb/ fo f^at man nrieber: 



(80) 



V^f fix). 



iix> 



wenn man: 



'k'« • 



(108) • f(x) = A (^) +/i (^) + A C^) + 

nimmt. 

Diefelbe SBemerFung ifl auc^ auf ben. gaU anwenbbar, wo bie 
Sldcbe U üon einer gefcbtoffenen 6urt?e begrenzt wirb, welcbc ju^ 
fammengclegt ijl, fo ba& Itc oon X>i\\, gewiffen 'Äbfciffcn entfprecfecn* 
ben jDrbinaten in mebr at§ jwei fünften gefcbnitten Werben fann- 
tttlsjbann gibt bie ®leicbung ber Guroe, wenn pe für bie Srbinafe 
y aufgetdft wirb, fiir^üeben SBirtb .t)wi x 'i^ine gerabe Änjabt reeU 
ler SEBertbe biefer Drbinate unb nacbbem man biefe rfeUen SBertbe 
nacb ber golge ibrer ®roge georbnet b<»t/ broucbt man nur fuccefjiDe 
ben erflen ^m bem ^weiten, ben brittent)Qn b^m loierten u. f. f« abgus 
jieben, um bie oben mit /*, (ar), /"^ (.r), •.. bejeicbneten ©rogen, 
.b. b* bit (Srö^en, beren @ummt genau ber gerabünige 2)urd^f(|>nitt 
f{lx) ijl,^ ju erbalten. 

9la(ji)bem wir gejeigt b<Jben, wie man in aDen gdHen ben ges 
rablinigen 25urcbfd)nitt eine# beliebigerf ebenen gldcbe mit einer auf 
ber Hxt ber x fenfrecbten dbcnc erbalten fann, wollen wir nocb ei« 
«ige @dfee aufiteßen, weldf^e bei ber Sluabratur ebener gldc^^eit t>bn 
großem 9lu^en jlnb. 

gebrfal^ 1. SQSenn bit gerablinigen 3>urd^fd)n{fte 
}wei ebehcrtlötcben mit einem^^pjjeme paralleler ebenen 
in einem <^onjlanten SSerfedftniffe ju einanber ftcben, fo 
fleben bie beiben ^Idcben in bemfelben S^erl^dltniffe ju 
einanber. 

SJewei^..' SBSir wetten bie tjerfdf^idbenen 9>ttnfte jebet gtacbe 
auf )wei rec^twinflige Tljren ber x^ y bejogen ^nne^men/ welcf^e in ber 



Qhtnt bicfer fflff(fee tfcgen, unb n>ot>ort bie jwettc aufcrbem tit einer 
ber ern>äbnten fc^netbenben paxaUtUn @benen liegt. 3Benn man bk 
gcrablintgen 2>urcbfcbn itte ber beiben Slä'cben mit einer biefcr ©benen, 
nd'mlicb mit ber ber Xbfdffe a: entfprecbenben burcb fW unb f{x) 
bejeicbnet/ fo ^at ttiquinad) ber SiorauSfeigung: 

(104) ^ f« = aA^), 

•# ■ « 

wo a baS conjlante JBerbaltnig bejeicbnet Tfußerbem feien xö 
unb X bie ©renjen, jwifcben welcben x liegen mu^, bamit bie, 
biefer Äbfcfffe entfprecl)enbe unb auf ber *Kxt ber x fenfred)te @bcne 
bie beiben gldcben tfifft SJermoge ber gormcl(80.) wirb bie®röge 
>er erflen Sldc^e offenbar burd) t>a^ Sntegral : 



/ 



X 

f{x) dx 

Xq 



auSgebrudft/ wdll^enb bie ber jwciten bnxd) ba§ Sntegral: 

f(x) dx 

ouSgebrudPt wirb. 

Siun folgt aber auS ber ©teid^ung (104): 



*/ Xt 



(105) / f(x)dx = a/ f\x)dx 



unb e§ tft eintcucbtenb, bag in biefer legten Formel ber auSge- 
f))rocbene Äe^rfafe enthalten ift. - 

3 Ufa 6 1. ©efefet, e^ waren in ber ßbene ber xy jweigc» 
.fc^loffeae ßuroen befcbrreben, wooon bie erjte burcb bie ©leic^ung: 

;\ (106)^ g(^, y)=o, 

unb bie zweite burc|) eine ©(eic()ung t)on>ber ^orm: 

(107) S(x,|) = 



K\ . 



ctoSgebruÄt wirb / wo b eine • conjianfe ©roge bejeidfjnet , fo fft tüx, 
tag ficb für jeben SBertb ber 2lbfciffe o^ aü5 ben ©feicbüngen b« 
beiben (5uroen correfponbirenbe SBßertbe t)on y ergeben, welcbe in 
tem SBerbdltniffe loon'trfc ju einpnber' jlcben; golglicb warben. bie 
®renjcna:o,X jwifcben welcben bie TlBfciffeartiegen^ mug, bamft'bie 
£)rbinate y reeUe SBertbe bthält, nid^t gednbert, wenn man bie 
}weite %lä6)^ fSiv bie erfle fubflituirt. Sernet/ wenn n»ah burc^tiz- 
: (ifl8>; yo, ViiVi, Ut>'" '■^ 
bie üerfci^iebenen reeÜen SBSert^e wn y.bejei^inetit.weldjfi; bie ^}f 



ik @)((t(&uns (107) fuc biejitb» Xbfciffe giM, «ut^t 

(109) " ^yo, iyi, fty«, fcy»',.... . 

aai^tixixdU SBenn uberbteS bte ©roßen (108) nad|) ber ^ol^t 
tbrer ®roße georbnet angenommen iperben^ fo {tnb bie.üorbm 
mft A (a:),/2(ar),.%. bejeidj^neten Sangen fflr bie 6urw (106) ofs 
fenboc; ' 

(110) fi(^)~yi'-y.09 A(^)=»8 — »«> etc... 

tinb fo(gltd) wirb ber innerhalb ber Qvix^t (iegenbe g^erabüntge 
2)urcbfd)nitt f(x) ber toon biefer (Surt^e eingefc^loffenen %läd)t offem 
bar burdl) bie formet: 

(111) /(.r) = Ji — yo + »8 — 2^2 + etc. • • 

bejHmmt. ©agegen finbet man für ben gerablinigeft ^ur(^fd[>nitt 
f (ar) ber üon ber 6urt>e (107). eingeft^^toffenen gläcl[)e: 

(112) I f (^) = *2'i "■*»<> + *»»^*»2 + etc.*. 

I =&(yi— »o + Jfa— y2 + etc...>.. : 

ÜRan l&at folglid^ : 

(113) ^{x)=lf(x) 

S^xzxna^ folgt auS bem ge^rfal^e- 1 , baf ftd^ biei Don ben iSvxs 
l>en (100) unb (lOT) elngef^lofTenen glasen wie l-:6 t^rl^aften. 

3ufafe 2. ®enn man wie t)or^ln fc^^ltegt/ ^er bie beiben 
Goorbinaten x^y mit einanber t)ertauf(^t, fo beweifl man, bag ficb 
bie öon ber Surtoe (106) unb bte t>on ber Surt>e, beren ©Ict^^ung 



(114) SCI'.4=^ 



. A 



' V 



tft, etngef^Ioffenen gladfe^n wie l:ä t)erl&alten. Serner würbe man 
.•<MttIr4r ' Mffßitbe * SBerlnittrrff er^titi, wn» v^^^n bie/wsin bcn b«i= 
•J80iiburcb.|>fe (Sfeidbungen:^ ; . / f. 



j:. ^ .^Cj , ?.-» 



auSdJ^brÄdftoi, (JuVoen , eingefd)lQf etjeti gj^ifeett »«i^göid^e- . , . ; • . . 

äufafe 3. SSBenn man bie burcb bie Surfen (106) unb ^116) 
eingefci()Ioffenen glä'i^eit ttrect\ mk' jeinaflber \jeraleiclf)t/ fo ergf*t ficb 
OH^ 3ufa4 >1 unb 2,. bag fte ffc^ wie l:a6 ioer()alten vnb n\an 
Idnrt fttrt^ftt fblgenben Cel^rfdi iauf (teilen: 
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. ee>rfa| & Hm bie t>ojt tittet ibevatt gefd^Iofftncn 
unb bur4^ (ine ®let(^uns üon ber f^QtQi: 






au§gebrß(ften SuTt)e bcgrcnjte Sti^e ju» bcjiimmcn, 
braucht man nur bie 9on ber ^urue, beten (Slei^^unfl: . 

t'il, eingefcbtoffene ?fldcbe ju fud^en «nb btefelbe b«rd(> 
ba§ ^robuct ber beiben ßonflanten a unb 6 ju multi^ 
j)ticiren. 

. äufa'^j I5. -SSenn fi* bie ßum (116) ^üf bie eUipfe (lö) 
tebucirt./ fo »ewanbett fi4^ bie ®lei4)un3 (lOö) in; 

(118) ' a:^+y^ = l 

unb brücft einen ÄteiS öuS, welcber bie ©inbeit jum Jg)albmeffer 
bat. 2>a nun bie S^dcbe bicfc§ Ärcife§ =:r*i|t, fo folgt au$ bem 
gc^rfdfee 2, ba^ bie gldc^e ber gttipfe burdS^ ba^ ^robuct: 

AU^gebrfitft t9irbi frxaS berettö befaftnt toar« 

3 Ufa 6 2. äBenn ftc^ bie ©leicbung (115) adf: 






»ebudrf, »win a, ft . jwel , pb(tttt>e Orogen unb nt,»- ^noei ganje 
SabtiPtt bejeidbnen, fo wirb bie t)on ber burc^ biefe ©leid^ung auls 
gebpücften (5uTt)e eingefc^loffene gtacbe. butcb ba§ ^robWt auS bem 
U(u^biittcfe (d8) unb beti beiben ßonftanten a unb' h au^gebrficft. 

äufafe' 5. 9lacb'bem in ber ftebenten SSorlefüng ©efaotett 
wirb biV ©^ofute ber «aipfe (19) bur* bie ©leid^ün^r - * 

au^gebritcft/ worin ^,£ 5Y9e! .)^o{]ltipe @roßen bejetcl^nen^ mldf^e 
bur^ bie ©leid^ung : 

bejttmmt f weisen. JRim fotot^aber ouS bem .^el^rfafee l/^bgSjbie 
Don biefir (St)o(ute eingefc^toffene S(dd(;e bem ^robuct^ ouö bien 60m 
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(121) i^JB==^i7t^2L-l± 

gici* ifl.. . 

Sufafe 4. SBSenn man in fcer ©letc^ung (ll7) 5 = a fe^t, 
fo relmdrt fte fic^ auf Ihc gorm : 



<^*^> . s(^,f-)=o. 



uiib brucft cmc ber Guroe (106) ä\)hli6)t Q\xx\>t au^, bereit ®b 
menftonetv ftct) ju benen ber anbern 6urt>e ipie a : 1 t)ert)alten. 
jDemnadfe folgt auS bem 8el)rfa^e 2 offenbar, baf- f^ bie \)on 
jn>ei ä^nli^ch (Surfen eingefc^ifCoffentn %tddi)tn xoitbu 
£luabrate ber 2)tmenfiQn'en bjefer betben 6urt)en \)tx» 
^^Iten.. 

SGBir fcbliefen biefe 85orIefung mit bemSeweife eineä Se^rfa^eS/ 
VDcld^er'fic^ folgenbermaßen auäbrficfen lägt. 

gel;rf^^ 3. S>a$ aSerl)öltni§ jwif^e? iwci efernen 
Stad)en ijf immer eine mittlere ®rdge jn)if($eh ben üers 
fc^iebenen SBertben, n^elcbe ba^ .ä$er^ältni§ ber c)ertablis 
nigen SDurc^fc^nitte biefer beiben gla'cben mit einer 
f}et§ ju einer gegebenen <gbene )>araUel b(€ibenb^n Sb^- 
ne bef ommnk;fan:rt. ' . . -. .v . - 

85en>ei§. S3Sir wollen bie \)erfd)iebenen fünfte jeber gläd^e 
auf jYvei red)tn)inKige Xren bet x unb y^ h>eld)e in ber @bene hie^ 
fcr gläcbe liegen, unb wooon We. jpeife mit ber ©eraben . jufam^ 
menfa'Üt, nad) welcher fte burd^ bie gegebene Sbene' gefcbnitfcft* »irb, 
bejogen annehmen unb e§ feien überbieS f(x) unb §(.r) bie gerabs 
iinigcn; S>urcbf(bnitte btr beiben .glScbeh mit ber bewegli^en unb 
Ux *-ttbfdfl^,.a: entfprecbfenben ßbene. ßnblicb wollten wir Tannefemen, 
,ba§ biefe gbene bie eine ber bjciben Sldc^en nicbt fcbneiben f«nn, 
o$ne bie andern jti fcbneiben unb e§ feien Xo^X bie iiSrenjen, jwis 
f^en welc^qn bie^^bfciffe x üegen mu|, bamit bie bewj^licbe @bene 
%i beibert in Sfebe jtebenben S^läc^en wirKic^ fc^heibetj fji) ijl ba§ 
8Ser^)altniß Ut einen biefer SW4)e jur anbern;" 

/ f(:^dx\ • 

(128) 'i^ 

©efet man öberbie* beip Äurje »egent- - 

';^(i24) • f'iix)dx = %ix)\f'f(x)dx^Fix)^ 



% 

fo M ^^"^ ita^ ^iner au» bec 3nteot(dlred|^titms befannten Sormel: 



(127) 






wo ^ eine Heinere ^(x^\ al3 bte 6in][)ett bejeicf^net^ iRun tjt aber 
ber S3ni^; 



♦) >Denn e< fei f{x) eine awif(f)ett ben ©renjen j?=a?Q, x=zX ftetije 
gunction wn a?, fo wirb^ wenn a?^,^?^, a^8>«:-*^«-i S"'ifd)en biefen 
©renjen Itcgenbe unb uncnblid) wenig von ,einanber t)frfd)i€bene SBert^e wn 
d; begei^nen un^ ba6 SntecoaU JT — ork in unenbli^ ftetne Elemente 

a?i — <*o » ^2 — ^1 * *5 — ^2 > ^ — ^»-1 ört^eift wirb , bie 

©ummc Ä bei: Slei^e: 

burc^ baS bejltmmte ^ntegrat: 

J/*(a7) dx 

ouööebröcft. ©f^t mon nun fQv)=ip(x).x{^)t »^ v(*)»i^(*) i»« 
neue gunctionen t>on aT ffnb, welche jwifct)en ben ©cenjen a7=a?Q,x= JC 
ftetig bleiben unb wooon bie gwette innerhalb biefer ©renjen immec baf* 
fetbe 3ei(^en he^ilt-, fo tjecwanbett ftd^ bie,' obige Stetige in: 



.. «• 



unb !ann burd^ bag $robu!t aug ber @umme: 

unb einer «Kittcrgröge jwifiäjen ben ©oefRcicnten 9 {xq\ 9 (x^) y . . . 
v(.r„_j) tjon ber gorm <p(S), wo $ ein jwifc^en Xq unb JT Uegenbec 
8Bert&_ ift, au8gebröc!t werben. SKan f)at folglid): . 

, unb alfo aud^: 

f{x)dxz=:\ x{^)'9'i^)dx=9il) 1 x{x)dx^...iÄ) 

WO l wieber ein gwifdben -otq unb X Itjgenber SEert^ con x ift. ©efet 
. man nun in biefer ®teid)ung för /(a?), /(a?) urib 9(0?) refp. f(a-), 

f(xy unb yr-^ fo ergibt pcfe barau$: 

weil5einawifc^ena?o«"^-^i^if9ftt^« ®^rtl^ ^^" ^^*' ^o+ö(-^-"*o ^ft- 
aau^p II. . ' 24 ^ 



> 



\ 



offenbar ftttir wn bet^ SSer^tn, wrl^K ^^ flSevl^lltntf : 

f(x) 

\fn ger^^ltnigen Sur(lt>[ci)mtte ber betben ^acben onnebmen lonn, 
lücitn bic Xbfciffe x jwifdben ben ®rcnjen 5:0, X t)ariirt unb folßlid^ 
eine jwifcben bem flcinflen unb größten biefer SBertt)e Itegenbe 
®röge. ©ie ^©leicbung (127) fübrt alfo auf ben «e^rfafe 3. 

3Bcnn ble auf ber Hxt ber x fenfred)te beweglid^e gbene für 
gewiJTe SBertbe ber 2(bfcijTe bie eine ber gegebenen gld'cben nicbt 
mebr träfe, fo liefe {td^ ber S3en)ei§ be& &ebrfa^e§ 3 nocb auf bte 
Eben gezeigte äBeife fiibren, nur mußten at^bann xo unb X bte 
®xtx{ytti .bejeicbnen, jtDifcben melden bte 2(bfctf|e x bleiben, maßte/ 
bamtt bie bewegliche @bene n)entg{leng eine ber betben Stächen 
(cbnitte unb man müßte annebmett/ t)aß ber SQertb jkbe§ ber gerab^ 
Jinigen 2?urd)fcbnitte \{x\f{x) aUemal 9?uU tüirb, tpenn bi« ents 
fptecbenbe Släcbe nicbt mebr 9on ber in SRebe {!ebenben @bene ge? 
fcbnitten n)urbe. 

Sufafe 1. 3»«i ebene gldcben finb glekb groß, wenn bte 
tterabKnigen ©urdbfcbnitte berfetbenmit einer itetö ju einer ^gegebenen 
ebene parallelen Gbene einanber immer gleicb blctoen. 

3ufa| 2. ^inn xaoxi in ber ®lei4)ung (128) f(a:)=l 
fe^t/ fo erbält man: 

/ f(a:)da:=?=/ da?i=jr— jto, 

unb folglich; 

(129) / ^(a:) rfor = (JT- Xo) AD- 

SRun brudft aber bie JJdngeX— aro offenbar bie gerablimge 9)rOi 
jection ber gldcbe (80) auf bie Äjce ber x au§ , »d'brenb f(£) eine 
mittlere ©roße in)ifcben ben gerablinigen £)ur(bfcbnitten biefer Slä^^e 
mit einer auf berfelben Tixt fenfrecbten ebene auSbrurft. 2)a man 
nun {ur %xt ber x- eine beliebige in ber @bene ber betrachteten 
gldcbe wiUfubrlicb gejogene ©erabe nebmen fann, fo tfl.einfeu^tenb^ 
baß bie ©leicbung (128) auf folgenben Sebrfafe fubrt. "' 

gebtfafe 4. £)aö SerbaltnißsjtDifcben einer ebenen ^£^e 
unb ibrer ^rojection auf eine in ibrer ßbene gejogene %xt ijl immer 
ein SRittel jwifcben ben üerfcbiebenen Sangen, welcbe bte gerobtinl: 

i|en 2)urcbf4)nitte biefer ^Iddj^e mit einer auf ber crnxil^nten Tlitt 
entrecbten ebene auSbräcfem 



£luabratuc Irummer %liö)cn. 



Sit \>tt feclE)8je]&ntcrt IBotlefunö feabcn mx UmtxH, biaf c8 
^wedFmaßtg ^äftint, jum üRage t)er )5anse eine§ fe^r f leinen, burcb 
einen gegebenen ^unft ge^ienben ßurüenbogcri^ bi^ ®erabe ju ncb^ 
tnen/ n>e{c()e jt^ bemfelben in ber 9läi^e biefeS ^unfteäam meinen' 
ix&ijtxt, unb wir l^aben ba^er angenoqtmen , bag ein fel^r tletner 
ßur^Knbogien faji mit feinet ^volectton . auf bte 6utd^ einen feiner 
fünfte gejogenen Sangente jufammenfd'ilt/ b. b* bag fid) ha^ SJer^ 
bältnip beS Reinen Surt)ertbogen§ ju feiner ^rojection faji auf bie 
©inbeit rebucirt. 85ei ber Cuabratur frummer gldcben wollen wir 
mi^ auf einen dbnlidben ©runbfa^ flü^^eh unb jum fS^a^t eirnS 
{leinen 3^bei(tö ber burdb ^inen gegebenen .^unft gebenben frumnuTn 
f^lod^e bie Sbene nebmen, welcbe ftcb in ber yiäl)t btefeS ^junfteS 
ber frummen Sldcbe am meiften ndbert, inbem wir annebmen, baß 
ein eiement ber trummen gld'cbe, beffen btibt Simens 
fionen febr flein finb, faji mit feiner ^rojection auf 
bie burcb einen. feiner fünfte gelegte SSerübrungSebene 
jufdmmenfÄllt, b, b* ba§ ba^ SSerbdltnif biefe6 fleintn 
eieme«t^6 }u feiner |)roiection ,fic^ faft auf bie ßinbeit 
tebucirt* 

35iefen ®runbfa| als jlattfinbenb angenommen/ wollen wir wie* 
ber eine frumme gld'dS^e betracbten, beren ©leicbung 5wif(ben re^^t* 
löinHigen Soorbinaten unter ber %oim: 



<1) 



x=f(x, y) 



crfcbemt- @S fei (p) ber ^un!t ber frummen glfdcbe, beffen Soor^ 
.binoten x^y finb unb r fei bie iReigung ber frummen S^dd^^ in bie:: 
fem .^untee, b. ,b. ber f^ji^e SBin!cl_ jwif^en ber burcb t>tn ^unft 
:(l>) ff4fß^^^ SSerübrungSebene unb ber M@bene ber xy. Snblicb 
wollen wir annebmeU/ ba§ ein .burtb a) bejeicbneteS Clement ber 
frummen. gldcbe, beffen beibe .2>imenito'ne;i febr flein finb^ unb 
welcbeS ben ^unft (p) entbdlt/ auf^ biefe beiben ßbenen projicwrt 
fei. SBenn man bur^ ^inen beliebigen ^unft-beS ßlemehteS a> 
eine britte, auf ben beiben erjlen fenfrecbfte ©bene legt, fo fcbnribct 
tiefelbe ba& Clement, o» nad) einem Heinen^urt^e^bpgm./ ii^ibbie 
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beiben9toiecttonenbef[etbtnna(|^}n)et ger^ben Stnten, xotlä^hk^toitzs 

tionen be^ enoa^nten fBoflenä ober ber ptf4)en feinen Gnbpunften 
Itegenben Se^ne ftnb. ä)iefe @ebne bilbet mit ben burc^ einen 
(Snbpunft be$ fi3ogen§ unb burcb einen bemfelben febr na^e (tegeits 
ben ^untt, }• IB. burcb ben ^mtt (p), gelegten 93eru()rungSebenen 
ber Frumnten Slacbe fel)r Keine aßintel. ^enn man ferner ben 
legten biefer 9Bin(el mit d bejetc^net, fo tfl ber SBinfel, votldi^en 
biefelbe ®el)ne mit ber 6bene her xy bi(bet; =ir + *, unb fotgs 
lid^ ))erl)a(ten ftc^ bie beiben ^rojectionen ber@ebne ober bte gerah 
linigen ^urd^fcbnitte ber beiben ^rojectionen beS, 6{emente§ a> n>ie 
cos ö : cos (t ± 5). Sfolglicb »irb bie §)roiecti0n .Oeö @lemente$ 
auf bie @bene ber xy mi) Se^rfa^ 3 in SSorlef. 24 burd^ ba$ 
9>robuct einer ÜRittelgröße jwifcben ben t^erfd^iebenen SBert^en te§ 
SSerbältniffeS: 

cos (t + Ä) 

* cosd 

unb' ber 9)reiectton beffelben ©tementeS auf bie (Sbene, »eld^e bie 
gegebene frumme glacbe im fünfte (p) berübrt^ auSjebWidPt/ unb 
ba nacb bem angenommenen ®runbfai^e biefe (e^te protection turdt^: 

a)(l+0, 

voo i eine fel^r.Heine @ro§e be}eid[)net^ auS^ebrucft toerben fann, 
fo flnb wir ju bem @d(>luffe bered)tigt^ bag bte 9>fcjiection be^ 6(e« 
mente& auf bie @bene ber xy einem $robuae oon ber Sorm: 

cös (v + i) f^ , ^ 

o -z (1 + 1) 

coso ^ ^ . 

gfeid^ ijl.' X>a anberer ©citS bie beiben ©roßen + d unb t febr 
nein jtnb, fo erll^dlt man, n>enn I eine britte fe^r xoentg t»on %xU 
wr(ct)iebene*®rö^e bejeicbnet: 

cos(t + S) .^ . ^ , .' 

7 ■ (l + l)=:C0St + My 

cosä > * ^ - ' ? 

unb ba man bie @bene ber xy mit einer beliebigen Sbene }ufamf 
menfallen laffen !ann/ fo toirb man unmittelbar auf folgenben Sebr? 
fafe gefubtt. 

ßebrfafe 1. @§ fei o ein ©lement ber frummen ^läö^t, 
beffen beibe 55imenfionen febr flein finb unb r fei ber 
fpi^e SBinfel jwifcben ber burcb ben ^unft (p) gtitgten 
S3erübrung§ebene unb einer anbern willfubrli^ Belegs 
Uli ebene, fo tfl bie ^rojection be^ @(emente& «b oon 
ber gorm: 

(2) o(cOÄr + /), 

wo /eine febr Heine ©r^fle bejei^^net. 
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» 

& feien nun (P>, (p) jwei 9)unfte bet ftrummen %la^t (1), 
ioot>on ber erße fefl tjl unD ben 6oorbina(en aro^ jfp entfpric^t/ n)äl^s . 
tenb bet ^wette bzrotQÜcb ifl unb ben t?eränber(i(^en Soorbinaten 
Xy y entfprid^t. SBenn man burcb itt>tn ber fünfte (P), (p) ' jwei 
@benen legt/ n)el(^e rejp. auf ben 7(]ren ber x unb ber y fenfredi)t 
finb, fo fd^neiben bicfe oter Ebenen bie frumme Stäche (1) nocb 
i>ier (Surt>en unb bte jwifcben btefen t)ier @ur)oen Itegenbe %lad)t tjl 
mit ber Sage be6 .$untte6 (p) loeränberlicb. £)tefe Stäche iß fol^:: 
tic() eine gfunctton ber Soorbmaten jr, y unb i^re ^rojection auf bie 
ebene ber :i^y tjl eii\^ec^tecf , bejfen ©eiten tcf)). ben 3Äl)tenn>er5 
t^en ber 2)ifferenjen W—xo, y— yo flfeicfe finb. SBir wollen bie» 
in 9tebe flel^enbe^ Sl^dj^e mit q)(x,y) unb it)re $roiection auf bie 
ebene ber xy mit v bejeici^nen^ fo tjl, wenn x>xq unb y>yo 

angenommen wirb: ; 

« 

(8) tt = (ar — jro)(y — yo). 

gerner feien A^j Ay i^^^ Reine, ben Serdnberiicben ar.y ers 
tf)t\ltt Sncremente unb (q) ber ^unft ber !rummcn %läd)t (1), «weU 
d^er ben ßoorbinaten ar.-fA^> y + Ay etitfpricl^t. ©nblicl) foHen 
bie unten an ba§ Seieben A g^fcfetcn Jöucbflaben x, y baS 3ncre= 
ment anbeuten, welc^e§ eine Function loon x unb y bekommt, wenn 
man or um A^ ober y um Ay xoaö^^m lä^t. X^tmnaä) be^eict)- 
nen bie beiben ^u^brüae: 

(4) A^9 (a:, y) , (5) ^ M = (y - yo) Ax . 

bie bem Sncremente A* ^^ SBerdnberltc^^en x entf)>rec^enben Sn^ 
cremente ber glddjen q>(x,y) unb «. gerner brucfen bie 3ncre= 
mente ber XuSbrude (4) unb (5), wenn man y um Ay wad^fen 
läßt, bber bie beiben ®rößen: 

(6) AyAx^C^.y), . W AyZiLrtt=A^Ay 

offenbar refp. bie gldc^e au§, wetc^^e auf ber frummen gldd>c (1) 
jwifdben toier, burc^ bie fünfte (p), (q) fenfrecbt auf bie Ären ber 
X unb y gelegten Sbenen lijgt unb \>a^ Heine 9?ec^tedP, auf weU 
Ae^ ficb bie protection biefer gldcbe auf bie* @bene ber xy rebus 
cirt. äöejeicbnet mctn nun wieber bie Steigung ber frummen gldcbe 
(1) im fünfte (p) mit t, bie gtdcbe /\fj/\x9(^9y)f beren bcibe 
2)imenf[onen fel^r Ütein pnb, mit ca unb burdb / eine wenig oon 
giufl tjerfebiebene ®r6ße, fo l^at man nad^ bem 8el?rfage 1: 

Aj,Ar«=o(co«r+/) = (co5r+i) AyA*9'<'^5 y) 

unb l^ierauS folgt, wenn n^an für AyA*» feinen au§ ber ®leis 
^ung (7) abitltittttn SBertJ() fe^t: 



(ß) 



Ai/Axy(3?> y) _ 



-■ ■ ■ ■ ™ ^ « -- ^ ■ ■ ^— ^»^^^^ «^^^^ ^^^^^ ■ ■ ^ 
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SBBenn matt itt ber ®fetd&uttg (8) ben SÄWenwert^ Don Ay 
o^tte @nbe abne^en lä^t, fb erhält matt, tttbem matt ju beti 
®rettien fibergef)t/ bie ©(etd^Ung: 

/^o^ rft/Aaryfa5y) _^ 1 

/*^^ '' dy:^x\ ^cost + r 

wtld)^ maa aud() fftt^d[)et folgenbermaßen f(|it:etben fantt: 
ad) rfAxy(^,y)^ „A^ j> • 

urtb worin bfc ®ro§e / einen fel()r Reinen SBerti^ bel^dlt. ®emt 

man enbltd^ tn ber ©leic^ung (9) ben ® ert^ t^on ^ x uneirWic^ 

abnt^mm läft, fo folgt aui berfelben, inbem man }u ben ©rsn^en 
äberge^t: 

(11) 4frf^qpfa, y) _ 1 

^ dy*dx cpsx * 

ober was baff^Ibe i{l: ^ 

• 
2Cu8 ber ©letcbung' (12) lagt R* lefd&t ber SBert^ ber glacfte 
q^{Xjy) ableiten, S)enn ba biefe ^ld(be mit i^rer ^rojectton auf 
ber 6bene ber xy jugleic?^ wfcbtoinbet, vxiji blo8 fö'f y = 2l!«> 
I9a8 au^ 0? fein mag, fonbern aucb für a:=;:;ro, welken SSertp y 
auc() l^aben mag; fo ifl folglid^^ allgemein: 

(13) 9(^»yo)=^0, (14). g)(a?a,y) = 0/ 

Mnb folglich: 

■ 

(15) 4£^jSo)^o, (16) ,^£§i2J!>^». . 

t 

Sntegrtrt man nun bie ©leid^ung (12) 1) in SSejiel^ung oi^ 

i^ )^on y = yo oxih unb 2) in aSejiebung auf or t)on a; = ;ro axx^, 
6 finbet ttian fw(ceffi\>e mit 85eru(|fic^tiguna ber ®lei*ungen (15) 
unb (W)? 



/f-vx dcp(ar, y) r^ JM 



unb: 
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Stoin man in btefe? tc^teii ®Ietdl)ütig fSr bte Sootjtrinatett ^r; 9 
be6 ben>egitd|)en $unfted (p) bie Sootbtnaten X, Y eined auf ber 
gegebenen frummen Sldcbe^ Iteaenben fefien $un!te§ (Q) fe^,- fp 
gibt btefe ®(et(bunj) ben SBertb ber St<icbe 9) (X, Y) , tvelcbe juvU 
fcben m^ burcb bte fünfte (P), (Q) fenhtc^t auf bte 2(ren ber « 
unb bet y gelegen Ebenen (tegt/ unb n>enn man btefe %Ui<l» bei 
Müt^t tvegen mit A bejett^net, fo ^ot man: 



(19) 



=/"r 



secx.dydx. 



9Ba$ ben SSSei'tb t)mt ^ec r anlangt^ fo Hwx er unmtttelbav burcb 
bte Sormel (34) in SSorlef. 14 befltmmt werben. SBenn alfo ba$ 
iDifitrengial ber ®Iei4^ung (1) unter ber ^orm: 

(20) dz=^pdx-\'qdy 

* 

miSStbrfidK wirb/ fo l^t nton; 



(ö) 



sec 1 5= v^(l + jP^ + y^)* 



6§ ifl xt>oi)l ju bemcrfen, bag in ben ©leicf^ungen (18) unb 
(19) bie iDrbnung ber Integrationen in ä3e|iebütig auf bie betben 
SSeränberlicben a: unb y obne 9{acbtbeil umgefebrt werben !ann. 
Sntegrirt matt ferner bie ©letcbung (10) in JBegiel^ng auf bie SBer« 
anberlicbe y unb i«oif4^en ben @renirn 2^=3yo# y^^Y, fo. ergibt 
fiö) barauö: 



(22) 






cost-^I 



dy. 



\ 



2)icfe le^te gormel brutft ben SBert^ ber glac^e A*sp(*,y) 
avL^i beten ^roiectton auf bie @bene ber xy ein fRtijXta tft/ votU 
dS)e8 jwifcfecn jwei um bie 8dnge Y— yo t>on cinanber entfernten 
unt) JU ber ^re ber x parallelen ©eraben unb jwifcben jwet ju ber 
Are ber y parallelen unb um bie febr Meine ©röpe ^x oon eins 
anber entfernten (Seraben liegt. 

55enfen wir un§ nun, baß bie frumtne gla(be (1) gefd&m'tten 
werbe 1) burcb jw^i auf ber %n ber x fcnf rccbte ebenen, woDon bte 
eine, ber ^bfciffe a?o entjprecbenbe feft unb bie anbere, ber ^bfcjffe 
X entfprecbenbe bewcglidS) ijlz unb 2) burcb i^vei eplinbrifcbe Slawen, 
beren @rieugungSlinien yx ber %xi ber 2 parallel ftnb, unb beren 
©ieic^ungen bie Sorrn: 



(2S> 



*y=^(^). 



(24) 



y=rF(ar> 



l^aben. ^an erbdlt oier 3!)ur(|)f(|)nitt6curt)en unb bte ^wtfcben bie^ 
fen t)ier Guroen liegenbe gldcbe dnbert ficb offenbar mtt ber Sage 
ber beweglicben @bene. £)iefe gläcbe ifl fblgm^ txnt Function ber 
"XbfciJTe z. äBerni mm {te bur4^ 4» (x) unb ein bee JBeronbers 
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ttc&tn af tttt^ittti, fc^r Herne« 3«rement rnft A« bejeicj^uet, fo 

brucf t A * (^) ^^"^ f^^'"^ -8l«d)e ' auS ^ beren ^rojection auf bie 
@bcne ber ay einer ©ctt« jwifcben ben beiben Reinen JBogen pq, 
TS ber burdb bie ®teid)ungen (23) unb (24) ou^gebrücften 6un>en 
unb onberer Seit« pifcben ben beiben mif ber %xt ber x fenfred^« 
Un unb X>tti XbfciJTen ar, a: + A ar entft)re(ftenben gbenen liegt. 
9lun feien 0^ 9 ixotx S^blen ^ »elcbe {wifct^en ben ©renken unb 1 ' 
beliebig t>ariiren/ fo ergibt ftcb burcb eine äbnttcbe 93etracl^tung/ xoxt 
in ber toier unb }n>an}(g{len Siorlefung/ bap ber tleinfle unb gropte 
ber äa^lenwert^e beS ^robucteS: 

(25) ^ Aa:{F(x + © A^)-f(a:4 ^Aar)], 

* 

xotX^t ben loerfd&iebenett SBertl&en ter ßablen ö, ® entfpred()en , refp. 
bie gladbeninf)alte ber in unb nxa bie ^rojcction ber SIäcbeA*(^) 
befcbriebenen Stecbtecfe auSbrucfen unb folgltcb bie ^rojectionen ber 
beiben neuen, auf ber frummen Sld'cbe (1) liegenben %lä6)in, wotjon 
bie eine Keiner unb bie anbcre groger ijl als A ^ W« 2)o aBs 
bann ferner iebe biefer neuen gldcben jwifcfeen toier (Sbenen liegt, 
»eldbe auf ber ^re ber or ober bery fenfrecfet ftnb unb ben2tbfdffen 
* a:, a: + A ^ ^^^^ ^^" Örbinaten t)on ber gorm : 

f(j: + dAar), F(ar + ©A^) 

entfrred^en, fo wirb fie burc^ ein al^nticbeS 9)robuct »te boS im 
{weiten S^^eile ber @leidi)ung (22) t?on ber ^orm: 



(26) A^/ \. rrdy 



auSgebrudft, wenn bie Sifferenj F(j:)-— f(a:) ber SBequemlidbWt 
Wegen olS pofitio angenommen wirb. %A^\i^ ifl ba§ SJer^oltniß : 

(») ■ ^ , ■ 

fin SRlttel jwifc&en jwei Sntegralen t>on ber gorm: 

rr(x^sjx) 1 

^ ^ J Ux-hO^x) COSt-^-I ^* 

8a§t'man ferner ben Sablenwertb t)on A^ unenblid!^ abneb^ 
men, fo nd'bert ficb bie ®röge / ber ©renje 9hln unenblicb unb bie 
))erfd()iebenen S9$ertbe be6 S^tegraleS (28) cont)ergiren gegen biefelbe 
^renje: 

(2Ö) - / sect'.dy^ 

Sotglid^ ift bie ©renje be§ SJerl^iäUniffe« \2t), ober bie abge^ 
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I 

leitete gunetton j^ beut XuSbrucfe (29) gtei(%, unb man 
finbet: 

(80) -^=.J^^ ,ecr.d^. 

Da enbltd^ ofenbar: 
(31) *(aro)=tO 

/ 

ifl, fo folgt au6 ber ®letc|)ung (30), wenn fte t>ott x—x^ au§ Im 
tcgrirt wirb: 



(32) ^{x)=^ f I sect . rfy dar. 



SBenn mm in ber ©(etcbung (32) für bie t^erdnberlicl^e 2(b: 
fciffe X eine bepimmte JT fcl^t, fo folgt barau6: 



(38) ^(X)=/' / secx.dydx. 



2Benn man ferner bie ^lää)t ^ (X) mit A unb bie beibcn 
Functionen f(ar>,F(ar) mit yo unb F beieic|)net, fo l&at man blo8: 

(34) A=: / I $ect.dydx. 

2)iefe lefete gormel fefet oorau«, baß bie ©ifferenj: 
\ (85) F-^yo = F(ar)-f(a:) 

I r 

jwifcben ben ©renjen xq unb X ber aUerdnberlicben x ftetS jM)fttito 
bleibi unb ben fficrtb ber glocbe auSbrßcft, welcbe auf ber frum« 
tnen Slä'cbe (1) jwif^en gwei auf ber %%% ber x fentre^teUf burc^ 
bie ©leicbungen: 

(36>, ar = aro, ^87) jr=:Jf 

auSgebrticften Ebenen unb jwtfcben jwei cplinbrtfcben ^aiijzn, beren 
^rjeugungSlinien ju ber %tt ber z pmM unb beren (Slei^^ungett 
refp.: 

(88) ^ = 2,0, (80) ' y=F 

finb liegt, ferner wollen wir bemerfen, bag, ba bie Sntegration^s 
grenjen in SBejiebun^ auf y in ben §ormeln (32), (33) unb (84) 
Functionen toon x finb/ bie iDrbnung ber Integrationen nic^t wie 
bei Hn S^meln (18) unb (10) umgeref^rt werben barf. . 
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3n bem Monbem ^dOt, xoo bte frunmie yia^ie (1) mit bet 
^ene ber xtf }ufammenfallt/ ^at man: 

3u gleicher 3cit rcbuctrcn fid^ bie gla^^en if(x) unb^=^(X) 
auf bic m bcr loicr unb jwanjigjien ^rlcfung (@. 360) mit u 
unb U bejejcbneten ebenen Slad^en unb auö ben Formeln (3S) unb 
(M) ergibt ft4^ f^g^tc^: 

(40) u = f^[F(x)'-S{x)ldx, 

(41) U=^f'^[F(x)^{(x)]dx., 

2)ie Sormel (41) !ann auc|) folgenbermafien ouSgebrficFt werben: 

(42) U=f^f^dydx^f\r — yo)dx, 

unb bie brei t>0r^er0e$enben ®(etd()ungen {tnb t>0tt ben ®(et4uQgen 
(10)' unb (80) ber JBorlef. 24 nicbt t)erfc^{eben. 

SScnn bie !rumme gla'cfte (1) mit bir ©ben^ ber xy jufam« 
menfällt, fo ftnb aföbann bie burd^ bie ©leicbungen (40) unb (41) 
ober (42) b^fiimmten %läd)tn u unb ü offenbar bie ^rojectionen 
ber Sldct)en ^ {x) unb ^ = ^ (X) auf bie 6bene ber xy. 

^inftcbtli^ ber f^ormel (34) ftnb dbnlicl[)e 93emertungen }U 
mai)tn, xok bie in ber SSorlefl 24 aber bie Formel (80) gemocl^ren. 
SBenn pcb i- S3. bie burcb bie (Sleicbungen (38) unb (39) auöge^ 
brfidten utib in b^t @bene itt xy lie^enben Qvx^m m gipet 
uerfcbtepenen fünften f^^neiben unb man mmmt an, ha^ x^,X bie 
Ttbfciffen biefer ^nnttt in ber formet (34) beieic(^iien^ fo tfl bie 
%lä(i)t Ä bie/ beren ^rojection V auf bie Sbene.ber xy SjA^ qbx\ 
bie in)ifc^en ben beiben ßuroen liecjenbe S^dcbe rebucirtl, unb fbl^s 
Ii4> liegt fte jwifc^n jwei cplinbnfc^^en Slckl)en/ bir'en S3afin bie 
beiben erwdl)nten 6urt)en finb. ©affelbe würbe nocb ber Sali 
fesn^ xt^tm f!$ bie beiben Kurven in ben fünften betü^irten» beren 
U>fdf^eti x^ X fmb« £)enn ed tonnte gef^^clt^en^ \)^% 

y=yo» y=T 

{toei au3 ein unb berfelben (Sleic^^ung: 
(48) . S(x, jf)«0, 

welche eine .ganj gefc|^of{(6ie Sur^e miMit, abg^tte SBcrtl^e 
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Don y »Ären. TKSbamt itavLä)U man itür für xo tmb JT bfe 
ßrofte unb flemjfe bet Tfbfciffen ju feigen, tpeld^e ben wrfd^iebenen 
^punften ber 6urt)e entfprec^en/ bamtt bte burci^ bte f^ormel (34) 
bc{limmte Slac^e A genau bte auf ber frummen %lä^t (1) inners 
balb ber Surioe/ nac^ n)e(c^er btefe frumme S^ac^e loon ber burc^ 
t)te ©lett^ung (43) auSgebrucften cpltnbrifcl^en Stätte gefcl^nttteit 
tüirb, liegenbe Sldc^e tjti 

SSBenti man für bie frumme glad&e (1) eine gefi^Ioffene fntmme 
gidcbe fubjtituirte, welcbe oon einer beliebigen/ ju berXre berr p«< 
raüelen ©ecante nur in jwei fünften gef^nitten werben lann, ,fo 
braudl^te man, um an^ bet Formel (84) ben ®efammtfldcbentn^alt W* 
fer neuen gefc^loffenen trummen Släcbe abjuleiten^ nur bie .©leic^ung 
(43) mit ber Aufammenfallen ^u la^ftn, toelx^e bie um bie gefd()lofs 
fene trumme %läd)t befcbrtebene unb burc^ eine ^ur Zxt ber s pa^ 
tallele ©erabe erzeugte c^linbrifct^e ^läd)t auSbrucft unb bann bte 
gefucbte Släcbe in pei anbere ju Aertbeileu/ xotid)t t)on ber Surtoe. 
begrenst werben, bie ber . geometrifq^e £)rt ber ber cpIinbrifcl)crtSWd!)e' 
unb ber ^efc^Ioffenen frummen %läd)t gemeinfcbaftlic^n fünfte t^. 
®ewot)nlt(|^ jtnb bie erwähnten |>un(te nicbt toon benen 9erf(j[^ieben, 
für xoeld^t bie SBeru^rung^ebene ber gefdi^loffenen frummen ^lacbe ju 
ber Tin ber z parallel wirb/ unb foigti^^ wirb bte t^or^in erwähnte 
cplinbrtf4^e Sladt^e burcfi bte ®(et<|)ung: ^ 

co$v=Oy ober 

^^^ V(i + P' + g») =V 

.au^gebrfidft ©effen un^eac^^tet fönnte ba8 ©egent^ett ftattfinbett/ , 
wenn bie £)ur4)f(j|^nttt§ltmen ber gefcbloffenen frummen %lä(i)t mit 
ebenen/ welct^ejur %xt ber z paraUet finb, tjorfpringenbe ober 
JRiicffel&rpunfte barböten, gerner ijl ju bemerfen, baß in ber ges 
maä)Un S$orau§fe^ung bte ©leic^un^ ber gefc^loffenen frummen 
^ädft fiur ieben SJert^, »on x jwet ' pofitioe SBertbe oon sect 
gibt/ welctie man nac^ einanber m bie f$orme( (34) fubflituiren 
mufi/ um bie beiben Sldd^en ju erhalten/ beren @umme ber ge« 
fachten %läd^t glei(b ifl« 

"gerner oerbient bemerft ju werben, ba§ bie gormeln (34) unb 
(42) feibfl in bem SaQe flattfinben, wo iebe ber Functionen: 

. yo=f(:r), r=F(a:) 

mit ber Ttbftiffe x bie fjorm wranbert, fo baf jte fucceffft^e btt IDrs 
btnaten mel)rerer Suroen ober mebrerer in ber @bene ber xy na^ 
ftnanber gejogenen ©eraben au^brficfin. @o fönnte man )• ^* 
aue ber Sotmei (34) bte auf ber frummen S^dcbe (1) innerbatb 
eines $ri§ma§/ wetcbeS ein auf ber @bene ber xy befctiriebeu0^ 
conoeireS SSielecf )ur ©runbfidcbe \)ai, Uegenbe Stdcbe ableiten« 

Snblidb wollen wir annehmen, ba§ bie ^roiection ber Sld^l^e 
/l mif bie ü^btnt ber ;r.y, b. ^, bie^Slä^^e ü wH mU^xn h U^ 



gctibeti Zueilen UfttU, baß ber gerabüntge 2)ut(bf(Anitt btefer Stacke 
mit einer auf ber %xt ber x fenfrecbten unb ber TCbfctJTe x tx\U 
fyrecbenben &mt {t^ in ein ©njlem mebrerer einzelner Sängen 
uerwanbelt, «pot>on bie erjle {mtfcben ^n>ei gegebenen Stnien, bie 
jiDeite, in)ifcben )n>ei anbern gegebenen Sinien, u. f. w. liegt. Um 
al^bann bie %iäd)t A ^u befltmmen, braucht man ffe nur in meb= 
rere %\jvXt ju tbeiten, woioon jeber t>ermtttel{l ber Sormel (8II) 
berecbnet werben fann. Um bie fi3egriffe ^u ftriren wollen toir an^ 
nehmen, bap bie nac^ ber ©röpenfolge georbneten ©rSpen: 



(«) 



yoj !fi5 !fa» y«! ••• 



Suncttonen t)on x finb, weldbe inner]()alb ber (Srenjen ar = j:o, 
x = X bie jDrbinaten ber tjerfdbiebenen 8inien auSbrucfen fonnen, 
welcbe bie t>erfcbiebenen Sbeile ber ^lä(i)t U swifcben üd) ((^liegen. 
fßlan tbeite bie ffläcbe A in eben fo toiete entfprecbenbe X^üit, 
rcüd)t t^ermoge ber %oxmtl (31) burcb bie boppelten integrale: 

/ sect.dydXy I I . sect.dydxy etc. 

auSgebrudft werben unb abbire aUe biefe Sntegrale, fo tx^ält man 
.ben SSittti) \>on A. ^m \^\jX folglich): 

(47) * A = I j sectdydX'\' f I $dcx.dydx'\-^\.t... 

ober wad baffelbe ift: 

(48)f A^=^ I \l sect.dy-^^ f sectdyr\'^i^..S dx. 
«/ *o '«/ yo , */ ya ' 

I 

3n berfelben 5BorauSfcfeung wirb bie ^rojection ber.glac|?e A 
ober bie' %{(xä)t U offenbar hmaj bie ©leicbung: 

(4») V=/^ ! f^'dy-^f^'dy + etc... ( dar 

I • • 

auSgebrücft/ weiche man auf: 

(50) ^ '^-=/ ^ )yi -^ yoI+i>» — »I + etc. . . I «f a: 

tebuciren Fann, ttnb wel^e mit ber ®(eicbung (80), ber SSorlefung 
24 iibereinfltmmt^ wenn man ben auS ber ©leicbung (103) abge$ 
leiteten SBertb t>on f{x) in biefetbe fubjKtuirt. 

J>ie gormein (34) unb (48) würben unrichtig, wenn m^n eine 
f^Iefcbe* berechnen wollte/ welcbe auf einer frummen Släcbe, bie uon 
ben gu ber %it ber z )>acaUelen ©eraben Kn mehrere fünften ge^ 
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id)nxtttn rolx'b, jwtfd^en mit ^fliebtgett Qvmt liegt; öITefn alihann 
fonntt man bmö) ein ol^nli^^ed Serfa^ren, wte bad xotxttt oben ((g?. 
885) bie gefuc^ten gldcbe in mebrere anbere jertl&eilen, wotjon jebe 
leic^^t i^etmittelft ber Jformel (84) ober (48) beftimmt werben Wnnte. 
G^tfi min nöd^ übrig, einige Kmoerbungen t^on b{ef:n9ornie(n iu mad^en. 
Sunac^^ woOen xoit bemerfen, *Daß man oermoge ber formet 
(A) auf Seite 8ö0, xotm man barin ;|r (ar; = 1 fefet * # 

folflltc^: 






r 

sect . djf = (F— yo) *ccf 

feat/ »0 t eine aRittetgroge jwif^en ben tjerfd^iebenen SÖertl^ein b^ 
jeid)net, welcbcn ber 2Binfel t annimmt^ »dbrenb y jwifcben ben 
©renjen vo, T ^axiixt. 2)emnact> fann man för bie ©teic^iung (34) 
folgenbe (ti^tn: 

Ä'=J (Tr^yo)sect.dx 

unb na^ ber ®leid()ung (J) auf ©eitc 3TO l^at man enblicft: 

, A = 8ecTr (F— yo)d.r, 
ober xoai baffclbe ifl: 



(51) A=UsecTj ' , 

wo T ein 5Kittcl iwifdben ben t>erfcbiebencn SBert^en t>on t, xoeld^t 
ben oerfcbicbenen SBertl^ t>on .r entfprccbcn , unb folglich tin SKittel 
jtotfc^en ben oerfc^iebenen Steigungen ber ^läd^t A gegen bie @bene 
ber xy bejeicbnet. - 2>a man aber eine beliebige Qbtnt 5ur @bene 
ber ory nebm^n tann, fo fut)rt bie gormel (51) offenbar ju folgen» 
bem üebrfa^e: 

gebrfall 2. 2)a« !Ber^)dltnig jwifcj^en einer !rum» 
nten %X&i^z nnb ihrer protection auf eine beliebig 
ge @bene ifl ein SRittel {w^'fc^en ben @ecanten ber 
t)erf(^iebenen Steigungen ber trummen Sla'd^e ge» 
genbiefe ebene. 

SDiefer ?ebrfafe fönnte mi^ leid^^t aix% bem erpin 8e^rfa|e ab« 
geleitet »erben. 2^enn wenn man bie gegebene frumme glatte 
unb ihre ^rojection in corrcfponbirenbe (Elemente oon fel)r fleinen 
£)imenftonen jerlegt, fo fol^t. a\x^ einer befannten Sormel unb bem 
Sehrfai^ 1^ bag ba§ SSerhältnig {»ifchen ber frummen fläche unb 
U^re^ ^roiection^ein ÜRittel jwifcben ben SSerhd'ltniffen ijl/ »eUhe 
man erbdlt, xotnn man bie oerfchiebenen Elemente ber frummen 
Sld'^e burch ihre refp. ^roiectionen bioibirt/ unb bag folgli^^ bietet 
S$erhältm0 9on ber Sorm: 



-=• w» - 



cosT+l 

ift, wo T tm fRtttel in>tf(|^en bcn Mrfci^ietettcn/ ftit He mfc^iebe? 
mn (tUmtntt beregneten fSkt0t€n tMti « iinb / etne fd^ ftettie 
@r$^ tfi. Da nun btcfer @c^Iu$ ftattfinben m]tfi,.[iDean f^d^ bie 
jOtmenftonen ber Elemente ber frummen %iäd9t unb bie @r5@e / 
ber ®ren}e SRnU beliebig na^ern^ fp ifl tlar^ bafi fid^. b^S SBer^dlt^ 
ni^ ' ber f rumn[ien Sld'd^e {u t|)rer protection mf eine ®ro$e von 

ber 8orm -=- = *ec T rebuciten m\x^. 

^ cosT ^ 

SSenn bie Steigung r conflant wttb, fo lam man in ber f^on 

ntel (34) ober (48) ben ffactor secr an^ ben beiben ficb auf bie 

fijerönbetlid[)en y unb x bejie^enben 3nte9r«tionSjeicI)cn b«wuStreten 

Idffen unb alSbann folgt an^ btefer ^prmel in SSergUicf^ mit ber 

©leicl^ung (42) ober (50): ' 

(52) U=Asect. 

STOan !ann alfo folgenben Sel&rföfe aufjleHen. 

gebrfafe 3. SBenn eine glädbe in allen ibren gjüttf^ 
ten biefelbe SReigung gegen bie ebene ber xy l)at, fö 
n>irb eine auf be^felben genommene f^ld(benau§beb« 
nung burd^ ^a^ ^rebuct aui xi)xtt protection auf bie 
ßbenene ber xy unb ber ©ecante ber 9letgung auSae^ 
brucft. 

2)iefer 8ebrfafe, »eldben man bittet unb obne alle Sfe^nung 
aus bem jn^eiten Sebrfage ableiten tann, ijl oon bem bereite (@. 
802) angefiibrten ©afec nicht oerfcbieben, wenn bie gegebene fjldcbe 
eine 6bene ifl. @r ijl übrigens auf bie Öuabratur mebrerer frum* 
wer Slddi^en,. j. SS. auf bie ^efiimmuhg einer auf ber Cberfldcbe 
etaeS geraben ÄegelS , weld^er einen in ber ßbene ber ar y Itegcnben 
Ärei§ jur 85aft6 unb) eine jur 2Cre ber z parallele ®etabe jur Are 
i^at, betrachteten Sldc^enauSbebnung anioenbbar. Um bte 93egrife ju 
^jriren, wollen wir annehmen/ baß bie in 9?ebe ftebenbe Sldcbenauf^^ 
tebnung bie jDberfldcbe eines abgejium^ften ÄegelS fei, welker bie 
mit ben ^albmeffern ro unb ß beftbriebenen ^eife olS @ruiüfs 
flddben bat S)ie gfldcbe U i{} ber Unterfcbteb (wifci^en ben Släcben 
btefer beiben Greife, ^an ^at alfpr 

(58) 17=«B'— ;rro*=:Ä(Ä« ~fo') 

unb folgti*: 

A = Usec r = ar (H^ -»-»ro ^) sect^ ' 
ober was baffelbe ift: 
(54) ^=^j£ß±2££<L(K_ro)wcr. 
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X>a nun bu ®ettenltnte M ai^iftampftttt itegelS bte Sifferen} 
K — ro Jwific^en bcn ^atbmeffkwi feiner (Srunbfldcfeen jur protection 
auf ber @bene ber x y ^at, unb mit ber ^ortjontalebene ben .SB3tnte( 
% bitbet; fo wirb.fk o|fenbar bucA boS ^buft (R — r^ysect 
ausgebrüht, wäbrenb, bte Umfange ber beiben ®runbfldd^c;n be^ ok 
geflum)}ften ^egetö bur^ %ntl unb 2 n; rp auSgebrMt »>nbenb 
tKlfo fäbtt un§ bie Formel (54) auf folgenben bereite befonnten 
fiebtfafe. 

Se^rfa^ 4» SBenn man eineti geraben ^eael mit 
fretöfßrmiger SBafiS mit jwei auf feiner %xt fenfrecbten 
@benen burc^fcbneibet, fo ift bte ®eitenoberfIäcbe be$ 
5n)ifcben btefen beiben Ebenen liegenben abgeflumpften 
j:egeU^bem ^robiicte au6 feiner @eitenltnie unb be^; 
^a(ben @umme ber Umfange feiner ©runbfldcben gleid^. 

äufa^. Sßenn bie @bene ber f leinen ©runbflocbe burc^ bie 
©pifee be§ Äegetä gebt, fo üerfdbwin^et biefe ©runbfidcbe unb bie 
burcb ben t>orbergebenben Rebrfafe bejiimmte glacbe iß. genau bie 
frumme ©eitenfldcbe beS ÄegeK, wefcbe ber Jg)d'(fre beS ^robucteS m^ 
ber Seitenlinie beffelben unb bem Umfange feiner ©runbfldcl^e gleidS^ \^. 

Sßenn ftc^ bie ©leic^ung (1) auf bie ^orm: 

(55) z^nx) 

rebudrt, ober wenn bie frumme gld'cbe (1) eine ci^linbrifd)e glddj^« 
uoirb/ beren Qr^eugung^linie jur %rt ber y ))araUel tfl, fo l[)at taanx 

(56) *ecr=V"(l + [/^'(a:)J^'- 

3Da a(§bann sec t eine 'Sunction ber SSerdnberlicI^en x aQetn x% 
fo f ann man in ber Sotmel (34) bie Integration in SSejiebung auf 
y ücrrid^teh unb moxi finbet auf biefe SBeife: 

(57) / sect. dy = ( F— yo) sect, 

(58) A=- 1 (Y—yQ)sect.dx. 

■ t 

3n betfelben SBorauSfefeung ergäbe ftcj^ au« ber gormel (48): 

(50) ^ = / 1 yi — yo + ya— ya + etc...}*ccrdar. 

IBermittelft biefer lefeten gormeln fann man letcbt bie ®r5fe 
einer auf ber ibberfldcbe etneg geroben SplinberS genommene Slcfd^em 
äuSbebnung A be^immen. Sßenn man j. 93. bie {Wifcben jwei 
@rieugunggltnien unb ^wif^^en jwei ebenen 6urt>en/ n>elcbe in paxaU 
lelen Ebenen ju ber ber xz liegen, beftnbli^e %iäibt fud^t, fo mufi 
man annebmen, baß y© unb Y in ber gormet (58) ftcb auf conftonte 
©toßen rebuciren unb al&bann folgt aus biefer gormel: 



(60) A=f'i 
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%ecx •dx. 



. ttebrtgenft bröift T— vo We geflenfcitige entfemung bct betben 
(fbenen mid unb ba bie Neigung x ber qolinbrifcben Sldcbe gegen 
^te ^bene ber xjf ntcbtd antierd atö bte 9te(gun^ ber in ber ßbene 
ber xz itegenben ^uroe, n)el(bebie93a{t$be$6p(mberdbt(bet, gegen 
bte 7(re ber x ifl, fo brürft bad Sntegral: 



/ 



X 

secvdx 

«0 



offenbar ben auf biefer Gurte ober auf einer in einer, ju ber ßbene 
ber xz jjaraüclen ßbene tiegenben ßuroe jjrtfcbcn ben gegebenen 
Grjeugung^Iinten Itegenben S3ogen S auS. vRan fann otfo folgenben 
gebrfafe aufjlellen. 

gebrfafe 6. S)ie aut ber SDberfldcbe eine§ geraben 
SpltnberS jn^ifd^en jmei @rieugung§(inten unb )n)et 
in parallelen @benen ^ur ®runbflä(be liegenben Suroen 
enthaltene Släcbenau§bebnung tfl bem ^robucte au§ ber 
gegenfeitigen ßntfernung biefer beiben ©benen qnb au^ 
bem jwif^en ben beiben SrjeugungSlinien liegenben 
Sogen einer ber 6urt?en gteicb* 

25er för ben gebrfafe 5 gegebene iBewei^ ift iwar unmittelbar 
nur auf bie ct)linbrifd)en Sl^'^cn anwenbbar, beren (Sleicbungen t)er 
®leicbung (55) d'bnlid) finb, b. b- auf cptirtbrifcbe Std'cben, welcbe 
oon ieber jur 'Are ber z parallelen (Seraben nur in einem einzigen 
f>unfte gefcbnitten werben. Um aber benfelben 8ebrfal| auf glacben 
auSjubebneU; »etcbe auf geraben ßt^finberfldcben t)on beliebiger gorm 
liegen, braucbt man biefe nur in mehrere SEbeife ju jerlegen, n>ot)on 
jeber xwifcbcn jwei fcbitfli^ gen)d'blten (SrjeugungSlinien liegt. 5Kan 
lahn alfo folgenben Seferfal^ aufjlellen. 

gebrfafeö. 23ie auf einer cplinbrifc^en gldd)e, bcs 
ren ®afiS eine gcfcftloffene Qux^t/\\t, jwifcben äwei auf 
ben erjeugungölinierijenfrecbten ebenen liegenbe glas 
cbenau6bebnung ijl bem ^robucte au§ ber gegenfeitigen 
ßntfernung biefer beiben ebenen unb bem Umfange ber 
JBafiS gtet*. 

S3etradi)ten xoit nun bie burcb bte ®leicb^ng: 

"(61) ar«— Ä.r + z«=0 

oit^gebrürfte gerabe ßplinberfldcbe unb fud^en ben Sbeil berfelben, 
weiter innerbalb ber Äugel liegt, welcbe au§ oem 3Cnfang§punfte 
al§ gRittelpunft unb mit t)cm ^^Älbmeffer R befcbrieben ift. 2^iefe 
Äugel/ too^on tin ^albmeffer mit einem 2>urcbmef[er ber S5aft§be5 
6)E)iinber6 i" ber Sbene ber arr, beren ®lci<bung: 

(02) «' + y- + z2 = il% 



— .wr — 

x% }uf(tmmenfant f(i»netbet bte Qr)lmhtt^aä)tndifytintx Qnint, beten 
^rojection auf bte Sbene itt xy bte 9)arabel: 



(«S) 



y« = B(Ä-ar) 



{ft. 2>a ttiin bte bet'ben SSert^e von y, xotläft bte ®leid(^ung (6^) 
gibt, ref^: 



(<Ä) 






finb, fo folgt ofenbör au8 Jber fjo^mel (58), bag b^r SJIocbemnl^dtt 
ber auf Der ®titc ber poftfben z auf ber cptinbtifcben %lä(bt genoms 
tnenen itnb loon ber ^urcj^fcbnittsiinte be§ ßplmberd mit ber ^ugel 
Begrenzten* S^ÄcbenauSbebnung bem Sntegrale) 



(«) 



/2 v^[B(B — x)] sect * dx 




gletc^ tft, n)o ir btd JRetgung ber c^Itnbttfcben Slcfd^^e In btm^khtte, 
beffen ^ofctffe of tjl^ gegen bte @bene ber xy bejeicbnet. Ueberbted 
totrb bte @ecante biefer 9{etguitg burcb bte Sormel (56) gegeben^ 
toenn man fnx fXx) ben. aui ber.®(et^ung (61) gezogenen poittt« 
Deii fßixt^ 9on z> nämlt4): 

(«0 •«/^(fix-ar^) . 

nimmt« üRdn (at fdls(t4ii 



(flS) 



«edr 






Unb t4d 3ntesra( (66) xobA alfo: 



(») 



«*/ 



Ä dx 



Vi 



==äB^ 



9{tmmt nidn btef^ te^te ®roge bopptlt, fo ^i^t mäü bert Sti^ 
t^alt A ber auf ber c^linbrifd^^n gld'cbe tnnerbatb ber Äugel, fo« 
ivobi auf ber @eite ber pofittüen/ alä aucb auf ber ber negHtmen s 
Itegenben Sl^cb^nau^bebnung , unb man l^at folgltdi^} 

t 

^tm rttdrt bett 3:^eit bii Jtitarfefcerflacfe^ fvt^ti, rött^tt auf 
b^t @rfte bet poftttöen y unb auf brt ©rite bet ffegatfbeil z tnnitbafb 
t>tt Gplinberfldcbe iiegt, fo mußte man bie gormel (84) omvetiben 
unb in berfelbe« i 

Qcaxä^ IL ^ is 



t 

fe^en. Serner wollen wir bemerfen, bafi man, n>enn man bie 
®(et4)iiing ber JEugel 1) in ^$te]^|^ ouf isy intern moft z af6 
Function Don x betrac^^tet unb 2) in j^e^iebung auf y^ iribem iR«it 
z a(6 Sunction Don j^ betrachtet/ btfferenjtrt 

, ds ^ , dz ^ 

dx it ' dx 

erbfilt/unb baß folgUdj^ ber b»rc|) bi> gotmel <21) befüntmte SBitf^ 
t)on «ecr auf: 

rebucirt itretbett hiügf. ©emlta* et^dlt toän f& t>fe g^fucl^ife Jr%: 

UeberbleS ^at man allgemein: 
»0 C eine wn y unablS)ängtge (Siroge b'eiet^nef, utift forglt4> tjl; 

®te sefu^te Slad^e -»itb alfb but^ t>d8 einfache 3nttdr«I: 
ouJgetMriirft, unb um baffelbe ju bejtimmen, broudStf, m«n vm 

(i4) * ''='^'''^«*(Äfi)*' . 



1 \ 



ober »a§ baffeft« ift: • . - ' / 

, (75) x«= Rtang-s 

git fegen. jDenn tddbann fhtbet man: 

/ orc cos ( ji A, J dx= / 8dx = sx'— j xds 

=.sxAJ( — 2 — -1)^* 

J \cos^s \J 
= (a: + jR) Ä— /Z towjr Ä + cojwf ., 
ttrtbfWölwft: 

(W) , uy[Vcco*(^)*rfr=.{|-l) Ä«. 

^9ltmmt man bte(s Jel^ ©tSße bo^^pelt/ fo erhalt man ben 
SSI^iett bet JCugelfldcbe, ibetd^et auf bet Seite bet pofitben y inner« 
^alb be$ ßplinberd liegt unb fon>o^l ben poftti))en, al§ negati))en 
SBertben bet IDrbinate z entfpricbr. Sßehn man alfo ben ia 9{ebe 
fte^enben S^beil ber Jtu8etfläd!)e nitt .^ beietcl)net/ fo \iat man: 

(n)' Ä= ipt — 2) JB« = (1,1415 . . . ) Ä^ 

Serner tooQen n>ir annehmen > bafi (h ber Sbene ber ary eine 
Gun^e befdbrieben fei/ welche burcb bie (^lefd^ung: 

MSsebtfidft wirb unb ba|l fk ffcb'um bie Vre ber x breite/ fb er« 
jeugt fie eine Sotaticfnöfiätbe/ bereit @(et<i(^ttng: 

(») Sf^ + x^=;F=.£/^W . 

ijl ([f: @. 284— 285) unb ber auf ber@eite ber jjojttiöen ?; jwif^^en 
jroei auf ber %xt ber or fenfrec^iten @benen tiegenbe äbeu biefer 
Sldtbe nrirb ))ermoge ber Sortnet (34) burc^ ben ä^^I^rito^ttd beS 
boppelten SntegraleS: 



(86) / / uctd^üx 



* « • • 

«Q^fcbrldft, woferft xoi^ X bie ben teiben gegebenen @ben«!T ent« 
f^nd^nben Ttbfctfen be)eid)nett unb. bie Function -^(.r) innetbalb 
ber ©renken 2r = .ro,a: = X ba$ Beeiden nkbt i^eränbei^t. !Ba§ben 
SB5ertb't)on5cc ranlangt/ fo ergibt er jtcb w& ben ©leicbungen (21) 
unb (79); unb ba bie lefete biefer .(8ki4ji<>?gen, wenn fie fucceftw 
in fi3eiiebung auf x unb jf bifferehirrt wüsb ^ 



— $88 



,4^=/(,)./»(ar), y+,4z-=0. 



dx 



dy 



dz^ f(x).f(x) Ü^_X 

" dx z ' ' ^ dy z : ' 

gibt/ fo f)CLt man offenbar: 



sect 



m 






/- 



^(uflerbem ftebt man Uid)t ein: 1) baf ftd^ ber 3al&IenKoertb 

be& 3nteAta(e^: 

M ^ dg 

IjiAieT, öuf bie 3abl « rebucirt, unb 4) baf ber 3«l&Ientt)ert^ beJ 
$tobucte8: 

fixy^ii+irax)]^) 

genau ber 9lormale N ber Suroe (?8) gleidi; ift. Solglidi; tann baS 
Sntegral (80) auf: 






iVdr 



rebucirt »erben, unb wenn man blefeS lefetere bo})j)eIt nimmt/ fo 
tx\'a\i man bie ganje g(d^e , welche auf ber JRotationSfTaii^e 
jniifc^en beit beiben, ^tn %W\^txj, x/^ X eQtf))re4^enben (ibenm 
liegt, ^e'jeic^net man alfo btefe S(äcbe mit 4^ fo b<tt man: 



(82) 






Ndx. 



25a. bie gormel (82) alfo für ben.gaU bewiefen. ij!r »o bie 
Function /(a:) jwifcben ben ©renjeh^or-X' (letä. baffelbe Beicben 
beba'lt, fo braucht man, um jte auf ben entgegengcfel^ten %aH au^s 
jubebnen, bie gldcbe A nur in. mehrere SEbeile ju t^cißn, welche 
ben auf beiben Seiten ber Xjpe ber x Kegenbert, t>erfcbiebenen ÄbeUen 
ber ßuroe (78) entfpred^en unb alSbanrt ip ieber biefer Xi)tiit wie* 
ber ba$ |)robuct au^ ber 3abl * ^ ünb einem d'bnticben Sntegrale, 
n>ie.baf in ber ©leicbung (82) oosfonUnenbe;: aber stoifcbeai onbem 
(Srenjeit genot^men, unb toerin man atte biefeSntegrale ii^ammcnab 
bixt, fo ftnbet man (ur ©umrne: / 






IVdi. 



UeWgert« fÄitn 'inan iitta )n\i Sßtft fDlgenbet »etra(|)tüngert Hnc 
gormel aNfitcH/ weldj^e bte germ^J (82) \xnttt ^ hegrefft. 

& fei^(.r)bie auf bcr Äotationöflad[Je (79) jwifdben jwei fcjlcn 
Sbenen,, welche iüxä) bte 3(re ,be( or ge^en unb einen SBinM 9 
mit emanber bilben, unb jwif<l)cn jwei auf biefer Hxt fentredS^ten 
^benetty tpopon bie.erfte ber conjlatiten 2(bfciffc xq unb bie jweite 
ber beränberiid)m: 2(bfciffe ar entfpri(^t, liegenbe JJIdcfte, gerner 
»oHen rtjtr annef)ineh, bog r.nid?t mc^)r.bie 9leiqung.ber frummen 
gld'cbe (79) in bem ?)unf tc (ir, y, z) gegen bte Öbene ber x y , fon^ 
bern bie Steigung ber (5urt>e (78) in bem 5)unfte, beffen TCbfciffe x 
ift/ gegen bie %,xt ter x be^eicfynet. ^tnn man ber SJerdnberli^en 
X ein fe^r fleineö Sncrement /^x ertJ&eilt, fo ift ba§ entfpredjeribe 
Sncrement ber. Sldd&e ^(a:), nd'miic^ A^W ein Fleiner SE^cil ber 
frummen %i(x^t, ffir tolleren bte Steigung gegen bie (Sbene ber yz 

in aUtn ?)unften faft biefelbe beibt unb nur fel^r .wenig i?on-f- — r 

t)erfc^)ieben ijt. SBenn man a(fo biefen SEI^eil ber frummen glad^e 
burc^ feine ^rojectron auf bie @bcne ber yz bitoibirt, fo i^ baS 
baburc^ er{)altene S$erl[)d(tnig mij Sel^rfa^ 2 fe^r wenig ))on 

«ecl—t— r) =— ; — - ioerf4)iebem iRun ijl aber bie ermdl[)nte 

qjrojectton offenbar bie DIffcrenj jwifc^cn ben Sldd&en ber beiben 
Ärei§au§fd&nitte, welc^^e jwei/ ben £>rbinaten y,y + Ay ber grs 
jeugungScurüe gleid^e ^albmeffer befc^^reiben würben, tnbem ft \id) 
um ben 2Binfet 9 um ben Änfang^jjunft brelE)en* 25iefe ?)roj|ection 
wirb al{(> auSgebru(ft tm\]4):, 

(83) |(y+Ay)'-|y'='y9.Atf(i+4f)» 

unb ba fa{t: 

iß, f^Jantt mattben :2(«$t|>^ (88) auf: , 

rebuciren/ wo i eine fetir Keine ®r6§e • bej^idE^net. Um. nun bie 
gld4>e A^Car) ju erf)alten, braUd(|t man t>tn ÄuSbrucf (84) nur 

tmrc^ tlmn fe^r wenig tiott -■ . • toerfiä^iebenen gactor ju muttiplti 

ciren., SiRau l^at alfo; 

' ■■A*(x)==±y.pj^^(l+»yA^, 

ober waj bajfelße iß: 
(85) . ^T^ v = +,v jop,. *€Ct -r: — TT (1 + ) > 



I 



m l wtitt ftnr fe^r Herne ($^%t be^eMm^/ ^nb JHerattf fpiflt, 

toenn man A a^ gesen bte ©rcnje SluII (pnpergireti lagt: 

. ' ^ • 

SBcnn man in biefer legten Jormel fiiir ba«' ,9>robuct. ±ysecT 
bie gdngc; wetcfee baffelbe auSbrficft, b. 1^. bic Stormate iV ber ßr- 
(eugung§curt)e fegt, fo \)at man bloS:, 

unb wenn man bann bie ©leid&ung (87) pon x=^Xo m inteanrt, 
fo- erl^ält man : 



(88) ^ix) = (p f 



Ndx. 

*0 



^tnn mm bie bmd) bie tJoHjlonbige Umbte^ung be8 oiif ber 
Qmu (78) jtüifd^en ben fünften, bcren Xbfciffen a:^) unb -X; finb, 
Itegenben SSogeti^ erzeugte %lä<l^t l^aim xüxH, fo mut ^^ jn Ut 
Formel (88) q> = 2x fegen. Tttöbann ei^l^ält man bie ®UijS)vm$i 

(8») i;(x)=2nf'NdXy 

für »eld^e man, wenn y pofitit) bleibt, eine bet folgenbenc 

^ X 

(90) ^(x)^27C / ysectdXj 

(91) t (a:) = 2« /* 'y -/"(l +»") ^ar. . 

fubftituiren fann. giod() ift ju bemerfen, baß bie ©leic^ung (89) für 
bie gldd^e A = if(X) benfetben äßertl^ gibt, aü.bie fiUdict^img (8t), 
wenn man barin,9=i^23r fegt. 

3(ucb t)erbient bemerft i^it. werben, bat bie imä} bie %wnd 
(85) bejllmmte gla4)e A^(^) \^^y wenia tjpn ber SDberfid^e be6 
afege(lumi)ftcn Siegels, ber bnrc^ bie, auf oer bie 'Surt>e (78) ba 
fünfte (xj y) berül)renbcn ®erabert genommenen Keinen ^dnge 
sec% . A ^ befcl^riebefi.wirb, n^'mli^^.on. + j y, «cc r • ^ « t>e>f(feieben 
ijt, b. {). ba§ aSer{)d(tnig jwifc^en ber- gldcbe A w (J^) nnb ber DberPddi^e 
beS abgejlumpften Äegel^ ifl fe^r wenig t>on ber ßin^eit loerfd^Keben. 

SBtr wollen mm bie Soraidn (82), (89), ic. auf einige 93eis 
fpiele anwenden. , 

S5 e i f p i e I 1. SBenn ftdf) bie (Snrot (78) . in^ eine gerabe 
8inic t)erwanbelt, weld&e in ber (Entfernung Ä t)on ber Xre ber j: 
poraUel ju bjefier 2Cre geigen ift, fo brfidPt A bie @ectenoberf[ddE^e 
eine§ (Splrnberl^ auf/ t^^l^er burd^ bk Umbiie^ung biefer ©eraben 



um bte 2Cre ber t ttm^t tok^. mb t^effim $ft^ jen^u »= Jr— iro 
ift. Da augcrbcm 2v = ß tjl, fo folgt auä tier @let4>ung (82): 

(92) ' A=:;%ifH(X-xo}. 

?uS H^Ut U^tm Sarget fol^, bi(»6 bie ^cijtfnub^rflgicfte 
geraten ßptirtoerS^ mirfrefSfSrmrget Örunbflad^e 
bem ?)rot)ucte au§ feiner Äobe unb bem Umfange feinet 
®runbfld'c()e ^tiä) ifl. t)iefer allgen^ttn befannte @a^ t{l 
öbrigenä, in bem €eliirfa^e ö atf ein tefijrib^reT gall entbalten. 

aSeifpiet 2. SBäenn bie ^urt)e (78) ein ÄreiS ijj; beffen 
^albmeffer =Ä ifl unb beffen SRitlelpunft aiif b^ %xt \>et x liegt, 
fo brucf t ber burd) bie gormel (82) . beftimmte SBertlS) t)on ^ bie 
glddt)e einer Äuget jone av&, beren-^öf^e =JC— aro ijt. fetner 
pnbet man^iV=Ä, unb folgtidt) rebucirt pcb bie ©leicbung (82), 
toieim ppr^ergebenben ä3eifpiele^ auf bie (Sleic^ung (92). 9lun 
fi)lgt aber aue bicfer legten @leiä)Ung, böf man, um bie %HA^t 
einer «Kugeljone j^u erl^alten, nur il^re .I^Sbe mit bem 
Umfange ei|ic§ grogten Äreif^S ju multipliciren braucfet, 
wie in ber SIementargeometrie bcmiefen wirb. SBenn bie ^6^^ 
ier äone^bßn^ 2)urd)mefler ber Äugel gleicb wirb^ worauf fie fiegt, 
fö wirb burcb ben eben erwd<)'nt^n ^alS bie Dberfldcfce ber Äugel 
bejlimmt, unb e§ ergibt fid^ alfo, bag bie S ber flache berJBu? 
gel ber pierfacben Sld4e eine§ größten Äreifeö gtei^) \% 

Seif^i^l *• SSW' ^PolIen nun an^el^menr ba§ bi^ ßurtje 
(78) eine eilipfe ift, ^^reri 5(]c?it ?a, ?6 fiab,,unb wel*e burc^ 

auSgebrficft wirb; fo brfirft bie auf 

rebucirte ©leid^icn^ (79) ein 9?otatidn^eIIipfi>^b au^^ unb man ftn^ 
bet: 



^=V[»'-(>-^)-']- 



SBenn man ferner a > 6 fefet unb bie (gycentricitat ber Sttipfe 
mit £ bejeicl^net/ fo \i(xx man: 

(gS) ^^^^^-(a^^t«) : 

unb folgli^ toerwanbelt ftc|) ber SBert^ t)on JV in: 

r 

(96) , 2V=-S.v^(o*— .a^'ar'«). 



— 39* — 

bie. Sftad^ auS, toeld^ in ber (Satpfe, bereit ©(eid^ipig; 

tfi unb beten %xtn 9 r~^ 2 & auf benfelben ©etabetti als bie ber ge« 

c 

fitbtnm euipfe' liegen, jwifcben bep ben ^bfciffen xofX tnüpxtö^m 
ben Srbmaten. liegt. SDen^nacb fu^rt bje Sorm^l (97) offenbar oitf 
fülgenbcn 8et)rjfafe: 

ii^i&rfai^ 7. SB^nn man eine SJlipfe fldb itnt i^re 

Sroge %xt breb^n iHt,' fo wirb bie g(acbe ber b^rdSi bic , 
mbrebung* eines ©ogenS berfelben erjeugfen 3one 
burcb baS ^robuct aixi ber ä^bl ^ unb burcb bte f^lac^e, 
wetd^e jwifd^en ben ebenen ber (Srunbfld'cben ber 3onc 
in einer jweiten Sllipfe liegte welcbe auS ber erjlen abs 
geleittt wirb, wenn, man bie ^roge Tljce im umgelebr^ 
ten SSerbaUniffe b^r ^rcentruitatnüac^fen laßt, auh 
gebrudPt, ^ ^ 

3Benn bie ^obe ber 3one ber großen 2fre ber gegebenen 6t 
lipfc gleicb ijl. fo wirb burcb ^tn porber^ebenben ßebrfaft bie gan« 
Obcrffdcbe beS SfotationSeUipfoibeS bejlimmt unb für ben SBerft 
berfelben fmbet man, mnt\ mar\ bie gormein auf ^eite 38iO bc^üd? 
pc^tigt: 

SBenn man a < & fe|te unb bie Srcentricitat b^r (SUb^ft (99) 
»ieber buxä) a bejeicbnete, fo b^tte mc^ni 

(101) ^a^/^(6^^.a2), 

unb folglid^ : . r 

^iti)in ergibt ftcb alSbann auS ber ©leid^ung (82)t 



-V 



- Ütnn bt&dt aber baS 9)rebtKt': 
(10*) 8^/Y^+,Arf, 



t>erm5ge ber Formel (30) in SJorlef. 24 offenbar bie %läi^t anB, 
welcb? in ber Jg)p})erbel, beren ©leicbung- 

ift , beren txtn i j^,2b pnb unb auf benfelb«n geraben «inten 

als bic ber gegebenen €Ui>fe Hegen, jrbifcben ben ben XbfcijTen xo, X 
entf)precbenben jDrbinaten liegt/ unb xaaxi'laxca alfo folgenben it^u 
fag aufflellen« 

gcbrfa^ 8, SBenn man eine eni})fe ficb um ibre 
Heine 2C]re breben ia%t, fo wirb bie gldcbe, wetcbe burcb 
bie Umbrebung eineSSSogenö berfelben befcbrieben wirb, 
burcb. ba6 ^robuct au§ ber 3abl ^ ^nb btr glä'^^e auSs 
gebrucft; welcbe in einer ^pperbet, beren reelle llre mft 
ber ,fleinen %it ber Sllipfe jufammenfdllt unb beren 
jweite Ttre bem Guotieftten au§ bem Guabrate ber gros 
|en %n ber SLlipfe unb bem fJrobucte ber fleinen %xt 
unb ber ßrcentricitat gleicb ijl/ jwifcben \>tn ebenen ber 
beiben Orunbfldcben ber 3one liegt. 

Sßenn bie 4>^be ber Bone ber flemen %xt 2 a ber gegebenen 
SUipfe glei4) if^/ fo ergibt ficb au§ bem t>orbergebenben Sebrfa^ 
ober aus ber ©leicbung (1II3> bie ganje £)berf[ä(be be§ StotationS^ 
eUipfotbeS unb alS ben SBertb biefer gldcbe finbet man m^ IBerucfs 
fii^tigung ber britten gormel auf @eite 352: 



ao«) A=^M-+^i{^y 



lBeift)tel. 4, S8tr wollen ie^t antiebmen/ bie Suroe (78) 
fei eine ^pi^erbel, wetcbe burcb eine ber ®leicbungen: 

^~ • * 

f 

t 

au&gebrätft mA, fo brfiA bte, auf eine ber (eiben folgenben:; 

(109) -5— — p _1, (110) «-p ß» — * 

rebucirtt (Slejcbung (79) ein 9rotation§b93perboloib mit jwei getrennt 
ten S<l<l^ern/ ober mit- einem S<^cbe awl^ unb man ftnbet: 



(111) iv=iv/[(i+-^)x«+««]. 



— ?«4 -- 

' @c^t mm ferner ber ^rje wegen r- 
(112) a«=V"(o» + 6^>, 

fo ))ern)anbelt \iä) ber SBertl^ t>on ff in: 

(118) , N=- ^^(e^ »* + «') , 

unb foIgltdE^ gt6t bte @Ieic|)ung.(82): . . 

■(IM) ^=,.-^/^y(..Ti^)... 



9lun brudft aber wrmöge ber gormel (80)' in fJorfefung 8* 

ia^ ^robuct: . . , | 

bie %lää)t attfr wel^e in ben burc^ bie ©letd^ungen: 

QuSgebrudPten ^pperbeln jwtfd^en be«, ben 2tbfciffen oroji entft)rc5 
jclK^ben Arbinaten liegt. £)a nun bie (^onftantt b offenbar bte Qx- 
centricitdt ber ^^txM (107) bejeid^net, fo fubrt bie gormel (114) 
'ouf fpigenben ge^rfa^: 

gebrfaö 0. 8S8enn man eine ,!g)9petbcl firl) um tl&rc 
reelle ^äre bre^en lägt, fo wirb ber glacj>enin^)4lt ber 
bnrcl) bie Umbre{)un9 eine§ SBogenS berfelben erjeu^ten 
3one burc(r baö ^robuct a\xf> ber 3a&l ä unb ber gläc^^ 
auSgebrücft, wefÄe in ^{ner jweiteri ^pperbel, bie au§ 
ber.erflen abgeleitet wirb, wenn man t>\t reelle 2jce im 
itmgefel^rten'SBerHttniffe b«r (Srcentruilat abneh- 
men lägt, iwifd^en ben ebenen, ber ®rutibfloi|fen ber 
ä^one liegt. 

S3 e itf )» i e l 5. gern^r wollen wer annehmen, ba| bte Svrioe 
(W) eine Parabel: 

(118) y« = 2|>ar, 

WiO p eilte )?of?tit»e (Brc^ t|, fei, .fo ^rudft bie auf: ^ 

(119) ^ • f'\-z^ = 2px 

rebuctrte @(ei(^un8 (70) ein 9{ptation«|»ai^b0(pib «u$# urtb m«n 
finbet: 

(120) N=:v^(?p:r+p«), 









unb bie gormrf (89) flibt: , 

WO No' ben a: = xo entfprcd&cnbcn 5Bcrtb t>on IV bejeic^net golgs 
It^ n)irb bte burc^ bie DoUftanbige Umbrebung etned paraMif^en 
SSogcnS um bie . %xt biefer Qmr>t befd^riebene gldcbe buid^ jwei 
2)rtttel be» ?)rf*ttcte«:<u<?9ebrficft,: xotlii^ man erbält wenn man 
boS RJerbdlfmf jwifcben ber ä^W « unt bem Parameter burdf^ bm 
Untetf4tteb bft SSutfci ber hm beiben ^nbpunften beö SSiogeng ettts 
fprccbenben SRormalen multiplicirt. ©efet man ali befonbern gad 
dr9=?6, ^ fthbet matt A^o=P9 itnb bie ©(eid^ng (12i) gibt: 

(122) t(^)-^(y-l'')'. 

fi3etf))t(ro* £t^ Qiurt>e (98) fei bie burd^^ bte ©letdbung: 

auSgebrfidtte ^pperbel, fo brucft bie auf: 

(124) a:'(y' + 2^) = iÄ* 

rebucitte ©leicbung (»> eine SSfldcbe beä feierten ®rabe8 au9, imb 
aus ber ®lei4iung (00) folgt: 



(125) if (x) = n R^ f 'spc x 

Serner folgt aus ber ©leicbung (123): 



X 






unb fbtglt(f^: 



<2:r j dt 

"T" Z 



SSenn man alfo ben or = ;ro eiitf^recbenben SSertl() t>on r mit 



396 ^ 

dt 



(126) ^(«)=-i«Ä«y^'L, 



T, süttcoa^ 



%vA btefer legten ©leic^uitg ergibt ftd^ / toenn man fte mtt ber 
Formel (44) tn SSortef. 23 t)crg(etc^t, unmittelbar fo(genber ©o^: 

2)te burd^ bie ))oU{länbige Umbre^ung e!ne§ SSos 
aettd ber ^pj^erbel (123) um bie. Xre ber x erzeugte 
ildc^eift 'bad ^rob^ct aud ber Stacke 1)e$ mjc bem 
^atbmeffer. iZ befcbriebenen ^albtretfei unb einem' 
auf ber togarttl()mtf(|^en Sinie: 

(1») y = c* ' 

fo genommenen ©ogen, bag bie Sleiguno berfelben tn 
iebem gnbpunfte biefe^ S3ogen$ ber Neigung ber 
^^perbet in einem @nbpuitf te be$;aufil^r betrachteten 
IBogenö glei4> ift. 

2)iefer @a(} ift jur 93e|ltmmung ber burc^ ben £)^erbetbogen 
erjeugtfn f^tacbe binretd^enb, unb überbieS folgt auS oer ©leicbung 
(126) m ^erbinbung mit ben ©leic^utigen auf @eite 331 : 

I N • ' 

(128) t(;r) = i«B- [^-^^J, Itang^-lUmg^. 

S5eif^)iel 7. SBcnn fid^^ bie Suw (78) auf bie bir(i(> bie 
©(eic^ung : 



«> 



(129) y=e"' 

4U$sebrii(fte Iodartt^mtf4>e fönte tebuctrt, fo gibt bte,®(ei<(>un8 (91): 

(180) ' * (ar) = 2« /*%«v^(l + »")(&. 
Serner folgt aud ber (Sletc^ung (129): 



unb folglt^: 



1 i 



1 5L £. 



2)emnac^ lann ber SBSertl^ t)oa ^ (or) auf: . 

* t 

(131) *(ar) ^ina'f V(l + JT'') d»' 

rebttcirt werben, »o y'o ben ar=iö ehtfrrec^enben ffiertl^, bOff y 



ifti 



ft<^ttgt/ fo ftnbet man: 



unb t>ie Sortntl (131) gibt: 

(132) ' : . *(«•) = 

«etfjjtel 8. aSenn 1t* bie 6urt?e (W) auf bie Äettenimie 
rebucH nield^e butc^ bte ©letd^^ung: • 



"o 



(133)" Vy = a^li^, 

«tSgtbrädft tvtrbf fo ftnbet man: 

(134) •N=j(f + e'f^^ 

wnb au* bir gormrt (89> folgt/ wenn man berÄfitje wegen 0:0=0 

feftt: . .. ' . 

(185) ^ (ar) = «a/ '(l + *'+^'') dx, 
Ober n>aft ba'ffetbe iß: ' 

(186) ^ (ar)=«a [o: + |-(e^+ ß"^)] • 

a5etf))iel 9. 2Btnn bie Surt)c (78) bie burc^ ba« ^pjlem 
ber ®(eic^ungen: 

(187) j: = JB(ci — TOio), ^ = Ä(I — cö^o) 

auSgibra^te 69((oibe ijl. (f. SorUf. 2) f» l^cit man: / 

V"(l + y ) <«« = V"(rf«' + dy') 

s=:2^Ä(l — CM«)*dÄ : 



ber ©renken unb 2:»r angenortimen tütrb: ' • ' 
(138) ^ / «0 



«/Wo - * 



3CU^etti(m flnbcl matt; 



• V — 1 y* 2 2 



@e|t nrnn nun ber ^urje tbegen fi>t>^#9 fo t^rmaabeft fi^ 
bÄ SBertf) wn ?(^ (ar) in: ^ 

a39) !('(:r) = 4ÄÄ2(|-8co*|. + lca^^)„ 

SßtU man j. S3. bte Slac^^e w4 b^^^^^^/ wüi)t ein 3n>eia ber 
Spcloibe befcbretbt^ fo muß man mterSormtf (130)Gi = 2*«^en, 
unb man finbet: ' 

(140) ^ = -^«ä2 = |(8ä)«. 

\ 
I 

3um ^df^IujTe btefet SBo^lefung n>otIeft mc nocb in)et ^tf&ge 
htxot\\tn, n>eldbe bei ber SSe'flimmung ber auf [Kotation^flacben bes 
^tracbteten Städ[Kn«.u^biH(ngea ^n Stulpen ffin t^xvim* 48$nm 
man litc^t me^r bie Ü\xvot (78), fonbern bte burcb bte ©(eid^ung: 

(Ml) . y=^b+m^ 

worin h eine )>ofttt\)e (Sotiflante beSetcbn>t, auSgebrficfte 6urt>e ffcb 
um bie 2(re ber o: breben la'pt, fo i{l bie Stomiahr btefor GurtK 
nicbt mefir bem 9>robucte: 

> 

,fo»bmi 4an ^robucte: 

[6+Aa:)]/ll + [f(ar)n 

8Ieid^« 9Ran braud()t alfo nur btefed (e^te ^rot^uct ffir ben S3u(!^s 
aben 2V in ben jtoliten'aaieil Ut f^iü^mi (äS) (ä fi^^, um 
bie Sldcbe }u erbalten, ml^t bürcb bie loo.Ujldnbige Umbrebung be$ 
auf ber ßuroe (l4l) 'jttrifcbert bbfi, i*rt ^bfrifle* a:^ X entfprecbens 
ben fünften lieigenben JBogenS • erzeugt wirb, unb wenn man biefe 
$(ä(^e mit d7'be|ei(^t/ fd fthbet man; 



— '999 -^ 

(1«) ß=2«/' /(x)/'|i+irc*)]M«'' 

+2«»/" V|i+[r(«)i' I «f* 

SScnn ntAn ferner ben auf ber ßunoe (18) «oifdf^en ben, ben 
Vbfctffen x^^X entfi^recbenben fünften Itegenben ädogen mit S iu 
aei^net/ ;fo M tnan toermoge ber %oxmtl (9) in SSorU 23: 

2>emnadE^ gibt bie ®leic(^un^ (142): 

(143) JSrs^ + SjrfciS', 

uttb in btefer legten So^tn^t ifl fi>Igenber Sebrfajg ent^ten: 

gebrfafe 10. fficnn man einen ßunoenbogen fuccef» 
fi^eum eine n)in{u^rlid) gen)äb(teKreunb umetne ftpeite/ 
ju ber erjlen paraKele unb um bie Sdnge b t>on ibr ent? 
fernte ^re fid^ b'reben lägt, fo ijt ber Unterfcbieb ber in 
beiben Sd'lten erzeugten 5RctÄtij>nSfld'cl)en bem ^r^bucte 
aus bem erjeugenben S3ogen unb bem Greife gleid^, 
»et^tti eirtS)ünrt ber jweitenTtre um bie erfte bef^reibt, 
toofern iebod) bie beiben Ttren ben ^rjeugenben 93oget! 
nicbt fcbneiben unb in S3ef ie^üUig auf biefen 93ogen auf 
berfelben Seite liegen. 

aSSenn man in bcn^ ffileicbungen (141), (142) unb (143) fßr 
bfe po[xtm Gonjtante 6 bte mgöttt)e ßonjldnte — 6 fefet, utA außer« 
bem annimmt, baß bie fiSebingnng: 

(144) fixXb 

für aUe jwifdben ben ©renjert xo, X liegenbe SBertl&e t)on x erfüllt 
tptrb; fd toertoanbeU fld^ ber jweite £^eil ber ®lei(i[)ung (143) in: 

A-27cbS 

unb btfi(ft atebann ntcbt mcl)r bie gldd^e B, fonbern bie gtfii^e 
— B a\x^ ?Kan>at folgIicl() atSbann: ' • 

(145) A + B = 27cbS 

unb fann folgenben .8ebrfafe aufjieHen: 

gebrfalä 11. 2Benn atle§, wie in «e^rfafe 10 bleibt 
unb bie beiben SRotationSajcen in ißtiit\)uni auf ben er^ 
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jcugenben ©ogen.auf entgegettgeftl^ten ©eiten liegen', 
fo tfl bte Summe ber fctieugten S^ptationSflac^etr bad 
f>.n)buct aus ben etjeugenbeii IBogen unb bem^retSum:: 
fange/ n>e((^en ein $unft bet itotiten Vre um bte txftt 
.befcbrcibt. 

SBermittetjl bcr 8ebrfafee 10 unb 11, welche fic^ anit) ouf ben 
%aU auSbcf)nen laffctt , wo ber gegebene Sui*t>enbogen t>on ben auf 
*'ber 9?otationSa]ce .fenftecbten ebenen m m^ebrern ^nntun gcfd^nits 
ten wirb, fann man leicbt bie gldcbe B ber 3one beffimmen, wel^e 
loon einem ficb um eine Tfjte brebenben Ärei§bogen S erjeugt wirb. 
Denn eS fei JB b^r ^albmef[et be^ ÄreifeS, 6 bie entfernung feinet 
üRittelpun!teS tjon bcr 'Are linb H bie ^öbe ber 3oiit, ünb a«f ets 
bem wollen wir, um bie äSBe^riffe ju firiren, un^ eine jweite 2Cre 
befifen, welc^^e burcb ben 9Rittelpunft bes Äreife^ parallel ju ber 
gegebenen %t^ gejogen ift unb ben SSogen S nid^t trifft. . SBenn 
man ben burcb bie Umbrebüng be« Ärei§bo^gen§ um bie jweite Tire 
eneugten X\)txl ber ^ugeljlä'cIS^e mit A bejetd^net, fo l^ät tnan Der« 
möge ber gormel (92): 

A=:27tRH, 

unb folglii gibt bie ®lei*ung (143) ober (145): 

(140) B — 2x(bS+RH)9 

ober: 
,(1*7) B = 2nibS-RH). 

SSenn ber Kreisbogen bem ^albfreife g[et4f toixb, fo ftqbet 



unb bie 'auf: 
(148) 
(140) 



f 

£=i2nR(jcb + 2R)^ 
B = 27tR(stb^2R) 



jeoe vjuroe/ weicpe einen iwiireipunrt ^ar, oei toter 
Umbrebüng um eine fie nicbt fcbneibenbe Hxt eine^Idcbe 
erjeugt, beren Snb^Jt burdf) baS ?)t:obuct an^ ibrem Ums 
fange unb bem r)on ibrem SKittelpunfte um biefe 3lj:e 
bef^rlebenen Ärelöuthfange auSgeö^iirft wirb* 



Attbätttc bet tbtftt. 



DäS ^toMem Ut Äubatut bir Äörj)et te|lcl&t iaxxn, H^ »öi 
turnen jü beflimmert> weldbcS t)on einer gegebenen Cberfldd&e eins 
gef4)(ofTen wirb^ Um leicbter ju ber tfHgemetnert Xuflofiing biefe§ 
§>roWem§ ju gelangen, wollen wir juüßrberfi ben ga& betradbtertf 
Vt>o t% baräuf ankommt/ ba§ SSotuni^n eines ^eraben SplinberS mit 
beliebiger %UnbfIdcbe ju beflimmen.* 3« biefem befonbern ffdlle 
fann bie TCufgabe unmittelbar t^ermitteljl be§ folgenben £ebrfal^e§ 
gelojl werben* 

gebrfafe 1. 2)aS SJotitmen V einefS g^rdbdn ßptini 
bet§, beffen ©runbfrdcbe ±= U unb beffen <g)6be =ff ijl/ 
tt)irb burd^ ba§ $robuct au§ biefcr ®runbfldd)e unb. 
^obe auSgebrucft, fo ba^ man f)at V—HU...{1). . 

S3 e w e i §. SBir wollen dUe f)unfte beS SRaumeS auf bte brrt 
red^twinÜigcn 2(ren bcr :r, y, z bejogen ünb ben ßplinber ' in einer f6b 
(fien 8dge artftebmen, bag feine ©tjeugung^ltnie jür 2C]i?c ber z pai 
taüel ijl, ünb bag bie @bene feiner (Srunbfld'c^e mit ber @beric bei! 
sty iufammenfa'Ut« 2tu6erbem wollen wir annehmen, bag ba§ 
SSolumert V mit einer dilf ber 2Öre ber x fenfrecbtcn unb ber ^tbs 
fciffc ^ entfprecbenbert ebene gefcbnittcn werbe* (jnblicb feien f(x) 
ber gerablinige 25urcbfcbnitt ber ©runbflacbe U mit ber-fcbneibens 
ben gbene, v ber S^Aeil be^ S3olumen§ t^, wetcber in SStiitt)\ing 
auf biefe @benc auf ber ©eite ber negatitjen x liegt unb u ber 
entfrrecbenbe S^beil ber ©rünbfldcbe U. SSenn man ber Äbfciffe x eirt 
unenblidj Keines '3ncrement A^ ertbeitt, fo befommt^bas j^os 
tumen v ein dt)nlidbeS 3ncrement A ^- 9lun ijt dber teicbt etnjui 
febert: 1) bd# bie ©tunbftdcbe Ali beS a5olumen§ Ä^ irt)ifcbert 
jwei SJfc^tecfeit liegt, Wot)ort taS eine tn unb 5d8 onbere um biefetbe 
befcl()riebim Jfl mt> beren S(d(!^entn|)alte burc^ 9>Yobu€te t>on beif 
gorm: 



(ä) 



t/W + ZlAar, (3) . f/(^) + -/]Aif 



öüägebrfidPt werben, wo t;J Minilid) ftein^. ©ifo^en fin»/ ilrtb 4) 
bog basaSolumen Alt? iwifd^en jwei $araUele>)ij)eben liegt, weldi|^ 
Ü jur .^o^e unb bie beiben erwdl^nten Ste^^te^Fe als ®rünb|[d(^et( 
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l^abrn. flfolglt^ {ft ber SBert^ be« Solumen« A« (ine fRttteU 
gtd^e iwtfd^en ben betben %uit>xüitii: 

(4) »[/'W+flAx, (S) H[/(x) + /JAa^, 

ober mit onbem tßorten^ man ^at: \ 

(6) A»=ff[m,:h»JA^'~ 






too.t eine neue ixoi\(i)tn I unt) J tiegenbe unenblidf^ Heine ©rofie 
bejeic^net. S)tt)ibirt man nnr^ bie beiben Sl^etle bec ©leic^ung (6) 
burc^ A^> fö folgt baVaiffi: 

ttnb wenn mmi A« 6^9^ ^^^ ©ren^e ShiK conrnjiren lapt,^ fo 
^nbet man: 

(8) |i-=^^^(^^» 

über »aS baffelbe ifl: ' ' 

' . 9lun 'feien xoi X i^r grogte \xxd> HemlTe b'er SBerffjc loon o-, 
W)el4)e berf icrfcbiebenen fünften be§ teölumeh^ v ober feirte? 
©runbfld'c^e w entft)redt>em Siie §uncfil)nen m, « t)erfef)n>inben für 
a: = io «hb^ wenn man bie beiben 5£^eife ber (Sleicji'uhg (u) bon 
a?=:a;o on integrirt, fo finbet man: 

(10) V = ä/* f(a:)d*v 

unb tvtnri man bann x = X fe^t/ fe er]E)a(t man: 

(11) V—nf f{h)&x. 

gerner finb bie in ben gormein ^0) unb fll) t>ortonimenbett 
Sntegrale üermö-ae ber ©leid&ungen (7Ö) unb (8Ö) ber Sßörlefung 
.24t cfi\[(^ feie. SEcrtbe, bef gWdt^en m imb. (X. ^olgli^ fann bie 
erfie bicfer gormein iiuf: 

(12) v==iHu , 

rebudrt werben unb bie {wette fällt mit ber ©(eid^ung {!), jus 
fämme^ft. 

2)er ^o'rt)et3e]&enbe JBewetS 'bebÄr^e eitiet ?9fdWffd(!jtion, vbemt 
b^r getabtiniöe ^urdE)fc^nitt fite) '^ttj^itl^t U mttehter oiif bet 
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Zxt ber x fenfcej^ten (Sbette ffA in eut. ®9flem ntel^terer em^et^ 
«er , burci^ ^ (ar) , f^ (x) ^f^ (x), . . . miSgcbrucftcr 8dngett >er« 
toanbette/ n>ot)On bte erfle in>ifd[)en jvoet se3ebenen Stnien, bte 
itoette gwtfcben gtoet onbern segebenen Sinien/ii. f. xq. tage. Kfair 
atöbann tonnte man ba^ Siolumen V letcbt in mebtete S^ette F^/ 
V^jT,,... unb bte ®runbflik^e 17 in entfpredbenbt arbeite U^, 
17^ , €/ 3 , . . • [p itxU^m / baß bie obigen Schlöffe jur 3tuffleUung 
ber ©teid^un^en: ^ 

r^^nu^, Fa=Ä(7a, r^=Hüf^f etc.... 

fjtnü^n, unb wenn man tiefe legten ©leicbungen abbi^^ fo fdnbe 
man bie %ottntl (1) n>ieber. • 

SBir wollen nun bad oon einer jbeliebigen iDberfidcbe begtenjte 
Sotumen V gu beflimmen fii^^en. ^^ fei F{x) ber %läd)^it^(At 
beS Durcbfcbnitteö beS SBolumenö V wk einer auf ber Tlxt ber x 
-fenfre^ten unb bet ^hfctfle x entfyredbenben ^bene« utxb n>tr wollen 
mit V wieber ^m SCbeil be§ SSolumenS P bejeicbnen, wetcberth 
Sejiebung auf bie fcbneibenbe Sbene auf ber @eite ber negatto^n x 
liegt. @rt^ei(t man b,er 7(bfaf|[e x ein unenbfi4) FteineS Sncrement 
/^Xy fo befommt baS JBolumen v ein dbnticbeS 3ncrement /^v, 
welcbe« jwifcb^n jnjjei 2>urcbfcbnitten liegt/ wooon ber erfle burcb 
F{x) unb ber jweite burcb F(x)4-^'F(j:) auSgebrucft wirb, unb 
es ift einleucbtenb / bag, wenn man auf biegbene beS erften T^ixxdj^ 
f^m'tteS bliebt bie ganje^ ba$ SBolum^n V begrenjenbe £)berfld'd()e, 
fonbern blo§ bie bem SSoIumen ^t) entft)re^enbe 3one ^rpitcirt/ 
Wc fo ^rojicirte 3one jwifcben jwei einanber febr nabe liegenbe;i 
ßuroen liegt/ woioon bie erjle ber Umfang ber ©runbfldcbe beS in 
baS SSolumen /\v befcbriebenen geraden @plinber§ unb bie }toeite 
jber Umfang bes: @runbflaf|je bti um btefeS jßolttmrn Itefcbriebes 
nen, geraben 6ii)linberS Jjl. 2Cu§erbeif! folgt au6'6cm britten 8ebrs 
fage ber 24fte;t SSorlefuna, bag bie oon ^m beiben ertodbnten 6ur» 
t)eJT eingefcbloffenen gldcben (ebt wenig t)on ber gldtbe F(x) oets 
fcbieben finb; benn werben biefe bxei gldcben burcb eine beliebige/ 
ju ber Zrt ber x patdütlt ®bene jefcbnitten, fo ftnb bie Unter« 
fdbiebe ber brei geraben 2)ur(bföbntttölmien unenMtcb tieirt. 3>emna# 
werben bie 9fau^?iin|^a;te b^r iij ^tib vm bod SSolum^n At> be» 
fcbriebenen Splinber burcb ^robucte wn ber S^^t^ • 

. . ril^ [F(x) -f /] A^* ^*^ ^**(*) + ^^ ^^^ ' 

wo / unb J unenblicb Heine (Sroßen bejeicbnen/ .auSgebrucft/ unb 
man i)at folgliä^: 

(15) A« = [Fear) 4-^1 A*, 

wo { ebenfalls eine unenbli^ Heine ®r6ge be^eidjnet, wel^^e jwis 
fi^n / unb J liegt, ^m man, no^em bie beiben ^^b^ile ber 
«leidbung (15) bur^ Ax bfeibirt finb, ^x gegen hie ©renje 
9tm conmgiren (dßt/ {T^^t ft« baxau^; 



-^ J6I 



ebet xoiA boffelbe iß: 



rft> 



=Fix), . 



dv = F(4r) dx. 



SBenn man etit)lid() ben größten unb !tetn{Ten ber Sett^e t)ott 
a:, we(db^ ben i?erfd)iet>enen fünften be§' SJolumehS V entfprecfcen, 
b. b- bie ©renA^/ innerhalb .tpekber bte :2CbfctjTe x bleiben mu^^ 
bamit eine auf Der 2Cre ber x fenfrecbte unb biefer ^Cbfcifle entfprcs 
Äenbe Sbege ba^ IBolumen V trifft/ mit a?o unb X beieic^mtv f» 
folgt aus ber t>on a:=a:o m tntegrirten .©letc^ung (17): 

(18) f)= r'F{x)dx; 

jinb felit man bonti x—X, fo erb^tt m<m bte Sormel: 



(19) 



r=s:f'F(x)dx. 



Die Sormel (lö) finbet offenbar aud() m.bem ^aUe ftatt, wo 
bie %iää^t F(x) be§ 25urc^fc^nitteS beS 5Bolum^nS. V mit einer 
auf ber Kxt ber a: fenfrecbten Sbene ficb' in eine ©ümme met^reret 
glä'd^en Fj (a:), F^ (.r), JF, (.r), . . •, welche öon toerfcbieb^nen Um« 
fangen begrenzt tverben/ ))ern)anbelt. TClSbann i{i bdS SSolumen 
F bie Summe mehrerer iutä) bie 3ntegrale: 

Fi(x)dXf / F^^*)^^^ / ^3(^)^3:, etc. ••, 

tt)o in iebem bie Function unter bem SntegrationSjetd^en ftetS einen 
j)oiitit)en SBcrt^, ober tintn SBert^ =0 ]^at, wd^renb bie Äbfcifpt 
,x {mifcben ben ©renjen Xo^X rxixnxt, auSg3brücfter SSolumina. 
Demnach i(l in bem gegenmartigen ^aUe: 

J(a) = F,(*)4--Faa:) + i^«W + efc..., ; ' 

r=fF^.(x)dx + / Fj(x)dx-{-f F,(«>dr + etc. .. 
nnb fblgUcI) aud[): 



V=f^F{x)dx. 



©a F(ar) in ber gormet (19) ben ßnbalt einer ebtrnen Slad(^e 
auSbräcFt/ toelc^e tn einer / gu einer ber ßoorbinatenebenen )>ataHes 
len ebene liegte fo ifl f(ar/ ba^ ber 3Be^rt^ topn F {x) immer leiÄt 



^mmfttüft ber tti: bfr 84flen Sorlefung aufgefteOten 6a^ bejlimmt 
iDevben (oiinp 

9m bU ^egrtjfe ju ftrirenf wollen wir anne][)men/ bap man, 
inb<m oTo, JT )i9et cpnfiante ®roßen/ yo» T jtoet Functionen ber 
SSeranbf rlii^en j: unb zo» ^7 Vf^tl Functionen ber äJeranberltc^en x^ y 
be)ci(jbn«n/ ba^ ftiolumtn beßtmmen foU^ uoelc^ei^ einer @eitd 9on 
ben bfibefi/ biq:(|) bie (Gleichungen;. 

(80) 2 = zo, (21) x = Z 

• • • • . 

.au^oebrücften frummen ^lai^tn,' anberer @ettd wxi ben beiben 
tur$ bie ®(eic()un^en: 

(22) y=»ov (23) jf=r 

OttSgctivfiif tcn c^ltnbctfc^en 8(<[(^en unb enbttc^ oon ben beiben €benen: 

(t4) xss*«, (25) « = 2r 

begrenjt n)irb« X)er ^urdS^fibnttt F(.r) biefeS S3o(umen§ mit einer 
ui ber (Sbene ber yz ijfmraUelen unb einem befonbern Sßertbe ber 
^bfciffe X entft)rec|)enben @bene liegt jwifc^en mer Linien > namltc^^ 
jxoifcben in>ei 6un)en unb jvDtfcben ixotx ju ber 2Cre ber z )(^(kxoXiti 
Xen ©eraben, unb um bie @(leicbungen biefer t>ier Sinien ju erbol« 
ttn^ braucht man in ben gormein (20), (21)/ (22) unb (23) nur 
bie Xbfctffe x oX^ con(!ant ju betrachten, ^ejeicbnet man nun ben 
gerablinigen Surc^fcbnitt ber gldc^e F{x) mit einer auf ber 'Are 
ber y. (entrechten unb einem befonbern äßert^e oon y entfprecbenben 
Sbene burd^ : 

fo \j(A man offenbar: 
(26) f{x,y) = Z-zoy 

unb bie gormel (80) in SSorlefung 24, fo »ie bie gormel (42) fn 
SSorlefung 25 gibt: 



(27) 'Fix) = f''f(x,y)dy, 



yo 
jober »a«' baffelbe ijl: . 



(28) F(x) = / (Z-~zo)c?y = / / dz. 

golgtfdi) fann bi^ (Sleicl)ung (19) auf eine ber formen: 

(29) V=f''f''f{x,y)dydx, 



/ I 4zdydx = l I {Z-zo)dydx 



[Arad)t »erben. ^4 ü^tWeW Bemerkt gu «oetbin/ bÄf Ste tit 
jormel (29) unter bcm SntegrotionSjeictcn loorfomntenbe f^unctioit 
f(^^ y) fi^nau ber gerabUntae Dut<t>fdS^nitt be« »elumena V mit 

i,n)ci auf oen 2Cren bee x ünb ber y fenfreii^h iSbeneit ijh 9^nt€t 
ict)t man leicbt ein , baf Pt|; bie fformel (19) ouiEb «uf ben SäÄ 
erjherft, wo biefer geraWlmge ©urdbftt^nitt nicbt mebr wn beft 
Stdcben (20) unb (21) begrenjt xm^, unb {td|^ tu etile 'Si\kvXVßit 
mehrerer refp. burc|): 

A(^>y)» A(^»»)» /i(a^*»)> etc-v 

aüSjebrudfter eihjcthcr 'ganzen loerwanbeft/ wböon bte erffe jtbffiibeA 
in>et gegebenen S'^c^^n, bte jvoeite jwifcben iwri anberri gegebeneit 
Stäcben/ u. f. w. liegt. ^ ' , 

S)te formet (29) ließe ftcb aucb burcb £(ntrcbe, wie bte tn ber 
2&^ StorUfung angestaubten I6etrat()ituiigeit erUniltai« ®etln xck 
wollen juoörberjl annehmen, bag ficb bie Öroßen y^ Y auf com 
tlante b. i). toon bet S$|(tanberncben x unabbangtge @r6ßen tAxit 
ciren. tJCläbann liegt baS mit F bcjeicbnete SBolumen einer ®eit§ 
jwifc^en ben frumme'n %lSii)tYi (20) unb (21) unb -dnbftet ®€ffd 
jtoifcben ben vier auf ben Ären ber x unb ij jtnfrecbten Sbeneh^ 
toetd)c burcb jwct ju ber %xt ber z paraHtle feerabe gHegt ^nb, 
i[bot)on bie erjte ben Soorbinaten xq^^q unb bie jtoerte ben f^ttt% 
tmaten X, Y enffpricbt, SBenn man nun aber Itött ber sweiten 
'^araßele eine brttte nimmt / »elcbe beliebigen ^oorbfnatefi ac, y 
'entfpricbt/ fo wirb ba§ SSolumcn V oerdnberltd(^ unb ?ft tw Sunc« 
tion loon o: unb y. SJir wollen biefe gunctioft mit jp {x^y) bejetcb« 
ticn unb e6 feien A^5 Äff unenblicb Heine, ben ßoorbtnateti ar, jjf 
ertbetlte Sncremente, fo ijl baS febr Keine SÖolumen: 

offenbar eine SJlittelgroge jwifcben ben beiben fn unb \xm baffctbe 
befcbriebenetf rec^twihfligen ^aratlele)>!)>eben/ unb folglich itoifc^en 
{Ipd ^robucteh oi5n ber gorm: 

wo / unb / jwet unenblic^ f (etftt ®r5pen f^nb. Wm, ^at fbtgHcf» : 

(81) . Z^« A, 9 (*, y) = [/ (^* ») + »T Ä* Ay , 

WO / ebenfhlli^ eine ttnenblfd^ Heine ®roge bejeicbnet, weldi(e )wis 
fcben i unb J liegt. . SBenn man in ber ©leicbung (31) juerjl Ay 
unb bann C^x gegen bie (Srenje iRutl conoergiren läßti fo erhält 
man jto^i anbete ©leicbun'gen i)oft ber gorm: 



/ 

i 

Sntegrtrt man aföbann bte Son^tel (3^) in jßejie^uns auf y 
t)on y = yo an ivi|> in Sßtmfinn^ öuf x »on o: = xo an unb bc« 
mcrft/ baß bic gunction 9 (i, y) ntd^ blöd für ar=:aro bei icbem 
SG9crt.be ^on j/^ fojib^rn and) ßii: y==«:2f9 ^^^ ieb^ aBertfte non x 
perfdS).w{i]ften ^luß; fp finbe| man: 

/ fix,y)dy4^. 

SS8enn man enblicf^ in ber ©leid^^ung (M) ar = X, y = T fe|t, 

ger(^ä(t man. ^ (Sieic^ung (^) n>.ej[.cbt a(fo für ben b%{pnbern 
aU/ ri)o yo»T conjlante ®r6gen pnb, ben>te(ea ip. 

' '®efel^ nun; ^tian wj^ttte -von tiefem befpiti>ern Saue ^n ^esvr .aus 

Jemeinen. überleben / fo tntegrire man bie Formel (32) in SSejtes 
ung auf V jn)tf4)en im ®ren)en. jfo 9 Xf %uf biefe SSeife erhält 
man bte S(eid|^ungc 

(») n,9)<^, Y) = /lxf \f(x, y)+{]ay, 

welc&e baS JBoIumen A^jpCr, T) beftimmt, »elcbeö einer ®eit§ 
jtüifdS^en . ben frii.mmcn ^lac^n (gO) i^nb {^1) unb anberer @eit^ 
jwifd^en mt ßbenen liegt, bj^e ^aaijweife etnanber paraUef finb, 
nd'mlicb jwei auf ber Are ber y fenfred^t unb um bie Sänge T—yo 
'}oon !^}nq^bp[ .entie^n^ unb t|ie betben anbern auf ber Hxt ber x 
ffnUtil^t nnb u^ bie fe<^r ilmt (Entfernung i^x loon etnanber ent^ 
fewrt. ^imnt m^ »wn wt, baß yo, Y in ben ®Ieicl)ungen 
(22) unb (23) nid^t mebr civnfiante ©rößen bejetcbnen, foiibern 
Sunctionen t>on' x xotvpm luib bejeicbnet atSbann ben S£bet( be$ 
SSoliimin^ J^, »eld^er burcfe eine auf ber 2tre ber x fenfrecbte , b^r 
^Cbfciffe.ar entfpre4)enbe@bene ^&gefd)Httten n>irb; unb in S3eiie{)ung 
auf biefe &ene auf ber @eite ber negativen x liegt, mit v = ^ (x) ; 
fo Idgt Jicb leicht b^meifen', ^paj^ bo^ SSoIumen Af(x) eine 9Rit5 
telgcöge in>ifd)en itvei anbern/ bem burc(^ bie @(etcbut\g (35) be- 
j|immte,n, ä()nli4;ien unb burc^ ^robucte )oon ber Sorm: 



(86) ^x P^'mx, y) + {]dy. 



tt)0 / ober J eine Sffiittefgroge jwif^en ben tjerfd^itbenen Sitcremem 
^zn bftjeidS^net, meldte yo ober Y crl&alt, wd'brenb man ber 2tbs 
fciffe X .oerf^iebene utienblic^ fleine unb jwifcty.en ben ©renjen 
^sC^x tiegenbe Sncremeirte^ .ert^eilt, auägebruiften SBolwmen tfl» 
S^otgltct) . liegt ba§ iBer()cibntß: 

^ ' Aa? 

}lio\[6)tn in)ei integralen t)on jber.gfortn: 



^ I 



•=" 408, -^ 






n)o in jebem i, I, J linenblidE^ ffetne ®rog^it finb. "Sßenn mwx fer- 
ner ben Za\)ltnxotxti^ t>on Ao: unenbltcf^ abnehmen läßt, fo conoer- 
gt(en.bte^b(tben ern>q^nten '3n$edT<tU gegen btefelbe ©renje:. 






golgll^) tft bie ©renje bfS SBerJ^altniffeS (37) ober We obge^ 

d i!f (x) 

Uitete giinction; ■ X-^ ■ bem tlCuSbrucfe <») gki(^/ Mii^ man l&at; 



^40) ^=y^7(.,j,)rf^ 



Sntegrirt man btefe lefete ®letc^ttng t>on a:=ya:o öuS un^ bes 
merft, bag ^(x) mit ber ©ifferenj o?— ^p perfd[^wlnben muß, fo 
ergibt fic^; 



(«) t(^)=f'f^f(^. y)dydx 



® e|t man oKbann in b^r gormel (41) x = X, fo ttf^ait man 
bie ©leiAung (29) roitbtt, welche alfo audS) fut ben gaH bewiefen 
ift, wo bie jmeiten arbeite ber ©leic^ungen (?2) unb (23) -guncs 
tion^n b?r SJ^ranberüd^en ar werben, 

25ie gormei (29) gibt ju d'bntld^en ScmerFüngen SSer-anlajfung/ 
wie bte in JBortefung 24 über bie görmel (80) unb m SSorlefi^ng 
25 über bie gormel (34) gemad^ten. SBSenn ficb j. S, bie bur^ 
bie ®teid)ung?n (22) unb (23) au^gebrucften c^(tnbrifd>en glä'cben 
n,a(i) jwei ©rjeugung^linien fti^netben, unb wenn man annimmt, 
bag xo9^ in ber formet (29) aznan bi? 7f bfciffen ber auf biefen 

frjeugungSlinien (iegenben ^unfe bejeiebnen, fo wirb ..ba§ SSotumen 
' entweber oon ben frummen Stä'cben (20) .^nb (21) ober \)on ben 
iplinbrifcben gldc^en (22) unb (28) . in allen 8{tcbtungen bogrenjt, 
£)aff^be würbe noch ber Soll fein, wenn iiii) bfe beibcn cplinbris 
fcben .%läd3^r\ . m6) ^en ben 2fbfciffen XopK entf^>redbeHben ©r^eus 
qung^linien berührten. 3?iefe (reiben cplinbrifcben gfec^en würben 
\i(i) auf eine einjige rebuciren, wemt bre beiben guncttonen yo^T 
jwei au6 berfelben (Sleicbiing jwifcben y unb x abgeleitete asert^e 
bon i/ bejcrcbrieten. ©nbiicb föhnte e§ in biefer lefeten SJorauS= 
fel^ung gefcbe^eU/ 1) baß ficb bie frummen 'gld'cben (20) unb (21), 
'inbem fie t)on einanber oerf^ieben fiitb, nacb einer auf ber cplinbri? 
fd)en gld'ci)e befd^riebenen (5uroe fd^^nitten. unt) 2) bop zo v^nb ^ bi« 
befben, ^i^^ berfelben ©(eid^ung: 

(43j g(^,^,r) = 0, ^ 



totld)t eine com>ere unb ühttdtl gef<()(offefie fntmme %ladft outMih 
fen Eann« um bte bie cpUnbrifc^e iSiäd^c befcbrtebe^n wäre, abgelette^ 
ten SBertbe t)on z waren. ' 3m erjten gaUe würbe ba? «olume« F 
in aQen 9Hcbtungett r>on ben fmmmen J^läcben (20) unb (31) hH 
grenjt unb im jwetten %aUt würbe V ba^ t>on ber trummen ^iä* 
^e (42) begrenzte SBoIumen be^eicbnen. SBSenn man in ber &ltu 
d^ung (20) zo = fe^te, fo wäre atöbann bo^ burcb bte Sormel 
(29) bejitmmte SSolumen V badieniae / welc^ed in bem @tnne ber 
X von ben bcibeh ebenen (24) unb (2S), in bem @mnt ber y 
t>on ben cptinbrifcben^Slacben (21) unb (22) unb enMicb in bem 
@inne ber z t>on ber ebene ber xy unb t)on ber Släc^e: 

(«) z-fi(^y.y) 

begrenzt wirb. 

f&h b^en nun n^ einige ^nwenbungen ber t)or(|in entwicfeb 
ten Sormcin ju geben. 

äuerfi wi^Qen wir aunebmen, baf in einer ber ebenen. (24) 
unb (25) eine beliebige Sinie befcbrieben fei^ wel^e eine Slä'cbe 
=zB einftbiiegt, unb bag ftdt^ längs btefer £tnte eine {let§ ju {tcfi 
felbft yaroQel bleibenbe ©erabt^ bie aber ntcbt )u ber ebene bet 
jfz parallel ifl, fbrtructt/ fo befcbreibt btefe @erabe eine cplinbrifcbe 
%liÖ9t unb wenn man bad innerbalb. btefer glac^e ^wifci^en ben ebe^ 
nm (24) |ii0 (2^) liegenbe SSoIumen mit einer anbern, aitf ber %xt 
ber X fenfrecbten ebene bur^fcbneibet; fo ijl ber erhaltene Durcb^ 
fcbnitteine neue ebene %iäd9t, welche man al§ ber gläcbe B glet4^ 
annehmen fann. SKan b<^t alfb in biefer SSorauSfe^ung allgemein; 

(M) ' F(x)=B, 

Itnb bie Sormel (19) gibt: 



(45) r= B / rfor = B(X — Xo). 



SSemt man ber SCüxyt we^en bie ge^enfeittge entfemung ber 
beiben ebenen (M) unb <25) mtt H bejeicbnet/ fo f}at man bloS: 

««) r=BH, 

unb in biefer legten ©leicbung t{! folgenber 8ebrfa| entbalten: 

Seb-rfüg 2i S)a^ SSoiumen V eineS fcbiefeit e^lin» 
betd t^pn.ber (^runbfla^)« B unb ber £)obe B ijl bem 
^robucte'auS btejer ©runbfld'cbe unb ^ol^e glei((^. 

' S3etra(bten wir ^ nun eine ^egelfläcbe/ beten @pt^e mit bem 
tKnfangSpunfte ber Soctbinaten {ufami^enfädt/ beren S3a{t$ eine 
ebene Gurve ifl^ weldt^e in einer auf ber Hxt ber x fenfrecbten unb 
bie ^albaire ber pofttben x in ber entfemung 1 t>om ZnUn^^^ 

{»Unfte fcbnetbenben ebene liegt, enbltd^. feien ij, S bie üeranber^ 
\<l}{n. eoorbinaten ber in 9iebe ^^tnbm Qut^t unb 



%e ©lei^ng, fo wirb bte tnaä) btrt $unft (QiC) t>Ut^ Sucoe 

. ^uSottiEÜdt. eitminärt mm nun q uiA C ^mfätta bit^n legten 
e^icftHitgeo unb ber «Slti^un^ (^], fo Ift fi«, bog bit tt^ircnt» 
@Ui4iung': 



w ^(i- 7)=« 



fut nO( ^mftt äStx ©rjeugundSd'iritn «ifiHIt »ftt, mft ^It britA 
folgliif tie Äca€iPfl*e ouä. 9iun fti ^ bte wn btt (Jurw (^3^ 
tingefi^IelTene gl'»''?*- S)*» btr Iiurfjljf^nitt bet Xt^tl^S^ mit 
(tncr auf ber Are brr z fetiFttdittn Sbine bie bunt bv @Icidniiig 
{■'.9) fluägcCnlcfte ebene Siit»e i|l, wenn man ber ^bftifTe r nnen 
cDiijtunten fflfvtf) beÜe^, unb fcIgUdj eine bft©«(T8 ber SegeiliÄdje 
nl)n!ict)c Gurcc, f» ergibt ^ä) oirö bem iiuetten Se()r(d|e bef «orifc 
fung 24 (Bufrt^ 4), baß bie «on biefre (Surfee ttiigfft^teffene fBÄel» 
bem ^roDuac Ax'^ glefd} T|t. 3IIan ijot al^ in bem gegcRWdrtis 
gtn g-.ille: 

(M) F(x) = ^x2 

unb baS aSofumen f' beS jiDifd^n im fteiben ebenen z=^xot 
x = X (iegenben, abgefhim))ften ^egelä wirb bur^ bje ®(ei4iung: 



(51) F = Af 'xHx =- ^^-^'^ 



auSgebrörff. Sgtnn man inSbefonbere baS Solumen be« »on ber 
$(ää?e (4tf) unb uon ber ^erre x = Jf begtensten iftegelft baben 
nttU, fi) tmt^ man in ber ©leitbang (äl) x^ =^0 fe^, unb man 
ertjült für ba* gefuc^fe SUoIumeni 

(52) T=^AX\ ' ■ 

aSenn man fmwr bie ^8^e m Äeget« mit B,\xitt>'Mt in 
bet itm begrenjenben 'Sbene Iiegenbe ®»unbfi«(t>e mit ß btieidtntt, 
fo bot ""»n offenbar: 

ff = X, B=r:F(X) = AX.^. . 

SfilfllMr »tn«Mibtlt ^ bte ©lei^unfl (SA) an: 

(53)' . r^^Bü, 



- — 4M — 

St^rfa^fl Z>^$ l^olumtn eine6 JCegelS Dott hii\t* 
V\%tx iBafiS tfl bem trttUn %k^t\U beS ^vobucte« au4 
feiner ®rtttitf(£4)e unb ^ö^e $(ri4». 

^omi^en x6\i nun lieber ju brm ab^efhini)»firett bieget )ututff 
beffen SBolumen burd^ bte Sormcl (51)^ bejttmmt wirb. SSenn man 
bte biefen JCeget begrenjenben (Shrunbfla^^en mit 6 unb B unb feine 
J^o^e mit. J7 bejei^net/ fo \i^i man offmbar: 

Solgli^ flibt Mer9Iii(^ttiig.(51); 



(54) 



r=^iH[B + * + /(»*)], 



unb man fann mit^itn fölgenben neuen 8ell)rfa^ aufilellen: 

S-ebtf^^^L 2)aS JBDiumeh F eineS \xo\\^tXi j»ei 
jparaUelen @benen (tegenben abgeflum))ften ^egeli 
tjl bem britten Subtile bed ^robucted gleicb/ n>el^ed 
man er^^t^ n^enot man bießd^e burcb bie@umme bretec 
Siäcl^en muttlptictrt/ n)el(be refp. ben teiben ©runb« 
fldcben bed abgeflumpften Tegels unb einer mittlem 
^ro})ortionale jn>if(feen i^ncn glei4> finb. 

@S ijl einteuc^tenb , baß bie Se^rfa^e 1 unb 2 ffc^ aucb auf 
ten^ JE^n t¥f&erfen, n>o fid(> ble 6uTt>e (47) in ein ©pjlem mehrerer 
gerober ober Itnmmer Linien t^erwonbelt unb feflgli* ber betracb» 
tete Jtege( eine ^^^a^ibe mit beliebiger ©runbp'cbe n>irb. 

^Ston fettfmt olfo ouf bie in ber >@lementargei)metrie bemiefenev 
®8fee jurfiff. 

Stellen tbit un^S yt^^titi baß in ber ebene b^ aryeinebur^ 
bie ®fti<|?iing : 



(55) 



!f=A^) 



anSgebrudte 6urt»e bef^n^ieben fei/ unb fea|i {t4^ biefe 6urt9e um 
bie Xjre'ber x bre()t/ fo irjeugt fie mi Stotationdoberflä'cbe / beren 
35ur(bfcbnitt mit einer auf ber 2tre ber x fenfrecbten ebene genau 
bem Jtreife gEeicb ifl/ n^elcberbie ^nt^recbenbe iDrbinate ber erjeu^ 
gungScuroe |um. ^atbmeffer \ioX. 9Benn man alfo biefe iDrbinate 
m}i y ^ejet^net, f» u>trb bie %lä6)t bc^ £)uvd^fd^hitt^(reife$ ober 
ber f&txt\) oon F(x) burd^ bie formet : 

befHmmt. Tttmm^ tfl bai Solumen F, wtd^eS )wtft&en ter SRo« 
tatfon^tldc^ nnb ber ®wAen (21) unb (2&) (tegt (»emdge ber 
©Utct^ung (10)): 



(86) 



V=nJ ^dx. 



SSotti man fott bcr mif bct %n t«r ar fenftedMett itnb ber 
Xbfdffe X entfturccbenben 6bene eine/ ber t>eran)0rlicb^. ^(^fctfTe x 
entfpredbenbe tporaUele &tnt fe(itr fo erbäU man jlatt . beS iüolif? 
mend V bad SSolumen v, tpeld>eS burcb bie Sorme{ (19) benimmt 
lotrb; oud ber in bem gegennDärtigen SaUe: 



(67) 



= jr / y^dx 



folgt. 9Bfr WDlm biefe le|te %oxmA nun no^^ auf etmge SeU 
fptele antvenben« 

fi3etf)xiel 1. SBenn bie (S»n>e <fi6) ber byt^ bie (Stets 



(68) 



ar« + y«=Ä« 



au^gebrßrfte JCret§ i{!, fo folgt aud ber ®Ieid^uftg (Si), loendman 
ber 83equem(icbfeit wegen ;ifo=0 fe^t: - - 



(59) 



v = 7t f\R^ — or«) dx = 7CX (Ä* — f ör«) 
/ 



!Ku§ ber ^ormel (59) folgt/ bag bad SSotunten etneft 
gwtfcben jn^et parallelen Ebenen,. n>otoon bie eine ,bur(|) 
ben 9}Httel)>unIt bet ^ugel gebt/ liegenb^n .Su^elabs 
fc^nittei baS ä$olumen etneS ^egeU/ n^elcber bie ^obe 
be6 ^ugelabfd^nttteS jur ^öbe unb feine fleine (Srunb^ 
fti^£ )ur @}runbflä(^e. bat/ . gen.au \xm eine^rofe übers 
trifft, wel^e bem ^robucte au^^ ber £)berflÄc|)e ber ben 
Jlugelabfd^nttt umgebenbenSone \xx{\> bem brlttenS^l^etle 
beö ^albmefferS ber Äugel gleich ift. 

SBenn bic ^obe x biefeS ÄugelabfcbnitteS bem '^albmefTer R 
ber Äuflel gleicb wirb/ fo rebucirt ficj) boi SSohmien V onf boS 
^robuct I ?r ß^ unb ba$ Stoppelte biefea ^robucte^/ ober bie ©rofe: 



(60) 



#3r/l* 



bru(!t ba$ SSolumetK ber ganzen ^uge( avA, xo\t in ber ©ementar^ 
geometrie bewiefen wirb. 

S3 e i f p i e 1 2. äSenn bie (bxvot (55) bie burc^ bie ©leidl^ung: 



(«D 



j(2 = 2par 



an^gebriicft^ ^ri^bel tji/ fo ergibt [\^ avA ber Formel (5t>^ wenn 
man xo=0 fefet: 



(62) 



v^=7cp I 2^.(iy:;=;rj?:(?^=^jrj/^af, 
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Tba bfr 9^ifni4 (W) fMat, baf taS tiurdb bte ttntbrtj 
bttng ber bis }U bcm ^^nttt, beffen TCbfciffe « tfi/ tyers 
längetten 9>arabel (61) erjeuate S$olumen bte S^älftt 
be§ ^robucte^ aud [einer ^5be r unb ber Stocbe srjf' 
be« ©runbflacbenfreifeö/ ober mit onbern SBorten, bte 
S^äiftt be§ 93o(umend be& umfcbriebenen Gptinber^ t|}. 

SB e t f )) t e 1 9. Setui bie (^ifroe (55) bte bur<b bte ^leicbung: 

(65) • y = ^ar« 

mt$gebruc!te Surt)e ifl/ n>o ^ unb a gwei rewl{e (Sonflonten fM, 
fo folgt au6 ber formet (57), n>enn man ber SSequemltcbtett tott 
gen aro = fe^t: 

SBennbie Sonfiante a ))ofttit) tjl/ fo brücFt bte ®(eic^ung (63) 
eine Parabel be§ attn ®rabeS auS, unb au§ ber So^mel (64) folgt, 
bafi ba§ burcb bteUmbrebung btefer t>pm t(nfaitg§punFte 
btd )u bem ber 2Cbfctffe x entf)>recbenben fünfte t>ers 
längerten Parabel erzeugte 3{olumen ftcb ju htm aSolus 
men beS umfcbrtebenen ßpltttber^, roit bte @tnbett ju 
b^r 3dbl 2a4-l .^erb^lt. 3n bem b4;ron^ern SaUe, n)0 man 
a = ^ fc^t, fommt ihan wieber auf baS 2te S3eifpiel. 

)Beif|)tel 4. äßenn bte 6un9e(55)bte burcb bte ©leicbung: 

(65) y = al(x) 

auSgebrücfte logorttbmtfcbe Stnie tjl, fo folgt au$ ber S^tmel (57), 
wenn man aro=0 fe^t: 

(66) v^xa^ / \l(x)]^dx=na'x[(lx)^^2lX'^2]. . 

* / 

993enn bte ®(et(bung ber togaritbrntfcben Stnie unter ber ^orm: 

(67) 3f = c« 

mid^Ait, toäxt, fi> fanbe man, ivenn man n>tebet aro=6 fe(^: 
0») i,^«//e^d.=i^(e^-l)=:f-(j,^-l). 
iSetfptel 5. aSSemt bte Qunt (55) bte burd^ bte ©leU 



ti^-rr-f (e" +2 + c «Kar 

(70) J *^« V y 

ata« r , « / ?i -VM 

• 

3un>etlen toirb bie IBefltntntung ber SSolumtna n unb V tu 
l[eii^ert/ ii>enn tiK^n in ben Si^i^meln (56) unb (i7) ^att Ux SSer^ 
dni^eitUciben x eine anbere SBeranberttct^e ann>enbet. Um bte ^egrtf|c 
ju firiren/ wollen wir annebmen, bag fid) bie Qvixu (55) o^f bie 
burcb bte ©leicbungen (58) in SJortefung 24 auSgebrucfte ^pclotbe 
rebucire. 2(ldbann ftnbet man: 

dx=2ydGiy y* rfa: = y« rfß> = B« (1 — cos o)* rfd , 

unb wenn man ben a:=^xo entf^re^edben fS&^xtf) loon (d mit cio 
be^eicl^net^ fo folgt au§ ber ®Uid[^utis (57): 



(71) v=^nR^ f^d — cotf ©y)» d«. 



Sefet man inSbeffnbere xo = 0, fo l^at man n0tf)wnW9 
00 = unb folglidö: 

(72) V = 7tR^ /^'"{l^C0S€D)^dC3. 

TCu^erbem t)at man: - 

(1 — cosm)^ = 2*-«ir«-a* c= ■ ■ __ ^ ^ \e^ «— .^ ^ * J 

s:^ ^ (1© — IScpg'a -{-ßcas im — cof 8a>)^ 

golglid) gibt bie gormel (72): 

• ©a in ben wtl^rjel)er*en M^ä^n^en a btn ^nW tejeic&s 
net, welchen ber fic^ brebcnbe ^albmeffer beS Srjeugungäf reifet ber 
.^c^tbe bt\d)Xi\btr fo ift iUit, b4g ma|t J)lo§ (ii;;7;2;vj)^.. fegen 
brauct^t/ um au$ ber gormel (73) baS * burc^) bie Unrbrepunßbe^ 
erften ämeiged ber ßpcloibe beschriebene SSolumen abjuleiten. $3e« 

iti6)mt man alfo biefe^ SSolumen ^nit V^ fo ^at man; 

* - • . * 

(74) r=6«2il». 
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^tm man um bie Zxt ber x mä)t htd&t' entc 'bhrdfe bfe'®lA* 
cf^ung (55) audgebrficfte @urt)e^ ftttbern in»€t/ burdj^ iwet ®leic(^um 
fleti »Ott bcr gorm: 

auSäebrudPtt Guno^H; wo «o «nb F jwei ffuttctionen bet SBeronbcti 
lid^n dr'linb; beten SBertpe Awifcfeen ben ©renjen :r = aro, a: = X 
flet?l)Ofütt) bleiben, ftd^ treten Id^t; fo »üb boS SBotumen, wtU 
^e§ jnJiTdbeh belt bürcb bie Ümbref)un9 biefer Surt>en erjeugten gla^ 
cKeh U)ib jTpIfd&ert bett ebenen (24) unb (25) liegt, ni4)t jnef^r burcb 
bett üDefteft a:^U bet ®leic|junß (56), fenbern burc^ bie S^ifFerenj 
ber integrale: • 



« * ■ 

mi^gebtftcft/ fo baf man, xottm man biefe6 SSotumeit mit V be». 
Setc^net, 

{Tt) r^nf\r^-yo'')dx = ixf f ydydx 



ffetbet. ttm bte ©teid^ung (T7) birect au6 ber ®f etdf)nng ( W) ab« 
jttleiten, brauct)t man nur ju bemerfen, bag baS je^t m JRebe fle* 
ftenbe SSolumen, wenn eS mit einer auf ber Zxt ber x fenfrecbten 
(Sbene gefcfenitten tvtrb, eine 3one jum S)urcl&fd)nitte gibt, »eld&e 
gti^tfcben vcoA Ärei^umfdngen liegt, bereu ^albmcffer ben Drbtnas 
ttttyo, y flleii^ finb. 9Ran \)at alfo in bemf gegcmDortigen fJaUer 

(78) .F(ar)=ÄF^-i;ryo'=5r(F2^yo-). 

©ubftitmrt man nun ben »or^jergebenben SBBertl^ üon F(x) in bie 
gormel (19), fp erhalt man bie ©leicbung (77) tüieber. @^ »er» 
btent bemerft ju n>erben , bag ba6 burcb bie ®lei4)ung (77) be^ 
{iimmte SBolumen F. genau bem gleid) ifr, weld^eS bie in ber @bene 
ber xy liegcftbe, üon ben 6urt)en (75) unb (76) unb ben beiben, 
ben Tlbfciffen Xq. unb X ehtfpred^enben Srbtnaten begrenzte eöene 
gldc^e (7 bei ibrer Umbrebung um bie 2fre ber x befcbreibt. Sim* 
fen wir unö nun, baß fi4> alle 9)unfte bcr gld'dbc 17 fo »on ber 
3fre ber x entfernen, bag bie ^ntfermiri| jebeS bcrfelben toon biefer 
2(jre um bie ®r6fe b junimntt, obet waö baffelte ijl, nebmctt wir 
on, baß fid^ bie gtdcbe U um eine ju ber Xxe ber x ^axaUtU unb 
Don i^r um bie (Sroße b entfernte ^xe brebt.v*.fe <tjt ticn, boÄ ^S- 
SSoIumen be$ neuen, ourdb bie Umbrebung ber %läd)z U erjeugten 
Äorj>erS bir iDijferenj; 

^Y\y+b)''-(yo + b)^]dx=:: 

•/ xo 
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tmb fclflltd^ ber @umme* 

gletd^ tf!« Wtati fielet leidet tin, ba^ malt noc(^ gu bemfetben @(blu{fe 
gelangen würbe, wenn bie %li6)t V naö^ aUen Sttcbtungett tn>n 
ben durüen (75) unb (76), ober ^on einer einzigen ßunoc/ ot^er enD^ 
Heb bixxä) ein @pf}em mebreret Einten b^gren)t Würbe. Uebrigen§^ 
bruift baS ^robuct 2:nr6 offenbar b^tt AtdSumfäng duS,- n>e((btf 
bte Entfernung b junt ^atbmeffer bat/ \int> bie TCjff^ bet .;i^ faitn mit 
einer beliebigen, in ber @bene ber Sldcbe Ü wiafäbrticf^ sejog^netir 
aber augerbalb biefer Sldcbe Xiegenben ®frabett ^ufammeinfdnem 
Wtan tann alfo folgenben Sebrfag auffieOen: 

Sebtfal^ 5. SBenn man eine ebene ^laci^e 1) uVi 
eine in ber @ben<9 biefer Sldcbe Uegenbe 2Cre, xotltbt 
aber biefe gldcbe iiicbt biircbf^neibet, unb^2) um eine 
iweite {U ber eriUn i^arallele, weiter t)on biefer %läi)t 
unb t)Ott ber erjlen %xt um bie gdnge b entfernte Ttre 
ficb breben laßt; fo wirb ber Unterfcbieb ber SJolumina 
ber burcb bie Umbrebung ber %[ä(i)t nm bie jweite unb 
um bie erfte Tixc bef(^rieben^rt Körper bur^ baS ^xc» 
buct aus biefer 55tdcbe unb bem Umfange be§ ^reife§i 
beffen i^albmeffer ber gegenfeitigen SntfernUn^ 
ber bei))en Zttn gleich tft/ auSgebrucft. 

Sßtr wollen nun annebmen, bag Itcb b\t ebene ^(dcbe Ü bur^l 
eine ju ber Hxt ber x in ber Entfernung b ^on biefer TLxt gejogeni 
paraUete ©erabe in gwei fpmmetrifcbe Sbeile tbejlen laue. 3n 
biefem Salle erfcbeinen bie ©leicbungen (75) unb (76) unter ben 
formen : 



(80) jf = Ä-f(^), (81) y=h+t(x)i 

unb bie Sormel (77) gibt: 

pber n>a$ ta(fcl6e t{i: 






(82) r=ixb/ 'f(x)dx/ 

/ Xa 



unb ba man außerbem: 

X 



U=f \[b + f(.r)] - [6 - f(.r)] I rfar = 2 f\i) dt^ 



i)at, fo ijl aucb: 
(8») , ■ rt=23tbÜ. 
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dS U$t ftd l^üft yniin, ba{l bte ®(et(f»ung (S) t^rt (8i!(% 
fett Bel^att/ lonm bte iU^e CT imiI einer einjt^n, nacf) aUen @et> 
ten gefcblojTenen Qwnt ober t»pn einem beliebigen Uttifange be^ren^t 
u^irb, wofirit ^ä^ biefe Sun^e ober biefer Umfang bur4^ bie ©erabe 
y = b nur in {Yoet fi^mmetrifcf^e S^t^eife tt)tikn Xä^U 9Ran fänfl 
olfo fbtgenben Se^rfa|. ouffleaen. 

eebtfa(i & fBenn eine ebene Stdfdbe fi4> bUr4^ eine 
Vre in iwei fpmmetrifcbe Zhutt tl^eilen lagt/ fo ifl bad 
Columen be^ bur4^ bie Umbre^ung biefer Sldc^e Um 
eine (YDeitei ju ber erfien parallele Hxt, n>e(cbe tn ber 
(Sbtnt biefer Slacbe fd liegt/ baf fie leitete ni(bt but((^< 
f4^neibet, bem 9robucte au6 ber in 97ebe flebenben ebe- 
nenS.täc^e unb bem Umfange bed ^reifed, welcber bte gü:: 
genfeitige (Stttfernung ber beiben Zjren jum ^atbmeffer 

lat, jletib« 

^ ift u S. baS SJöIunten bed iuxd^ bie Umbret^urtg ber 
eili)>fe: 

<ö*> ^ + 1^=1 

um bte burdl^ eineh bit &nbpnnttt ber 7(re i & ge^og^ne £ängente 
erjeugten «Körper^ bem ^IrobUcte gleicb/ n)e(cbeS man erl^alt, xotnn 
man bte ^t^dj^e ar a & ber ßdipfe mit bem Umfange 2xb be§ ^rei:: 
feS tniittipticirt, welchen ber SKittelpunft biefer Gurve befd^reibt. 
S)cA JBolumen V biefeS Mxpexi tvitt> a(fo burc(^ bte ®let4)ung ; 

(85) r=23r«a6» 

6e|ltmmt 

Xud ber ®Iet(f^ung (10) fomtte man auct^ folgenben bemerfenS^ 
Yoertilen £e^rfa| a^eiteh. 

Sel^rfal^ 74 S93enn {mei ju einer %xt parattete @bes 
nen gegeben finb/ oo fi4^ in ber einen ein gefc^toffener 
Umfang befindet, unb man tfißt eine ®erabe ficb fo be^ 
wegen/ bap [ie. burd^ bie t)erfd)iebencn ^unttt biefe* 
ttmfangeS ge^t unt) mit ber b^tracbteten TTre beflanbia 
e^inen recbtett SBi.nfet bitbet; fo ift t)a^ SSolumen Fbel 
üon ber bur4^ bir ben>eg(i4e ®erabe erzeugten f^lac^e 
unb ben beiben gegebenen ßbenen begrenzten Körper* 
bad ?)robuct au^ feiner ^obe unb bet beiben ©umme 
ber ebenen SU'cbtn, «oe((^e feint ®runbfläc^en bilben. 

S3 e n) e i §. SSSir »oUen bie gegebene TTjce jur Tixt ber x m^i 
mtn, ünb ed tei b bie gegetifetttge Stifferhunq ber beiben / }u bieder 
Hxt {xtraUelen (Sbeneni ^enn nian baS SSolumen V mit einer auf, 
tiefet TCjre fenfrecbten ütib ber "Äbfciffe x entfprecbenben gbene biircg-' 
fcbniibet/ fo tjl bte 3!)ür4)f^nitt§f[ddt>e F(x) offenbar ein SSrapej, beffen 
l^araUele @etten bie .gerablinigen £)urclt)fcbnttte ber fcb^eibettben @tknt 
mit ben beiben ©runbfläcben beS S$o(umen6 V ftnb. ^ejetcbnet man aifo 
biefe bdbengerablinigen2)ur(l^fd^nittemit/'(a;)unbf(iir)» fo l^tm>in; 
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imb bie gormel (19) gibt: 



(86)' r= 6: 



2 



:Der gcbtföfe 'J' tft alfo in bcr ®Iei<i[>ung (86) entbaltem 

Um eine ]Cnn>enbung oon ber goi^mel (29) )u geben / woHen 
•n>t( annebmen, baß ba6 Siolumen v benimmt n)etben foUte^ welcM 
jYDifcben ber ebene bev.ary, einer cplinbrjfcben Sl^cbf/ beten 6c$ 
jeugung^Iinie ju ber %xt ber z {parallel i{l unb ber £)t>erfläd|^e. bei 
b9perbo(if(ben ^araboIoibeS/ totl4)e^ burcb bie @leicl(^ung (86) in 
SJorlefung 14, nämlicb: 

(87) xy^=cz 

ouSgebrudft wirb, liegt; fo finbet man in biefem %aUt:^ . . 

r 

f(.x,y)=-xy, 
unb ^lfifi(S) gibt bie ®(ei4)ung (29): 

(88) Y=\f''fxydydx=:^ f\Y^-yo^)xdx. 

SBßen'n bie S5ap§ ber a)linbrifcben %l^ö)i j!c|> auf einen Ärei§ 
vebucirt/ tpeld^er burcb bie ®(eicbung: 

1^(80) * (ar-ö)«+Xy-6)^ = Ä^ 

ÄUägebrutft wirb, n>o a unb 6 pofttive unb grSf m ®r6|kn äK ber 
Jg)albmeffer R bejeicbnen /^o \^t mmi 

r = 6 + V[JB^-(ar-a)«]. ; . 

ilnb folglicb: 

(00) r=t-^J v^[Ä»-(«-flr)a].a;rfar, 
worauf folgt, wenn mdn ^ — a=Ä* fefet: 



. («) r=2*Ä»/*'|"*(a + Ät)V"(l~««).dt. 

TLü^tAtra ^at man offenbar: . 

Wt ^Afte ber %l&iit Ul Greife» auetrucft/ xotliitc bte ßinl^ett )um 
^«IbwefFcr M unb = j- tfl. Jg)icrnad& folgt offenbar auS ber 
tSleidbung. (91) : 
(92) K=äR« — . 

Solgll^^ ift ba§ aSolumen F baS ^robuct (xa^ ferner ©runb? 
(l&i^e sriZ' unb einer t>terten ^ro))orttona(e }u ben brei Sängen a, 
. 6 unb c. ' 

^txm man für bte c^Iinbrifcbe f^äcbe, VDelcbe bea &m^ (89) 

i(Ur SSaffd b^t, ein ©pjiem oon t)ier, auf ber "Are ber x unb bcr y 
enfrecbtcn Ebenen fubflituirte , fo müßte man bie ®r6ßen yq, y 
in ber (Steigung (88) a(§ conflant betrachten/ unb atöbann fdnbe 
okui: . ^ 

m) ^=■^(X^-:ro^)(^^-2(o^), 

ober »08 baffetbe t(l: 

(94) F=(X-*o)(r-yo)^^^^f2±£o^i:&±^. 

Kuferbem brfirft ba8 ^frobuct {X — xo) (F— yo) in bem ge^ 
gctmärttgen Salle offenbar bie %läi^t be§ Stecbt^cfeS au§/ tveldS^e^ 
bie S5^tö be8 SBoluniend r bilbet. @e^t man ferner: 

(95) z,=£f2r, ,,=:^, ..=2^, ,,=^, 

... • ^ 

fo bejeidl^nen %i9Z29^^>^a offenbar bie \>ier ©rbinaten beö b9J>ers 
b»üf(ben 'i^^abolmbe^ , metcbc ben t>cer SBinttifpigen beS 9?ecl^tedfe8 
ast|)rei^efr/ unb bä^ ®iei(^u»g (M) gibt: 

. (9G> F=(X-:ro)(F-^yo) . ^f +"» +^--^ + ^^ , 

IltR feirner baS b9VetAoltfcbe ^araboloib {u conftruiren, braudl^t 
mim vm baS ii>mbf4)ftfe jBiered ^u confhruhren/ beffen SBinfelfi^i^en 



mit ben @nb))un!ten in JDrbmaten z^^z^jtt, z« jufammenfallett, 
unb auf jmei ^ts^^^ensefe^tin @etten btefe& ^terecM eine ^vrabe 
fie^ fottbewegen lajten, welche 1let§* m einer ju ben beiben anbern 
©etten paxaMtn ebene bleibt ({tet^e SSorlefung 14). ^ierna4^ er« 
gibt fic^ Qu§ ber gormel (96) fol^^nber 8e&rfö|: ' 

Sel^rfa^& SBSenn man auf bell t)ter @ettenfrd(|^en 
eines geraben ^riSrnaä mit red^tedrget 335afiö ein roinb^ 
fc^iefeS g{iere(f befcbrieben t^at, unb man lÄ%t auf gtüet 
entgegengefelfeten Qtittn biefeS SJIerecfeS eine, Setabe 
fidt^ fo bewegen/ bafl fie fietS ju ben iSbenen ber ©eiten« 
flacben beö ^riöma§ parallel bteibt^ worin bie beiben 
anbern (Seiten liegen/ fo wirb badUSoIumen jwifcben ber 
burc^ biefe (Serabe etieugten Sldfcbe unb bem fXt^ttdtt, 
weld)e§ bie ®irunbfla'd)e be6 ^riSmad bllbet, butd) bad 
^robuct au§ biefem9fed(^te(fe unb bem t)ierten STlS^etfe bet 
^umme ber \>\tx, auf ben ^ant^n beS ^ridma§ }Wtf4ien 
btn SEBinfelfpi^en beS SRec^tetfeS unb benen be^ win'b« 
fc^iefen SSierecFeS liegenben Sängen au§gebru(ft. 

Uebrigcn§ tjl ber 8e()rfafe 8 offenbar aK befonberer gaU in bem 
8e]{^rfafee 7 enthalten, 

SRit ben oevfcbiebenen/ tjor^^in aufgehellten Qäiitn laffen fidj 
nod^ mel^reve anbere t)erbinben/ welche bei ber S3eftimniung ber iSo« 
lumina t)on großem ^ix^tn ftnb unb welc^^e wir mm anfuhren 
woaein 

3unäct)fl woHert wir bemer!en/ baß bie gormel (») burdf 
folgenben iJebrf^fe erfefet werben fann. 

Sebrfa^ 1>. ttm ba§ t)on einer gegebenen fDhzfs 
flache eingef4)loffene SSolumen F ju beftimmen, braucht 
man nur eine beliebige Tlxt vx i\t\)tn unb in einer burc^ 
biefe Xre gel)enben fejlen ebene eine ^ülf^curve t)on 
fotdber SBefc^affen^eit ju befdj^reiben, baf ber 2)ur4)» 
fd)nitt be§ SJolumenS V mit einer auf ber Zxt ber x 
fen!re(IE)ten beweglic^ett Sbene ftetS bem^e^^tetfe gUicb 
ijl/ welches auS einer gegebenen £inie b unb bem gerab« 
lini^en 25urcl)fd)nitte ber jwifcben ber Are unb ber Quxs 
t>e Itegenben %lä(i)t mit ber beweglict^en ebene con^rus 
irt ijt. SGSenn man biefe ebene %la^t in bem @inne bet 
Zxt t)on ben beiben ©eraben begrenzt anttimmt/ naö^ 
welchen bie bewegli<^e ebene in ibren beiben äußerflen 
gagen bie fefte ebene fcbneibet unb fie burd^ bie 5ättge 
b multiplicirt/ fo ifl ba§ ^robuct genau^ ba$ 3Ra^ bed 
gegebenen SBolumenö* 

S$ e w e i e. £)enn wenn bie befradS^tete ^re )ur Tixi bet x ge« 
nommen wirb/ unb wenn man ben S)urcbfc^ttttt btö SBolumend mit 
einer auf biefer %xt fenfre^bteu/ ber Äbfcifie x ent[pre4^enben bewege 

lid^tn ebene burdf) F(x) bejeic^net/ fo ifl — ^ bie äDrbinate ber 

S^ütf^m\>t, ober mit anbern SSorteU/ ber gerablinige ^urdl^fdf)nttt 
ber ^wifd^enber %ve unb ber Suroe liegenben Släd^e mit berfeU>en. 
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btx0tf(nö)tn &tttt f unb btefe ftd^e wirb i^nnoge ter %otmtl (It) 
m S$pr(ffuns 2* burdb baft 3ntegrat: 



<'^> f.!^^'=iAy^^^' 



au^gebrfidPt« 9RuItt>(tcttt man nun aber boS integral (W) mit ber 
Sänge 6, fo erf)ä(t man offenbar ben burcjt^ bie Sormel (19) befltmm« 
ten SBertb »pn V jum ^robucte. 

3ufal^ 1. Sßenn ba$ Sotumen F m einem Jtigel ober dnet 
^ramtbe mit beliebiger (S)runbflä'cbe entbatten ifl^ unb man nimmt 
eine auf biefer ©runbfläcbe fenfrecbte ©erabe }ur 7(re ber o:, fo ift 
bie Function F(x) bem £luabrate t)on x p|ro})ortional unb bie Sgülf^ 
cavot i{l eine Parabel/ welcbe bie £)rbinatenare jur %xt bat. 9{un 
ifi abtt m^ bem in S^orlefung 2-& ©efagten bie giDifcben ber Htt 
ber X, 'ber ^arabel unb einer jDrbingte biefer 6urt)e (iegenbe %lää)t i 
bti umf£briebenen 9tecbtecFe§/ unb mithin folgt dixS bem Sebrfa^e 9 
unmittelbar, baß bad SSolumen eine^ Tegels ob^r einer t^pramtbe 
mit beliebiger (Sruftbfläcbe i be6 Volumens be$ umfcbriebenen 69s 
litMtt'ClNr 9ri^ag/ b. b* eined 69ltnber§ ober 9>rt§ma§ )i>on bctt 
felben ©runbfld'cbe unb SQötjt i{i. Wtan !ommt alfo unmittelbar auf 
ben SfbHa^'S S^riicf, 

' 3»fa| J. SB84nn pA ber 2)urcbf(i)nitt F(.r) auf ein a;rapes 
rebucirt/ befen parallele ©eiten bie gerablinigen S>urcbfcbnitte bet 
Hiben ebenen/; (u ber gegebenen Zxt )?arallelen %iäd;tn ftnb/ unb 
wenn man annimmt, ba§ bie £änge b genau bie gegenfeitige @nts 
fernun^ biefer beiben ebenen %lä(i^tn bejetcbnet; fo ifi tie S)rbinate 
ber 4>ulf§curt)e genau bi0 b^'be @umme ber beiben eben ern>äbnten 
gerablinigen S^urc^^cbnitte, woraus ftcb leicbt ergibt t baß bie ^vou 
(eben ber 2fre bejr x unb ber ^ulf§curt)e liegenbe glacbe t>k balbe 
®vtmmt ber beiben erwä'bnten ebenen gldcben ift. ^iernacb ergibt 
f[4^ au§ bem SebrfafeeO unmittelbar ber \?orbin bewiefcne 8ebrfa|7. 

SKit berfelben ?eicbtigfeit Pönnte man oermittelft be§ gebrfageS 
ba6 SBplumen b^ftimmen, welcbeS in einer Äugel, einem Uppers 
bofoibe/ SUtpfofbe K. jwifd^en jwei parallelen ©benen liegt, ffer* 
tter> laffen ff* toermittelft biefeS 8el)rfafeeS ober «ber ©teicfungen (19) 
»nb (?9) nocb folgeribe gebrfdfee auffieUen. 

gebtfa| 10. äBenn bie 3>urcbfcbnitte jweier Sotus 
mtna mit einem @pfleme paralleler @benen in einem 
conjlanten Serbaltniffe ju einanber lieben, fo. fielen 
bie SSolumina felbft in biefem SSerbdltniffe. 

S5ewei§, 2Bir wollen bie t)erfcbiebenen fünfte. be§ Sfaumci 
auf brei rc^twinHige Tfren ber x^y^z bejogen, unb, bie %xt ber x 
auf ben erwäbntcn parallelen @benen ftnfrecbt annebmen. 2Benn 
VMn bie 25urcbfd^nitt§fldcb^n ber beiben 8?oIumina, mit einer biefer. 
ebenen, ndmlidj) mit ber, welche ber Xbfdffe x entfprid&t, burcb 
F{x) unb %{x) bejeicl^^net, {o bat man nadi^ ber SBorauSfe^ung : 

(88) . g(af) = cF(a;), 
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X bte ®^enjen,jn)if4)en roüä)m iif ^bficiffe ;r Reiben mug, bamtt 
bie biefcf 2tbfcific entfprec^cnbc unb auf ber Tivt ber a: fenfrec^tc 
ebene bte beiben Solumtna ft()nitbet. SBermüge ^er ^oxmti (19) 
totrb baS erfle SSolümen offenbar; ^md) ba6 ^E^tegral: 



/. 






MiigebvAft, n^renb iaf gweitt SSolumen burdt^ ba$ ^Sntegtal: 



/. 



g (ar) c?a: 

»0 



onSgf brüdFt n>ttb. 9{un folgt aber auS ber ®te{d()!Hng (96) : 
(99) / %ix)dx = c/^ F{x)dSf 



imb e$ tji emleuc^tenb, baf in biefer leisten Sormelber m^s^^c»^ 
^ene &l()rfa1^ entbalten ijl. 

äufa^ 1. 3n)ei SUoIumtna ftnb gletd) gto|[, iDevn bie ^r(|^ 
fd^^nttte berfelbeti mit einer, ju ber gegebenen Sbene.^etS p^aUdm 
ebene immer einanber gleich) ftnb. 

3 Ufa 1^ 2. @g feien a,b,c bret 4>o{tti»e^onfü»trn/.unb 
tüir n^oUen bie 1) in einer burc^ bie ©letc^ung: 

(1«0) x^-\-y^+i^^a^i 

miithxüitm äuQti unt> 2) in ettum t>urd[> bte .©(et^ung: 

au§gebrfi(ftjn euipfotbe jmif^^en {wei auf ber %vt ber o: fenlre^^en 
ebenen (iegenben SJalumina t)ergleic^en. ^an jtebt leidet zin, ba^ 
ft4) ber SDurcbfcbnitt ber Äugel mit einer ber 2tbfciffe x entf|>rec^ettÄ ' 
ben unb auf ber 2tre ber x fenfred^ten (§bmt auf einen ÄreiJ t)on 
bem ^albmeffer: 

(a* — x^y 
unb t)on ber gladtie: 
(102) 3r(a«--a:^), 

unb ber be8 Sllipfoibeä auf eine eüipfe tjon ben beiben ^artajfent 

« 
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tetmdxt. S)a {t(^ nun ixt Ttuibtüit (IM) mb (102) wie -^ 

}u ber &nt)tit DetJ^altett/ fb folgt ou$ bcm Sef)rfa|^ 10^ baf bte 
tn bem (Sdipfotbe unb ber &\x^tl jtoifc^en in)et beliebigen/ auf ber 
Vre ber ;r fknfreidbtm €%ett^ (tegenbeti SSotitmina.in bemfetberi SJefe» 
bäUnifTe ju einanber (leben. SBenn man a(fo bad SSoIumen bed in 
bem SQipfotbe jwifcben ber Sbene ber 92 unb. einer ber Ttbfcijfe x 
entf)>rec^enben paxaUtim @bene (te^enben Tt.bfffenitted mit v Uitidf^ 
ütt, fo finbet man mit JBerucFftc^ttgung ber formet (50): 
' ' ' . , . 

(104) . '^-J^xia^-ix^). 

< ' . . . 

S3enn bte ^of)t x be§ 7(bfcl(^nitted ber ^albare a gleich wirb, 
fa. r^bucirt jul ba^ SBelumen v auf bae ^robuct ^nabc unb bai 
Stoppelte biefed ^robucte^/ ober bie ®rog^: 

(1CI5) , ^nahc^ 

brudFt ba$ gan^e SSoIumen be§ @at)>foibe§ auS. 

Sel^rfii.^ 11. SSSenn }n>ei S$o(umina ^tizhtn finb, ^ 
»eldb« oon \t0t\ £)berfla($en begrenzt n^erben, unb bie 
innerhalb btefer jDberfläcben auf einer ftets ju einer ge^ 
wiffett %%it $araUe( bleibenben ben>egiicben ©eraben 
Itegenb^n Sangen fleben in einem con{lanten S3erl!)äUs 
niffe iu einanber, fo jleben bie beibenSBolumina in bem^ 
(«tben:äSerH(tniffe 5U einanber« 

fdti^txfi. SSBir wollen bie t)erf(^iebenen fünfte beS SfaumeS 
loieber Äuf brei retJ^twinftige Ären ber x^y^z bcjic^cn unb anneh- 
men /bap bie bewe^ltcbe ®etabe ju ber (elften paraQel bleiben 
mug, fo entfpric^ leber 8agc biefer ®eraben ein beflimmtcä ®t>s 
ttem )ooa SBertl^en ber ßoorbinaten ar, y. yiixn feien f(x,y)j 
fix^y) bie auf ber bewegltcben ©eraben tnnerbalb . ber ©berflöcbe» 
ber beiben SSolumina liegenben'^ä'ngen/ fo b^t man mö^ ber SSor^ 
au^feijung: 

(lOft) . Kx,y) = cf(x,y), 

• • » 

n)0 bad conjiante SSerl^dUnifi bejeicbnet. TCuferbem feien x^^X 
confiante ©roßert unb 2^09 ^ Suncttonen t)pn x^ weldi^e fo gewählt 
ftnb/ bafi bie ©teic^ungen: 

(SB) . y-yo, (53) y=F, 

.(^1) . . ^^:x^, ... (25) . ^ = ^ 
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bte <i)(fatbrtf4eti %Ui^tn unb bie ßUmn anibxMtn, iroxfdftn totU 
eben bte benoegli^e ©erabe bleiben mu9> um bie beiben SJolumina 
iu fcbneiben. Siermöge ber (SUeicbuna {20) ipirb aber boS frffe 
Jüotumen offenbar bitr^ bat bopj^elte 3ntegra(: 






attddeb«iAf »al^renb ba& iwette burcb baS b^piKlte Sntegcoh 

yf K^9y)dydx 
ro 1/ yo 

auSgebrficft wirb. SRun folgt aber au^ ber ® leicf^ung ^ (106) : 
(IW) f /^Kx,y)dydx = cf f'^f(x,y)dydxi 

unb e§ tfl einleud^tenb / ba§ in biefer legten $orme( ber ani^tfpxo^ 
c^ene Sebtfag enthalten i{l« 

- £)er oor()ergebenbe S3en)ei6 wäre un}u(äff!g, wenn bie £)btx^ää>t 
jebe^ ber. gegebenen SSolumtna in mebr a(§ jwei fünften Don ?iner 
ju ber 2C)fe ber x ober ber j( parallelen ®eraben gefcbnitten werben 
ronnte« 2(ber a(§bann ließen ftcb bie beiben äSolumina in correfpom 
birenbe Streite jerUgenv bercn, tjerrhittelft ber toorbergebenb^ 85es 
trajä^tungen bejiimmteS §Berl)dltntg =0 wäre/ unb ha man bi^' t>er9 
fcbiebenen Sbeile einer ©umme nur in. einem SSerbä'ltniffe DiHt l:o 
ivii ober abnebmen ut laffen braucbt^ bamit biefe ®umme fMbfl in 
oemfelben SSer^ältnitfe jU:: ober abnimmt , fo ifl bie Sticbtigfeft beS 
8el)rfafje6 11 wieber einleucbtenb. 

'Änmerfung. 6^ tjerbient bemerft ju werben/ baß ber 
Sebrfag 11 felbfi in bem ^alle nocb ftattftnben wurbe^ toe fii^ bie 
8angen f(Xjy),f(x,y) in ein ®\)jlem t)Dn mebrern fangen toer« 
wanbelten/ wot>on bie erfie jwifd^en jwei gegebenen Slacben, bie 
{weite jwifcben jwei anbern gegebenen Sld'tben Ur f. w« läge. 

äufag 1. SSir wollen anneb^en, bafi in ber 6bene ber 
^9 i^ci gef^loffene ßuroen befcbrieben ftnb/ wotfon bie erfte burcb 
bie ©lei^ung: 

(108) -g(^,y,2)~0, 

/ 

' • m * ' 

Ulli ^te jtoftte burd(> eine anttere ©(etc^un^ ooq ber Sprm: ' 



a09) g(ar,2,,i) = p, 



au^gebrucft loirb; fo ifi !lar/ bag für iebe§ S^fkm ber ben iSooxt 
binaten x^ y beigelegten Sßertbe fxi^ bie au§ ben ®leicbungen (108) 
unb (109) abgeleiteten, correfponbirenben SSSert^e Xf^n z wie l:c 
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^pMttttt Solgltüi^ ^nbem {14^ bte ®xmm niü)t, ^nrff^en rmtü^cn 
X unb y bleiben muffen, bamit s reelle SSertbe bebält, n>enn xa^'^ 
üon ber etilen 6un>e jur {wetten übergebt* @enn mm ferner bte 
t>erf4^iebehen reeUen SSertbe »on z, loelile bte ©Uid^img (IW) für 
eine gegebene 2(bfciffe gibt, mit: 



(11«) 2o, «i/ «a* * 



1^ -^g* *'^y 



■ ■ • 



\tyMm^t fo finb bte^ wetd^e bte ©kt^^utig (109) fi9r blefdbe 9b^ 
fciffe gibt, offenbar: 



(111) Mo» C2J|j cza, er 



89 



• ■ • 



9Bemt man fiberbteS bte iStrofen (110) nad(^ ber Solge ibrer 
®roge ^g^eorbnet annimmt / fo wirb bte tnnerbalb ber Sldcbe (108> 
auf einer ju ber ttt ber z j^orallelen IDrbinate (tegenbe SotaUange 
/(a:,y) offenbar burdjr 

(112) f{Xy Jf) = «1 — 2o + 2» — «2 + • • • 

«sdgetofitft JDa^egen ergibt S^^ bte @umme \{x,y) ber auf bev« 
felben IDitinatt mnerbalb ber 2(ad)e v(109) itegenben Sangen ^^% 
ber Sormel: 

(US) f (jT, y) = czj — czo 4- cz, — cz, + etc. ... 

= c(zt — zö + Zj — Zj +etc.). 
^m M alfo: 

unb aus bem Eebrfa^e 11 folgt, baß bie t)on ben (rummen Stadien 
(106) unb (107) begrenjten SJolumina in bem SSerbaltnijfe wn 
ij^ Vß einanber jieben. 

' ^ufal^ 2. SBenn man wie t)orbin fcbliegt, aber bie Soorbt« 
noten^ Xt, y , z ihtt. einanber toertaufcbt, fo ergibt (ftcb/ bap bie von 
ber %läd)t (106) unb t>on ber, welcbe: 

(114) gg,y, g)=0, Ober 

(U5) !g(x,|, z)=0 

)ur ©leicbung bat, wo a, & )wet ))ofttit)e 6onf(anten bejeicbnen, 
einaefcbloffenen S^olumina in bem SSerbältniffe toon l:a ober toon 
* I:o iu eimnber ^e^en. 

3ufa| S. SBenn man fucceRtoe bie 5Bolumina mit einanber 
i^ttiUi4jt f xotl^t t)on ben burd^ bie ©leid^ungen: 



* < 



(IW) ; »<*, y, t) fe», (tl4r »{^ » y> «) = ®» 
(IW) ; lf.(?-, f., z)-i», (117) «g, |, f)«=ü, 

«au^gebriicften t)ter SI^d(^Jt. .begven|t «oerbe?^ fotergtbt {td& dti$.^em 
tjorpergebenben 3ufafec, bag bie 58^rl)duriijTe >>eS jweitcn SotumenS 

refp. burc| bie 3^bten a,&,c auSgebrucft werben. .. fftlgHlfr ^^ 
bad SSerboltntg be§ t)terten ä$oIumen6 ;)um erflen burct) ba$ ^rebuct 
afrc au^gebrucFt/ unb.tmi« (aitB'^a^r ^(g^nben Sel^rfa^ auffeilen: 

Sel^rfa^ 12. Um bad SSolumen ju befiimmen, toeU 
i^€§i ))p]it eriitr überalt gef^^loffeiitjen uitb bunrc^^eme ®ltu 

<"') 8(1' M)=». ' • ■■ 

' ■ . ' . ' ' * 

u>ortn a, 6^ c bret pofitbe 6on{lanten bejetct^nen/ au$s 
itJffttdttn ttixmmm %lSd)iMsvtixii mit b, , 1b tan^t m^n 
nux b^^ )>on ber Ijrumnt/en SIÄ^^je^ itx^n &ild^imi: 

(106) g(a:, y, 2) = 

ff ^ » 

•••• ".••- » ', 

tjl/ cingefdS^Ioffcne SSoIumen ju befttmmcn unb bÄffetbe 
. burcb baS*^robuct bei bret Sbnjlartt'cn a, 6, c j.u mnltu 
pUtxxtxi. 

3ufafe 1. SGSenn [xä} bie frumwe Slddf^e (IIT) auf b« be^ 
euipfoibeS (101) rebucirt/ fb t>emanbelt («t) iJie ©leidi^ung (108) In: 

*» ' ' * . . .. ' . . . ' 

unb brucf t eine Äugel dn^ , welc^)e bie (Sinl&eft juttt Jg)albnieffe{ I^Wk 
S)ft nun baS SSoUimen bie^^r Äugd «=4« ijt^ fa:fj>l9t aug. bem 
%ej^rf(i&£ 12^ ba$ baS SSoIimten beS SUipfAtb^g turd^ ba^^J^obiKh 

« * * * 

(105) ^%ahc, 

öuSgebröcft wirb^ »äS ^ereit^ '^befä^tit xut.,) 

3ufa^ 2. SBenn man in ber ©leic^ung (117) c = fi = a 

fefet, fo rebucirt fte {td[^ auf bie gorm : .\ , n . • . 






W . S(5'^^)f=^>- 



ttnb brudPt eine Frumme ^Idc^e au§, n)et(i[^ einen/ : bem:. iiqn ber 
ftwwnicniSfdi^e (108) h^mxKttn Mx^x al^iriicb^ >^^t um« 
fc^^Iie^t, ühb bie 2)imei}fu)iv{»: M ^w^wjesi ,#Öwr| jl^S««. 4». >« W» 



» ■ 
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beS erftett in bem SßerMltnifiit t>on a:l» ^Utnad) fplgt ojfenbaf, 
au§ bem Sebrfa^e 12^ bagjicb ^ie S3o(itmtna ^Yoet^j; o^nH^ 
(ber Ä6rj)er wie bte SBjl^^^ i^rer refp. Simenftöft^n ocrs| 
galten. ' l. .. ' 

ee^rfa^ 13. .2)aS SSer^dltnt^ iweter §3oIumina tfl' 
immer eine mittlere ®xSit {wifcben ben t)erfc^iebeneA 
SBSertben/ wzid)t ba$ SBerbaltnig ber SDurc^fcbnttte bte« 
ftr betb^n SJoLumina mit eine^r ftet§ iu ei:iier. gegebenen 
@bene parallel blfibenben ben>eglidi^en @:bene annebs. 
men fann. 

93 e KP e i §• SBir woHen bie t)erf4)iebenen fünfte beS 9fQwme& 
auf bie brei rec^ttDintligen Hx^n ber x^y^z, n)e)oon bie Reiben Ukf, 
ten in ber geaebenenSbene liegen/ bejogen c^nnebmen unb ik^uvd)» 
f<^nitte ber beib^n SSoljimina mit ber beweglicben/ ber Tlbfciffe x 
entfprecfeenben Sbene mit F(.r) unb %(,x) bejeicbnem ßnblicb feien 
xo,X bie (Srenijcn, jwifcben welcben bie 2lbfciffe x liegen mug^ 
bamit bie bewegliche @bene bie beiben Siolumin«/ ^ ober n>enigf!enS 
ein^ berfelben trift. SESenn* bie bäuegli^e @bene ^r ieben^ ixou 
(eben xofX liegenben SGßertb t)on x bie beiben äSolumina immer 
f^neibet/ fo werben bfefe iutd) bie 3ntegrale: • " 



FX:x;)äx, / %(x)dx' 

Xq / Xa 



ou^gebrtttft« .ferner ijl nacb einem UUnntcn 2ü)x{a1^ ber Snte- 
gjcolre^^nung (|ie^e @eite 360): 

— ■ .« f%{x)dx g(|) 

(120) ^ '• — 



f;^F(x)dx Fd) 



WD I einen jwifcben ben Orenjen xq , X liegenben ® ertl& bon x 
be^ei^^net« 9lun ift aber ber Sämd): 



off^nbov einer Don ben SBertl^en^toeld^e bad $Berl(^ä'Uhtp : 

. IM 

F(a:) 

ber ©urdbfc^nitte ber beiben SSolumina annebmen f«nn, wäbrenb af- 
\>en Xq bi% x±^X loaxiitt, unb folglich eine jwlfc^en bem Heinflen 
unb grSgten biefer §Sert^ liegcnbe . ®rö@e. üu^ ber gormel (120) 
ei^ibt fiib ^P> in* b^r. geinacbteti SSorau^fe^ung ber ^ebrfal^ 13. 

SBSenn bie bewegliche ebene für 'gewiffie SSSertbe ^ber Ttbfciffe ,» 
nur noöf einS ber betben gegebenen SSolumina burc^fc^nitte/ fo liepe 
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{!(b bet IBetüeid no(& wU in Sebrfal^ 18 ffi^ren/ nut mü^te man 
aüt)ann ben äSert^ jcbe^ bcr J)urc^f4]fn,itte F(ar)> g(^) Kt>e5ma( 
al$ =0 betrac^^ten, tüenn bic cntR)tecfeeTibe frumme Jfldcbe nlc^t 
me^r bvrcb bte beweglicb^ (Sbene gefcbnitten xoütbtn 

SBenn man mit b^m eben ben> efenen 8ebrfafee. b^n UebrfJft ? 
in Jßorlefung 9^ ^txVmUt, fo ergibt {td^ unmittetbat folgenber neuer 
?rtrfa^, 

gel^rfatj Wt ©d« SJerbaltnif/ wddl^eS jrbirAen 
ben t)on jwei befonbetn frummcfn Sldcben efngefcbloffes 
nenaSaUmfntbwS ftattfinbet/ tjl tint mitttereCSröge jwis 
fcben ben v^tf^iebenen SBertben, v^tlä)t ba? 8Serbdtt= 
ntf ber von biefen betben frummen Stacben auf einer 
ftetS }u einet gegebenen 'Xre parallel bteibenben ^exotc^^ 
liefen ®eraben abgefcbnittenen iärt^tn annel)mtn tann. 

©rnn man fn ber ©leicbung (120) g(.r>=l feftt^-fo finbet 
man: 

tmb foIglicH^ : 



«/ »0 



9hin briirft aber bte gange X—xo offenbar bie lineare ?)t05 
iection beS 8Solamen§ (19) auf bie Are ber x au§^ wd^renb F{1) 
eine mittlere ®röge jwifcben ben 25ur4)fcbnitten biefe^ SSotumenS mit 
ouf berfelben 2(re fentrec^ten Ebenen auSbruÄ» S)a man nun eine 
beliebige Are jur Tfre ber x ncbmen fann, p) ful(fft bie gormel (121) 
offenbar auf folgenben fiebrfafe : , ^ 

ge^rfafe 15. 2)a§ aSer^dltnig jwiCcben einem SJp» 
lumen unb feiner ^rojection auf eine beliebige *Äre ift 
eine mittlere ©röge jwif^^en ben fSla^^en ber t>erfcbte5 
benen £)ur(bf(bnitte biefeS SSolumend mit Sbeneri^ n>el« 
(i^e auf ber 2tre fenfre^^t finb» 

SBenn man baö bur4) bie ©leicbung (19) ober (29) bejiimmte 
SJolumen V mi^t mebr auf eine 2(re/ fonbern auf eine @bene yroiis 
cirt/ fo erbdlt man ftatt be§ Se{)rfal^e§ 15 folgenben: 

ge^rfafe 16. t><if> JBertiltnig 5n)tfdS)en einem SSo» 
lumen unb feiner ^roiection auf etne beiieblg^ ^bea^ 
ifl eine mittlere ®r6ge jn>if4>en ben toerfcbiebenen 2Ber» 
tt^en, welcbe bie ®umme ber üon ber iDberflä^^e biefeS 
SiolumenS auf einer jletS auf einer gegebenen @bene 
fen!re(^ten, ben>egli(l[>en@ecante abgef^nittenengangen 
annebmen fanit*- . . 

85 e m e i f. 8um SBeroeife biefeS @afeed braudbt marr nur We 
auf bie %^xmt{ (34) in SSorlefung 25 angewonbtea @(blfiife unb 
oermittelfl toelcber toir ben gebrfa^ % auf i@cite 8B1 beriefen J^abenj 
auf bie Formel (29) anjutoenben. 



^itl^ait«l»et|el^tii#« 
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